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18.3 Abstraktni Fourierovy rady |

Véta (3 O nejlepsi aproximaci V 19.2.1)

Necht H je Hilbertiv prostor, {®}32; C H je ortonormaini systém, f € H,
{a}iZy = A{(f, Pe)u}2: a {ak}i2; C R. Pro viechna n € N polozme

Sni= 4 Pi atyi=>,_; aPi. Pak

(i) If = snll# < ||f = tal|n pro vSechna n € N

(ii) pro pevné n € N plati ||f — sp||n = ||f — ta||n prdvé tehdy, kdyZ ax = ¢k pro
vSechna k € {1,...,n}

(iii) pro kazdé n € N plati ||f — sp||n = ||f — ta||n pravé tehdy, kdyZ ax = cx pro
vSechna k € N.




18.3 Abstraktni Fourierovy rady |

Véta (3 O nejlepsi aproximaci V 19.2.1)

Necht H je Hilbertiv prostor, {®}72, C H je ortonormdlini systém, f € H,
{a}iZy = A{(f, Pe)u}2: a {ak}i2; C R. Pro viechna n € N polozme

Sni= 4 Pi atyi=>,_; aPi. Pak

(i) If = snll# < ||f = tal|n pro vSechna n € N

(ii) pro pevné n € N plati ||f — sp||n = ||f — ta||n prdvé tehdy, kdyZ ax = ¢k pro
vSechna k € {1,...,n}

(iii) pro kazdé n € N plati ||f — sp||n = ||f — ta||n pravé tehdy, kdyZ ax = cx pro
vSechna k € N.

Definice (5 Fourierova fada prvku D 19.2.2)

Necht H je Hilbertiv prostor, necht {®}z2; C H je ortonormdlni systém,
feHa{aliz; = {(f,Px)n}2;. Pak fadu

oo
g kb
k=1

nazyvame Fourierovou fadou prvku f. Cislo ¢, se nazyva k-tym Fourierovym
koeficientem prvku f.



18.3 Abstraktni Fourierovy tady I

Véta (4 O vlastnostech abstraktnich Fourierovych fad V 19.2.6)

Necht H je Hilbertiv prostor, {®}i2, C H je ortonormdini systém, f € H,
frd e aPeas, =Y, P pro viechna n € N. Pak plati

> <Ifllk

k=1

oo
dock=lfln = lim s —f|u=0.

,r
1
-



18.3 Abstraktni Fourierovy rady Il

Véta (4 O vlastnostech abstraktnich Fourierovych fad V 19.2.6)

Necht H je Hilbertiv prostor, {®}i2, C H je ortonormdini systém, f € H,
frd e aPeas, =Y, P pro viechna n € N. Pak plati

> <Ifllk

k=1

oo
da=IIfls <= lim ||s,— flln =0.
1 n—oo

Disledek (1 Duasl 19.2.8)

Necht H je Hilbertiv prostor, {®}32; C H je ortonormaini systém, f € H a
f~ 220:1 Ck(bk. Pak

() {e} € l2

(ii) ex = 0 pro k — oo

(iii) £ =>",2, cxPk pravé tehdy, kdyZ plati Parsevalova rovnost

IF11E = 30 <



18.3 Abstraktni Fourierovy rady Il

Véta (5 Riesz—Fischerova véta V 19.2.9)

Necht H je Hilbertiv prostor, {®}i2; C H je ortonormalni systém a
{ck}i2s € bo. Pak

(i) rada > 72, ck®i konverguje v H

(i) ek = (327Z, P, ®i)w pro viechna k € N

(iii) 11 32572, cebullfy = 3202, k.-



18.3 Abstraktni Fourierovy rady IlI

Véta (5 Riesz—Fischerova véta V 19.2.9)

Necht H je Hilbertiv prostor, {®}i2; C H je ortonormalni systém a
{ek}i2y € Lo, Pak

(i) rada > 72, ck®i konverguje v H

(i) ek = (327Z, P, ®i)w pro viechna k € N

(i) || 205, cxulZ = 200, .

Véta (6 O charakterizaci Gplnych systém V 19.2.12)

Necht H je Hilbertiiv prostor a {®«}72; C H je ortonormdlni systém. Pak
nasledujici vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Systém {®i}i2, je dplny

(ii) pro viechna f € H plati

fwickq)k —— f:ickd)k
k=1 k=1

(iii) pro vSechna f € H plati Parsevalova rovnost
(iv) mnoZina viech prvki, které vzniknou jako linedrni kombinace kone&né
mnoha prvki systému {®}72,, je hustd v H.



18.3 Abstraktni Fourierovy rady IV

Disledek (2 Duasl. 19.2.13)

Kazdy Hilbertiiv prostor, ve kterém existuje (plny ortonormalni systém, je
separabilni.



18.3 Abstraktni Fourierovy rady IV

Disledek (2 Duasl. 19.2.13)
Kazdy Hilbertiiv prostor, ve kterém existuje (plny ortonormalni systém, je
separabilni.

Véta (7 O existenci (plného systému v separabilnim Hilbertové prostoru
V 19.2.14)

V kazdém separabilnim Hilbertové prostoru existuje tiplny ortonormalni systém.



18.3 Abstraktni Fourierovy rady IV

Disledek (2 Duasl. 19.2.13)

Kazdy Hilbertiiv prostor, ve kterém existuje (plny ortonormalni systém, je
separabilni.

Véta (7 O existenci (plného systému v separabilnim Hilbertové prostoru
V 19.2.14)

V kazdém separabilnim Hilbertové prostoru existuje tiplny ortonormalni systém.

Definice (5 lzometrie, izometrické prostory D 19.2.16)

Necht (Pi, 01), (P2, 02) jsou metrické prostory a I: P, — P> je zobrazen.
Rekneme, Ze | je izometrie, jestlize pro viechna x,y € P; plati

02(1(x), I(y)) = e1(x, y).

Dale fekneme, Ze prostory (Py, 01), (P2, 02) jsou izometrické, jestlize existuje
izometrie zobrazujici P; na Px.



18.3 Abstraktni Fourierovy fady V

Véta (8 O vztahu separabilnich Hilbertovych prostorii a ¢, 19.2.18)

Kazdy nekonecné dimenzionadini separabilni Hilbertiv prostor je izometricky
S Zz .



18.3 Abstraktni Fourierovy rady V

Véta (8 O vztahu separabilnich Hilbertovych prostorii a ¢; 19.2.18)

KazZdy nekonecné dimenzionalni separabilni Hilbertiiv prostor je izometricky
S ez .

Véta (9 O ortogonalni projekci V 19.2.20)

Necht H je Hilbertiv prostor a M je jeho uzavreny podprostor. Pak pro kaZdé
f € H existuje pravé jeden prvek fyy € M takovy, Ze

I = fullw = inf If = yllu-
Na H definujme zobrazeni P: H — M predpisem P(f) = fu. Pak plati
(i) P(H)=M
(iy PoP =P
(i) pro kazdé z € M plati
z=P(f) <= (f—2zy)s =0 provsechnay e M

(V) I1F1% = 1POINIZ + |If — P(F)||?% pro viechna f € H.



18.4 Fourierovy rady odpovidajici trigonometrickému systému |

Véta (10 O dplnosti trigonometrického systému V 19.3.1)

Necht a € R a | > 0. Pak trigonometricky systém odpovidajici periodé | je
dplny na L2((a,a+ 1)).



18.4 Fourierovy rady odpovidajici trigonometrickému systému |

Véta (10 O dplnosti trigonometrického systému V 19.3.1)

Necht a € R a | > 0. Pak trigonometricky systém odpovidajici periodé | je
dplny na L2((a,a+ 1)).

Véta (11 Carlesonova véta 19.4.23)
Necht a € R, | > 0, f je |-periodickd funkce a f € [*((a,a+ I)). Potom

lim Fra(x) = f(x)

n— oo

pro skoro vsechna x € R.



