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Opakovani |

Definice (1 Kfivky D 17.1.2)

Necht | C R je interval. Kfivkou tfidy C* v RY nazyvame zobrazeni

@ € CH{I;RY) (v pripadé, e v I lezi néktery z jeho krajnich bodii, jako obvykle
v ném uvaZzujeme jen jednostrannou derivaci, kterd musi byt vlastni). Kfivkou
po &dstech tFidy C* v RN nazyvame zobrazeni ¢: | — RV, pro které existuje
neNaintervaly h,..., I, takové, e @|;, j € {1,...,n}, jsou kfivky t¥idy C*,
I = UJ'.':1 I;, vnitrky téchto intervald jsou disjunktni a sousedni intervaly

obsahuji pfislugny délici bod. Je-li ¢ kfivkou po &astech t¥idy C* v RV, fikdme,
Ze je regularni, jestlize plati

@'(t) = (p1(t), ¥a(t), ..., on(t)) #0  nal

(v pfipadé krajnich bodi a vyse citovanych délicich bodt bereme jen
jednostranné derivace).

MnoZina () := @(I) se nazyvad geometricky obraz kfivky ¢. Pokud existuje
¢'(t) (tentokrat uz jako oboustranna derivace), pak se tento vektor nazyva
teény vektor ke kfivce @ v bodé (t) a 7(t) := % (pokud ¢’ (t) existuje a je

netrividlni) se nazyva jednotkovy tecny vektor.



Opakovani Il

Definice (2 Jednoduchd a uzavrena kfivka D 17.1.4)

Necht I C R je interval a ¢ € C(I;R") je k¥ivka. Rekneme, %e ¢ je jednoduchs,
jestlize plati alespon jedna z podminek

(i) ¢ je prosta na /

(i) 1 =[a, b] a ¢ je prostd na [a, b) a na (a, b]

a ¢! je spojitd na obrazu intervalu (a, b).

Rekneme, Ze ¢ je uzaviend, jestlize | = [a, b] a @(a) = p(b). Rekneme, Ze ¢ je
Jordanova krivka, jestlize je jednoducha a uzavrena.



Opakovani Il

Definice (4 Kfivkovy integral prvniho a druhého druhu D 17.1.8)
Necht (g, 1) je regularni po &astech C'-k¥ivka v R". Jestlize f: RY — R je
funkce definovana na {y), pak kfivkovy integral prvniho druhu zavadime
predpisem

/ Fds = / Fe(EDl (Dl de,  kde [@/(1)] == \/i2(6) + - + £ (0),

pokud integral na pravé strané existuje jako Lebesgueliv a je konecny.
Jestlize F: RV — RY je vektorové pole definované na (p), pak kfivkovy integral
druhého druhu zavadime predpisem

/4, Fedp = [Fle(n)¢/(0)de

(v integrandu napravo je pro kazdé t € /| skalarni soudin dvou vektord v RN),
pokud integral na pravé strané existuje jako Lebesgueliv a je konecny.



Opakovani IV

Véta (3 O substituci pro kfivkovy integral V 17.1.14)

Necht (¢, [a, b]) je reguldrni C'-kfivka v R, : R — R m4 na [a, 3] nenulovou
spojitou derivaci a n([c, 8]) = [a, b]. Pak (¢ on, [, B]) je reguldrni C*-kFivka
v RN a pro kazdou funkci f: RY — R, jejiz restrikce na (p) je spojitd na (p),

plati
fds = / fds.
@on ®

V pripadé kfivkového integrdlu druhého druhu plati (znaménko 1’ je ve vsech

bodech intervalu [c, B] stejné, proto miiZeme niZe vybrat kterykoliv z téchto
bodii)

/ F.d(pon) :sign(n’(%ﬂ))/ F- dop.



Opakovani V

Véta (4 O nezdvislosti kFivkového integralu na parametrizaci V 17.1.16)

Necht kfivky (g, [a, b]) a (¥, [o, B]) jsou jednoduché regulirni po &dstech
C*-kfivky na R" splfiujici (@) = (1) a f: RV — R je funkce, jeji# restrikce na

() je spojitd na (p). Pak
/ fds= / fds.
® Y

V pfipadé kfivkového integralu druhého druhu plati

‘/‘pF-dcp‘:‘/iﬁqu/)‘.



16.1.4 K¥ivkovy integrdl a potencidlnost vektorového pole |

Véta (5 O vypoctu kfivkového integrdlu pomoci potencidlu V 17.1.17)

Necht Q C R" je oteviend mnozina a T € C(Q;R") m4 na Q potencidl U. Pak
pro kaZdou reguldrni po &dstech C'-ktivku (¢, [a, b)) spliiujici {¢) C Q plati

/T- dp = U(p(b)) — U(yp(a)).



16.1.4 K¥ivkovy integrdl a potencidlnost vektorového pole |

Véta (5 O vypoctu kfivkového integrdlu pomoci potencidlu V 17.1.17)

Necht Q C R" je oteviend mnozina a T € C(Q;R") m4 na Q potencidl U. Pak
pro kaZdou reguldrni po &dstech C'-ktivku (¢, [a, b)) spliiujici {¢) C Q plati

/T- dp = U(p(b)) — U(yp(a)).

Definice (5 Nezavislost integralu na cesté D 17.1.18)

Necht Q C R" je oteviend mno¥ina a T € C(Q; R"). Rekneme, e kiivkovy
integral druhého druhu z pole T nezdvisi na cesté v , jestlize

/‘pT~dcp:/¢T~d¢,

kdykoliv (¢, [a, b]), (%, [, B]) jsou regularni po &astech C'-k¥ivky takové, Ze
plati (), (%) C Q, ¢(a) = $(a) a w(b) = ¥(0).



16.1.4 Krivkovy integrél a potenciadlnost vektorového pole Il

Véta (6 O charakterizaci nezdvislosti na cesté V 17.1.19)

Necht Q C R je oteviend mnozina a T € C(Q;RV). Pak ndsledujici podminky
Jsou ekvivalentni.

(i) krivkovy integrdl druhého druhu z pole T nezavisi na cesté v Q

(ii) krivkovy integral druhého druhu z pole T je nulovy pro kaZdou uzavienou
reguldrni po &istech C-kfivku lezici v Q.



16.1.4 K¥ivkovy integrdl a potencidlnost vektorového pole Il

Véta (6 O charakterizaci nezavislosti na cesté V 17.1.19)

Necht Q C R je oteviend mnozina a T € C(Q;RV). Pak ndsledujici podminky
Jsou ekvivalentni.

(i) krivkovy integrdl druhého druhu z pole T nezavisi na cesté v Q

(ii) krivkovy integral druhého druhu z pole T je nulovy pro kaZdou uzavienou
reguldrni po &istech C-kfivku lezici v Q.

Véta (7 O vztahu nezdvislosti na cesté a existence potencialu V 17.1.20)

Necht Q C R" je oteviend souvisld mnozina a T € C(Q;R"). JestliZe ktivkovy
integral druhého druhu z pole T nezadvisi na cesté v 2, pak ma T v S potencial.



16.2 Klasicka teorie plosného integralu
16.2.1 k-plochy v RN |

Definice (6 k-plocha D 17.2.1)

Necht k, N € N a k < N. Mnozina M C R" se nazyva k-plocha, jestlize existuje
neprazdna oteviend mnozina E C R¥ a zobrazeni ¢: E — R" tak, Ze plati

(i) 9(E) = M

(i) ¢ € CY(E;RY)

(iii) hodnost Jacobiho matice zobrazeni ¢ je rovna k viude na E.

Zobrazeni ¢ se nazyva parametrizace plochy M.

Za 0-plochu povazujeme libovolny bod v RY. Plocha se nazyva jednoduch,
jestlize navic ¢ je prosté na E a @~ spojité na ¢(E).



16.2 Klasicka teorie plosného integralu
16.2.1 k-plochy v RN |

Definice (6 k-plocha D 17.2.1)

Necht k, N € N a k < N. Mnozina M C R" se nazyva k-plocha, jestlize existuje
neprazdna oteviend mnozina E C R¥ a zobrazeni ¢: E — R" tak, Ze plati

(i) 9(E) = M

(i) ¢ € CY(E;RY)

(iii) hodnost Jacobiho matice zobrazeni ¢ je rovna k viude na E.

Zobrazeni ¢ se nazyva parametrizace plochy M.

Za 0-plochu povazujeme libovolny bod v RY. Plocha se nazyva jednoduch,
jestlize navic ¢ je prosté na E a @~ spojité na ¢(E).

Tvrzeni (1 O korektnosti definice k-plochy V 17.2.4)

Necht k,I,N € N a M C RV je zdroveri jednoducha k-plocha a jednoducha
I-plocha. Pak k = |.



16.2.2 Plo$ny obsah rovinnych mnozin v RV |

Definice (7 k-rovnobéznostén D 17.2.14)
Necht k, N € N, k < N, v1,...,vi € R jsou linedrn& nezavislé vektory a

x0 € RV, Pak mnozinu

k
P(Xo,Vl,...,Vk) = {x0+Zt,-v,-: (tl,... tk) S [O, 1]k}
i=1

nazyvame k-rovnobéznosténem uréenym bodem xp a vektory vi,..., V.



16.2.2 Plo3ny obsah rovinnych mnozin v RV |

Definice (7 k-rovnobéznostén D 17.2.14)

Necht k, N € N, k < N, v1,...,vi € R jsou linedrn& nezavislé vektory a
x0 € RV, Pak mnozinu

k
P(Xo,Vl,...,Vk) = {onth,-v,-: (tl,... tk) S [0, 1]k}
i=1

nazyvame k-rovnobéznosténem uréenym bodem xp a vektory vi,..., V.

Definice (8 Gramova matice D 17.2.7)
Necht k, N € N, k € N a v1,va,...v, € RV, Gramovou matici p¥islusejici

vektorlim vi,va, ...V, nazyvdme matici
(vi,vi) (vi,v2) o (vi,vi)
(va,vi) (v2,v2) -+ (v2,vi)
G(Vl,...,Vk): . . . . )
(Viovi)  (viov2) -0 (Vi Vi)

kde (vi,v;) znadi skalarni soudin vektoril v; a v;.

V ptipadé, 7e ¢: R¥ — R" pat¥i do C*(E;R"), bude Dy(t) zastupovat
Jacobiho matici zobrazeni ¢ v bodé t € E a G(Dyp(t)) bude Gramova matice
aplikovana na vektory dané sloupci Jacobiho matice.



16.2.2 Plony obsah rovinnych mnozin v RV 1

Lemma (1 O charakterizaci regularity Gramovy matice L 17.2.16)
Necht k,N €N, k <N avy,...,vi € RV, Pak

detG(vi,...,vk) =0 <= vi,...,V jsou linedrné zavislé.



16.2.2 Plony obsah rovinnych mnozin v RV 1

Lemma (1 O charakterizaci regularity Gramovy matice L 17.2.16)
Necht k,N €N, k <N avy,...,vi € RV, Pak

detG(vi,...,vk) =0 <= vi,...,V jsou linedrné zavislé.

Lemma (2 Gramova matice a ortogondlni transformace)
Je-li A ortogonalni matice, pak pro vektory vi, V2, ..., vk plati

G(AV1, .. .,Avk) = G(V17 .. .,Vk)



16.2.2 Plony obsah rovinnych mnozin v RV 1

Lemma (1 O charakterizaci regularity Gramovy matice L 17.2.16)
Necht k,N €N, k <N avy,...,vi € RV, Pak

detG(vi,...,vk) =0 <= vi,...,V jsou linedrné zavislé.

Lemma (2 Gramova matice a ortogondlni transformace)

Je-li A ortogonalni matice, pak pro vektory vi, V2, ..., vk plati

G(AV1, .. .,Avk) = G(V17 .. .,Vk)

Véta (8 O plosném obsahu k-rovnobéznosténu V 17.2.15)
Necht k, N € N, k < N. Pak pro libovolny k-rovnobéZnostén je

Sk(P) = \/detG(vl, .. .,Vk)

kde pro k = N pokldddme Sy(P) = An(P).



16.2.3 Te&ny prostor, te¢nd rovina a vektorovy souéin v RV |

Definice (9 Tecny prostor a te¢nd rovina D 17.2.17)

Necht k, N € N, k < N, M C R" je jednoducha k-plocha parametrizovana
zobrazenim ¢: R¥ — R" z otevfené mnoziny E C R¥ a 7 € E. Teénym
prostorem k plose M v bodé& x = ¢(7) nazyvame prostor

0] 0]
M = span{a—z(r), e 8—2(7’)}

Te&nou rovinou k plose M v bodé x = ¢(7) nazyvdme mnozinu

K
R(x; g—i(T),,g—z(T)) = {X—l—;a;g—i(ﬂ: Q1,. ..,k € R}.



16.2.3 Te&ny prostor, te¢na rovina a vektorovy souéin v RV 1|

Definice (10 Vektorovy soucin D 17.2.19)
Necht N € Nav?,...,vN=' € RY jsou linedrné& nezavislé vektory. Jejich
vektorovym soucinem nazveme vektor

i le_1 €1
1 N—1 .
[vi,...,v" 7] :==det :

1 N—1

VN “ee VN ey

(soufadnice vektorii v/ jsou zapsany do sloupcii a jednotlivé s&itance figurujici
v determinantu chapeme jako vektory vzniklé sou¢inem (N — 1)-tice redlnych
¢isel a jednoho vektoru ze sloupce GpIné napravo).



16.2.3 Te&ny prostor, te¢na rovina a vektorovy souéin v RN 111

Lemma (3 Cauchy—Binetovy formule V 17.2.22)

Necht k,N € N, k < N, A je matice o k radcich a N sloupcich a B je matice o
N radcich a k sloupcich. Pak

det(AB) = > detA(J)det B(J),

kde J probihd vsechny k-tice indexti 1 < j1 < jo < -+ < jkx < N a A(J) je
Ctvercovd matice ziskana z matice A vynechanim sloupcil, jejichZz poradova Cisla
neleZi v J a analogicky B(J) se ziskala z B vynechdanim Fadka, jejichZ pofadovd
Cisla nelezi v J.



16.2.3 Te&ny prostor, te¢na rovina a vektorovy souéin v RN 111

Lemma (3 Cauchy—Binetovy formule V 17.2.22)

Necht k,N € N, k < N, A je matice o k radcich a N sloupcich a B je matice o
N radcich a k sloupcich. Pak

det(AB) = > detA(J)det B(J),
J
kde J probihd vsechny k-tice indexti 1 < j1 < jo < -+ < jkx < N a A(J) je
Ctvercovd matice ziskana z matice A vynechanim sloupcil, jejichZz poradova Cisla

neleZi v J a analogicky B(J) se ziskala z B vynechdanim Fadka, jejichZ pofadovd
Cisla nelezi v J.

Véta (9 O vlastnostech vektorového souéinu V 17.2.21)

Necht N € N a necht vektory v*,... ,vN=1 € RN jsou linedrné nezavislé. Pak
v:=[vl,...,vN71] je vektor spliujici

(i) v je ortogondini ke véem vektorim v*,... vV7!

(ii) plati ||v||3 = detG(v*,...,v"™1)

(i) determinant matice, do jeji# sloupcii napiseme vektory v, ... vVt v, je

kladny.



16.2.4 Plosny obsah jednoduché k-plochy. Plosny integrdl 1. druhu

Definice (11 Plosny integral prvniho druhu D 17.2.8)

Necht k, N € N, k < N, M C R" je jednoducha k-plocha parametrizovana
zobrazenim ¢: R¥ — RV z oteviené mnoziny E C R a f: RV - R je
definovana na M. Pak definujeme plosny integral prvniho druhu predpisem

/Mde ::/Ef(cp(t))\/detG(Dcp(t))dt,

pokud integral na pravé strané existuje jako Lebesgueiv a je kone¢ny. Cislo
Sk(M) ::/ 1dS
M

nazyvame k-rozmérnym plosSnym obsahem k-plochy M.



