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16 Klasicka teorie kfivkového a plosného integralu
16.1 Klasicka teorie krivkového integralu
16.1.1 K¥ivky v RN |

Definice (1 Kfivky D 17.1.2)

Necht I C R je interval. Kfivkou tfidy C* v R" nazyvdme zobrazeni

@ € CH(I;RN) (v p¥ipadé, e v I lezi n&ktery z jeho krajnich bodii, jako obvykle
v ném uvazujeme jen jednostrannou derivaci, kterd musi byt vlastni). Kfivkou
po &dstech tridy C* v RN nazyvame zobrazeni ¢: | — RV, pro které existuje

n €N aintervaly h,..., I, takové, ze |, j € {1,...,n}, jsou kfivky tfidy ct,
| = UJ'.’:1 I;, vnitrky téchto intervald jsou disjunktni a sousedni intervaly

obsahuji pfislugny délici bod. Je-li ¢ kfivkou po &astech t¥idy C* v RV, ¥ikame,
Ze je regularni, jestlize plati

@'(t) = (1(t), @a(t), ..., on(t)) #0  nal

(v p¥ipadé krajnich bodi a vyse citovanych délicich bodt bereme jen
jednostranné derivace).

Mnozina (p) := () se nazyva geometricky obraz kfivky . Pokud existuje
¢'(t) (tentokrat uz jako oboustranna derivace), pak se tento vektor nazyva
te¢ny vektor ke kfivce @ v bodé (t) a 7(t) := % (pokud ¢'(t) existuje a je
netrivialni) se nazyva jednotkovy te¢ny vektor.
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Definice (2 Jednoduchd a uzavrena kfivka D 17.1.4)

Necht I C R je interval a ¢ € C(I;R") je k¥ivka. Rekneme, %e ¢ je jednoduchs,
jestlize plati alespon jedna z podminek

(i) ¢ je prosta na /

(i) 1 =[a, b] a ¢ je prostd na [a, b) a na (a, b]

a ¢! je spojitd na obrazu intervalu (a, b).

Rekneme, Ze ¢ je uzaviend, jestlize | = [a, b] a @(a) = p(b). Rekneme, Ze ¢ je
Jordanova krivka, jestlize je jednoducha a uzavrena.
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Definice (3 Soucet kfivek, kfivka opa¢na D 17.1.7)

Necht (¢, /) a (,J) jsou k¥ivky v RY. Necht —oco < a1 < by < o0,

—00 < a < by < 00, | = (a1, b1], nebo | = [a1, b1], J = [a2, b2) nebo

J = [az, b] a p(b1) = 1p(a2). Pak definujeme soucet kfivek ¢ @ 1 predpisem

o(t) prot el

(‘p®¢)(t)_{¢(tb1+32) prOtEK\Ia

kde interval K je dan vzorcem K = [ U (J — a» + b1) (interval J jsme posunuli,
aby navazoval na /, tedy J — a + b1 = [b1, bo — a2 + b1) respektive

J—ay+ b1 = [b1, by — a2 + b1]).

Opacénou krivkou ke k¥ivce (¢, I) nazyvame k¥ivku (S¢, —1) danou predpisem

Op(t) = (—t) prote —I.
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Definice (4 Kfivkovy integral prvniho a druhého druhu D 17.1.8)
Necht (g, 1) je regularni po &astech C'-k¥ivka v R". Jestlize f: RY — R je
funkce definovana na {y), pak kfivkovy integral prvniho druhu zavadime
predpisem

/ Fds = / FeE)Ie (D)l e, kde [l ()] == \/ol2(0) + - + ol (0),

pokud integral na pravé strané existuje jako Lebesgueliv a je konecny.
Jestlize F: RV — RY je vektorové pole definované na (p), pak kfivkovy integral
druhého druhu zavadime predpisem

L Fedp = [Fle(n)¢/(0)de

(v integrandu napravo je pro kazdé t € /| skalarni soudin dvou vektord v RN),
pokud integral na pravé strané existuje jako Lebesgueliv a je konecny.
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Véta (1 Linearita kfivkového integrdlu V 17.1.12)
Necht ¢: R — R je kfivka, f,g: RY - R a o, 3 € R. Pak

/(af+/3g)ds=a/fds+ﬂ/gds,
[ " @

Jestlize existuji oba krivkove integraly prvniho druhu na pravé strané.
Analogicky pro krivkovy integral druhého druhu.
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Véta (1 Linearita kfivkového integrdlu V 17.1.12)
Necht ¢: R — R je kfivka, f,g: RY - R a o, 3 € R. Pak

/(af+ﬂg)ds=a/fds+ﬂ/gds,
) @ @

Jestlize existuji oba krivkove integraly prvniho druhu na pravé strané.
Analogicky pro krivkovy integral druhého druhu.

Véta (2 O integrélu pres soucet kfivek V 17.1.13)
Necht @, : R — RN jsou kfivky, je definovdno ¢ & a f: RY — R. Pak

/ fds:/fds+/fds,
pOYP @ P

Jestlize existuji oba krivkové integraly prvniho druhu na pravé strané.
Analogicky pro krivkovy integral druhého druhu.
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Véta (3 O substituci pro kfivkovy integral V 17.1.14)

Necht (¢, [a, b]) je reguldrni C'-kfivka v R, : R — R m4 na [a, 3] nenulovou
spojitou derivaci a n([c, 8]) = [a, b]. Pak (¢ on, [, B]) je reguldrni C*-kFivka
v RN a pro kazdou funkci f: RY — R, jejiz restrikce na (p) je spojitd na (p),

plati
fds = / fds.
@on ®

V pripadé kfivkového integrdlu druhého druhu plati (znaménko 1’ je ve vsech

bodech intervalu [c, B] stejné, proto miiZeme niZe vybrat kterykoliv z téchto
bodii)

/ F.d(pon) :sign(n’(‘%ﬁ))/ F- dop.
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Véta (4 O nezdvislosti kFivkového integralu na parametrizaci V 17.1.16)

Necht kfivky (g, [a, b]) a (¥, [o, B]) jsou jednoduché regulirni po &dstech
C*-kfivky na R" splfiujici (@) = (1) a f: RV — R je funkce, jeji# restrikce na

() je spojitd na (p). Pak
/ fds= / fds.
® Y

V pfipadé kfivkového integralu druhého druhu plati

‘/‘PF-dcp‘:‘/d,qu/)‘.



