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15 Lebesgueovy prostory
15.1 Zakladni vlastnosti Lebesgueovych prostor(i |

Definice (1 Pomocny prostor £P(Q2) a veli¢ina NV, D 16.1.1)
Necht p € [1,00) a Q C RY je méfitelnd. Pak £P(Q) oznaluje mnozinu viech
mé¥itelnych numerickych funkci na Q, pro které plati

1
Noy(f) i= (/ |f\”dx)p < .
Q
Déle £*°(Q2) oznaluje mnoZinu véech méfitelnych numerickych funkei na €,

pro které plati

Noo(f) = esssupq |f| := P”&fsz sup |f| < oo.
An(P)=0

Veli¢ina esssup se nazyva esencidlni supremum.
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mé¥itelnych numerickych funkci na Q, pro které plati

Noo(F) = (/Q|f\”dx)% < 0.

Déle £*°(Q2) oznaluje mnoZinu véech méfitelnych numerickych funkei na €,
pro které plati

Noo(f) = esssupq |f| := P”&fsz sup |f| < oo.
An(P)=0
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Definice (2 Lebesgueiv prostor LP(€2) D 16.1.5)

Necht p € [1,00] a Q C RY je méfitelnd. Pak Lebesgueiiv prostor LP(Q) je
mnozina v3ech tfid ekvivalence (vzhledem k rovnosti funkci skoro viude) na

LP(Q).
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Lemma (1)

MnoZiny LP(Q), 1 < p < oo, jsou vektorové prostory s obvyklymi operacemi
scitani funkci a ndsobeni funkci redlnymi & komplexnimi Cisly.
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Lemma (1)
MnoZiny LP(Q), 1 < p < oo, jsou vektorové prostory s obvyklymi operacemi
scitani funkci a ndsobeni funkci redlnymi & komplexnimi Cisly.

Lemma (2 Hélderova nerovnost V 16.2.1)
Necht p, q € [1, 0], % + % =1 (s konvenci L =0) a Q C R" je méitelns.

Jestlize f € LP(Q) a g € L9(Q), pak fg € L}(Q) a

/Q ] dx < No(F)Na(g).
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Lemma (2 Hélderova nerovnost V 16.2.1)
Necht p, q € [1, 0], % + % =1 (s konvenci L =0) a Q C R" je méitelns.

Jestlize f € LP(Q) a g € L9(Q), pak fg € L}(Q) a

/Q ] dx < No(F)Na(g).

Lemma (3 Minkowského nerovnost V 16.2.4)
Necht p € [1,00] a Q C RN je métitelnd. Jestlize f,g € LP(Q), pak
f+gelP(Q)a

No(f + &) < No(f) + No(g)-
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Véta (1 Lebesgueovy prostory jsou linedrni normované)
Vektorovy prostor LP(Q2), kde Q je méfitelnd, jsou normované linedrni prostory,
pricemz

||fHLp(Q) = Np(F), 1<p<

Jjsou normy na téchto prostorech.
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Vektorovy prostor LP(Q2), kde Q je méfitelnd, jsou normované linedrni prostory,
pricemz
||fHLp(Q) = Np(F), 1<p<

Jjsou normy na téchto prostorech.

Véta (2 Prostor L?)

Prostor L2(2) je prostorem unitdrnim, pficemz

(f,8)12() ::/Qfgdx.
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Tvrzeni (1 O vnoFeni Lebesgueovych prostorti na mnoziné koneéné miry
T 16.2.6)

Necht1 < r < p < oo, Q CRY je méfitelnd a A\n(Q) < co. Jestlize f € LP(Q),
pak f € L'(Q).
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Tvrzeni (1 O vnoreni Lebesgueovych prostorii na mnoZiné kone¢né miry
T 16.2.6)

Necht1 < r < p < oo, Q CRN je méfitelnd a An(Q) < oo. Jestlize f € LP(Q),
pak f € L'(Q).

Tvrzeni (2 O interpolaéni nerovnosti T 16.2.9)
Necht1<p<r<gqg<ocoaQcCR" je méitelnd. Jestlize f € LP(Q2) N L9(Q),
pak f € L"(Q2). Dokonce plati

£l < U1 IIF N,

kde 0 € [0, 1] splriuje

Q

r—p
pr prop < q < o0

0] = pro p < g =00

N N

je libovolné pro p = q.
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Tvrzeni (3 Obecna verze Hélderovy nerovnosti Cvic 16.2.15)
Necht Q je méfitelnd, f; € LP(Q), 1 < p; < o0, i =1,2,...,n a necht
S0, L =1. Potom [}, fi € L'(Q) a plati

i=1 p;
n n
ITL|, < TT0Al:
i=1 i=1
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Tvrzeni (3 Obecna verze Hélderovy nerovnosti Cvic 16.2.15)
Necht Q je méritelnd, f; € LPi(Q), 1 < pi < oo, i=1,2,...,n a necht
S0, L =1. Potom [}, fi € L'(Q) a plati

i=1 p;
n n
ITT#]|, < TT1es.
i=1 i=1

Tvrzeni (4 O spojitosti normy vzhledem k exponentu T 16.2.8)

Necht Q C R spliiuje Av(Q) < 0o a p € (1,0). Jestlize f € LP(Q), pak pro
vSechna r € [1,p) plati f € L"(Q) a ||f||- < C(An(Q))|If]lp (C nezévisi na r).
Naopak, jestlize f € L"(Q2) pro viechna r € [1, p) a existuje C > 0 takové, Ze
If]lr < C pro vSechna r € [1,p), pak f € LP(Q2) a ||f||, < C (tatdZ konstanta).
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Véta (3 O konvergenci skoro viude a (plnosti Lebesgueovych prostori V
16.3.3)

Necht1 < p < 0o a Q C R" je méFitelnd. Pak Lebesguetiv prostor LP(Q) je
uplny a kazd4d posloupnost konvergentni v LP(Q2) md podposloupnost
konvergujici skoro vsude na Q2.



