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12 Klasicky variacni pocet
12.2 Abstraktni teorie |
Definice (1 Funkciondl D 13.1.2)

Zobrazeni z normovaného linearniho prostoru do R se nazyva funkcional.



12 Klasicky variaéni pocet
12.2 Abstraktni teorie |
Definice (1 Funkciondl D 13.1.2)

Zobrazeni z normovaného linedrniho prostoru do R se nazyva funkcional.

Definice (2 Gateauxiv a Fréchetiv diferencial D 13.2.1)

Necht X je normovany linearni prostor, F: X — R je funkcional a a € Dr.
(i) Necht h € X a existuje § > 0 takové, ze {a+ th: |t| < J} C Dr. Rekneme,
ze F ma v bodé a Gateauxdv diferencidl ve sméru h (nebo téz Gateauxovu
derivaci ve sméru h), jestlize existuje vlastni limita

. F(a+th)—F(a) d

im = ~ gt
Tuto limitu pak zna¢ime §F(a; h) a nazyvame ji Gateauxovym diferencidlem
funkciondlu F v bodé a ve sméru h.
(ii) Necht existuje § > 0 takové, 7e Us(a) C Dr. Rekneme, 7e F ma v bodé a
Fréchetav diferencial, jestlize existuje spojity linearni funkciondl L: X — R
spliujici

F(a+h)—F(a)—Lh _

lim =0.
h—0 [[h|lx

Zminény linedrni funkciondl pak zna¢ime dF(a) a nazyvame jej Fréchetovym
diferencidlem funkcionalu F v bodé a.



12.2 Abstraktni teorie |l

Definice (3 Lokalni minimum D 13.2.5)
Necht X je normovany linearni prostor a F: X — R je funkcional. Rekneme, Ze
a € Dr je bodem lokdlniho minima funkcionalu F, jestlize existuje ¢ > 0
takové, ze

F(a) < F(x) pro viechna x € U(a) N Dr.
V pfipadé ostré nerovnosti na P-(a) N Dr hovofime o ostrém lokalnim minimu.
Analogicky se definuje lokalni maximum.



12.2 Abstraktni teorie |l

Definice (3 Lokalni minimum D 13.2.5)
Necht X je normovany linearni prostor a F: X — R je funkcional. Rekneme, Ze
a € Dr je bodem lokdlniho minima funkcionalu F, jestlize existuje ¢ > 0
takové, ze

F(a) < F(x) pro viechna x € U(a) N Dr.
V pfipadé ostré nerovnosti na P-(a) N Dr hovofime o ostrém lokalnim minimu.
Analogicky se definuje lokalni maximum.

Definice (4 Stacionarni bod D 13.2.6)

Necht X je normovany linearni prostor a necht F: X — R je funkcional.
Rekneme, e a € D je staciondrnim bodem (nebo kritickym bodem)
funkcionalu F, jestlize

0F(a;h) =0 pro vSechna h € X.



12.2 Abstraktni teorie IlI

Véta (1 Eulerova nutnad podminka V 13.2.7)

Necht X je normovany linedrni prostor, funkcional F: X — R ma lokdini
extrém v bodé a € X, je definovan na néjakém okoli bodu a a necht h € X.
Pokud existuje §F(a; h), pak 6F(a; h) = 0.



12.2 Abstraktni teorie IlI

Véta (1 Eulerova nutnad podminka V 13.2.7)

Necht X je normovany linedrni prostor, funkcional F: X — R ma lokdini
extrém v bodé a € X, je definovan na néjakém okoli bodu a a necht h € X.
Pokud existuje §F(a; h), pak 6F(a; h) = 0.

Definice (5 Druhy Gateauxuv diferencidl D 13.2.10)
Necht X je normovany linearni prostor, F: X — R je funkciondl, a,h, k € X a
existuje dF(a; h). Necht existuje vlastni
O0F(a+ tk; h) — 6F(a; h)
; .

2 . ;i
6*F(a; h k) := lim

Pak §2F(a; h, k) nazyvame druhym Gateauxovym diferencidlem ve smérech h
a k.



12.2 Abstraktni teorie IV

Véta (2 Lagrangeova nutnd podminka V 13.2.12)

Necht X je normovany linedrni prostor, funkcional F: X — R ma lokdini
minimum v bodé a € X a necht h € X. Pokud existuje 6>F(a; h, h), pak
8%F(a; h,h) > 0.



12.2 Abstraktni teorie IV

Véta (2 Lagrangeova nutnd podminka V 13.2.12)

Necht X je normovany linedrni prostor, funkcional F: X — R ma lokdini
minimum v bodé a € X a necht h € X. Pokud existuje 6>F(a; h, h), pak
8%F(a; h,h) > 0.

Véta (3 Lagrangeova postacujici podminka (zeslabena verze) V 13.2.4)

Necht X je normovany linedrni prostor a a € X je stacionarnim bodem
funkciondlu F: X — R. JestliZe existuje okoli bodu a, kde plati 52F(x; h,h) >0
pro véechna h € X, pak F md v bodé a lokdlni minimum.



12.2 Abstraktni teorie V

Definice (6 Konvexita funkcionalu D 13.2.18)

Necht X je normovany linedrni prostor, M C X je konvexni a F: X — R je
funkcional. Rekneme, ze funkciondl F je konvexni na M, jestlize

FOx+(1=MN)y) < AF(x)+(1—=N)F(y) pro viechna x,y € M a A € [0,1].



12.2 Abstraktni teorie V

Definice (6 Konvexita funkcionalu D 13.2.18)

Necht X je normovany linedrni prostor, M C X je konvexni a F: X — R je
funkcional. Rekneme, ze funkciondl F je konvexni na M, jestlize

FOx+(1=MN)y) < AF(x)+(1—=N)F(y) pro viechna x,y € M a A € [0,1].

Véta (4 Postacujici podminka minima pro konvexni funkciondl V 13.2.19)
Necht X je normovany linedrni prostor a F: X — R je konvexni funkciondl
definovany na celém X. Pak kazdy jeho staciondrni bod je bodem globalniho
minima F na X.



12.3 Funkciondly reprezentované integrdlem
12.3.1 Euler-Lagrangeova rovnice |

Lemma (1 Du Bois-Reymondovo lemma L 13.3.2)
Necht pro funkci g € C([a, b]) plati

b
/ gh'dx =0  pro vdechna h € C'([a, b]) spliujici h(a) = h(b) = 0.

Pak je g konstantni na [a, b].



12.3 Funkciondly reprezentované integrdlem
12.3.1 Euler-Lagrangeova rovnice |

Lemma (1 Du Bois-Reymondovo lemma L 13.3.2)
Necht pro funkci g € C([a, b]) plati

b
/ gh'dx=0 pro viechna h € C*([a, b]) spliiujici h(a) = h(b) = 0.
Pak je g konstantni na [a, b].

Lemma (2 Fundamentalni lemma variaéniho poétu L 13.2.3)
Necht pro funkci g € C([a, b]) plati

b
/ ghdx =0 pro viechna h € C*([a, b]) spliujici h(a) = h(b) = 0.

Pak g =0 na [a, b].



12.3.1 Euler—Lagrangeova rovnice Il

Véta (5 Euler—Lagrangeova rovnice V 13.2.4)

Necht L € C?([a, b] x R?) a yo € M je staciondrnim bodem funkcionlu F. Pak
funkce

x = Ly(x, yo(x), yo(x))

Je spojité diferencovatelnd na [a, b] a yo spliiuje Euler—Lagrangeovu rovnici

LY(vaO(X)vy(;(X)) - %LZ(vaO(XLyé(X)) =0 na [av b]



12.3.1 Euler—Lagrangeova rovnice Il

Véta (5 Euler—Lagrangeova rovnice V 13.2.4)

Necht L € C?([a, b] x R?) a yo € M je staciondrnim bodem funkcionlu F. Pak
funkce

x = Ly(x, yo(x), yo(x))

Je spojité diferencovatelnd na [a, b] a yo spliiuje Euler—Lagrangeovu rovnici

LY(vaO(X)vy(;(X)) - %LZ(vaO(XLyé(X)) =0 na [av b]

Véta (6 O regularité minimizéru V 13.2.6)

Necht L € C?([a, b] x R?), yo € M je staciondrnim bodem funkcionalu F a
X0 € (a, b) je takové, Ze

Lz (x0, yo(x0), yo(x0)) # O.

Pak existuje § > 0 takové, Ze yo € C*((xo — &, %0 + 6)).



