MATEMATICKA ANALYZA 1 - LETNI SEMESTR 2022-2023
POCETNI PRIKLADY KE CVICENI

LUBOS PICK

1. TAYLORUV POLYNOM

Piiklad 1.1. Napiste Tayloriv polynom funkce f(z) = }fﬁiiz v bodé z = 0 az do fadu z*
véetné. Spoctéte f4)(0).

Priklad 1.2. Napiste Tayloritv polynom funkce f(z) = {/sin(23) v bodé x = 0 az do fadu z'?
vcetné.

Priklad 1.3. Rozlozte funkei f(z) = 1+ 22 — x pro > 0 do fady mocnin 1 az do Fadu -5
véetné.

Piiklad 1.4. Odhadnéte absolutni chybu aproximace danych funkci na danych intervalech:

z 2 a3 "
o z3 el 1 1]
sinx ~ x 5 T 5 9b

x oz
\/1—|—x%1+§—§, x € 10,1].

Piiklad 1.5. Spoététe pribliznou numerickou hodnotu nésledujicich veli¢in a odhadnéte chybu:
Ve, arcsin 0, 45, log(1,2), (1,1)42.
Piiklad 1.6. Spoctéte pfibliznou numerickou hodnotu nésledujicich veli¢in s danou pfesnosti:
e s presnosti na 1077, /5 s piesnosti na 1072, log,,(11) s pfesnosti na 1075,

Priiklad 1.7. S pomoci Taylorova polynomu spoctéte nasledujici limity:
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Priklad 1.8. S pomoci Taylorova polynomu vysetiete konvergenci nasledujicich fad:

Sl (T w)] Shel)-oe) 3]

n=1 n=1




Priklad 1.9. Vysetfete konvergenci fad:

Z sin(%) —log(1+ \;ﬁ)’

Vysledky.
o Priklad 1.1: 1+ 2z + 222 — 22* + o(2?), —48.

- ’E7 .’L'lB
Priklad 1.2: z — 22 — 2 + o(x'?).

[}
e Priklad 1.3: 3 — o5 + 0 ().
o ) 3 1 1
e Priklad 1.4: m7 3840 16°
e Priklad 1.5:
Ve 1,64872, |e —1,64872|<2-107°,
arcsin 0,45 = 0,46676, |arcsin0,45 — 0,46676] < 6 - 1079,
log(1,2) ~ 0,182321, |log(1,2) —0,182321| <6-107",
(1, )" ~1,12117,  |(1,1)"2 —1,12117| < 5-1076.
e Priklad 1.6: 2,718281828, 2,2361, 1,04139.
e Priklad 1.7: -3, 1, I, 1, &
e Piiklad 1.8: konverguje, diverguje.
e Priklad 1.9: diverguje, konverguje.

2. VYSETROVANI KONVERGENCE CISELNYCH RAD S NEZAPORNYMI CLENY

Piiklad 2.1. Zjistéte, zda konverguji (diverguji) fady:

— 2n? +3n+4 >~ n? - 2" = [2n\ 1
_1 77’7’ T R oy
nz::l( ) 2n%2+5 nz::ln3+1 nz::ln! nz::l n ) 5"
Priklad 2.2. Zjistéte, zda nasledujici fady konverguji:
S
— vn =V 3 g 2n 43
Priiklad 2.3. Vysetiete konvergenci nasledujicich rad:
> ! = 3 S 2% 4 (—=1)"n > 3
— 2 L 1—+vn3—1).
ngl 2n2’ 7;3 on _ 2717 ngl 3n + (71),”””1? n:1(\/n + \/n )
Priklad 2.4. Vysetifete konvergenci nasledujicich tad:
o P o 3" + 4" = 2n? +3n+4
— )

Piiklad 2.5. Urcete pro kterda z € R néasledujici fady konverguji:

oo ’I’L3
g n3 2", g — 2", g — 2", g — 2",

n! n 3n
n=1

n=1 n=1 n=1



Piiklad 2.6. Urcete pro kterda z € R néasledujici fady konverguji:

Z n+1 o Z i i (_1)n22n+1
= = n? = 2n+1
VYSLEDKY

Priklad 2.1: Diverguje, diverguje, konverguje, konverguje.

Priklad 2.2: Konverguje, diverguje, konverguje.

Priklad 2.3, 1): V8echny ¢leny uvaZzované fady jsou kladné, miZzeme proto zkusit pouZit
podilové kritérium:

| (n+1)! 11
n: . Ap+41 . n+1)2 . n
n = —5, lim —* = lim u: lim ——=0<1.
2m n—+oo  ay n—+00 - n——4oo0 22n+1

on
Rada tedy konverguje podle podilového kritéria.
Priklad 2.3, 2):

Pro kazdé n € N, n > 3 plati 2" > 2n, a proto jsou vSechny ¢leny uvazované rady jsou
kladné. Muzeme proto zkusit pouzit podilové kritérium:

3
= on —on
Api1 nFl 32( D) 1— 52 1
. . - T
lim 2 = lim fn: lim 721:f<1.
n—+o0o @y, n—-+oo 5o n—4oo 2 — 2nn+1 2

Rada tedy konverguje podle podilového kritéria.
e Priklad 2.3, 3): Pro kazdé n € N plati n < 2™ < 3", a proto ma uvazované fada pouze
kladné ¢leny. Zkusme pouzit podilové kritérium:

2n 1 1 (—1)"F (n41)

. — 2" 4 (=1)"n_ i Yl g BRI (—1)" T (nf1)

"3 4 (1) n—oo  ay n—-+oo 2rt(=1)mn

37L+(71)1Ln

gnt1 [ 14(=1)" T 2L 1H(—1)"H
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= 1m = m - - m ————7 = =" = —.
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3 \ T+ (- )" & 1+(=1)" 3%

Uzili jsme nasledujicich fakti:

(1) limp oo % =0, kde a > 1, k € N;
(2) posloupnost {(—1)"} je omezenA.
Z (1) a (2) vyplyva:

e s
nEI—ll:loo( 1) n _O, nll}—{-loo( 1) 3n _07
: _ n+1n+1_ : _ n+1n+1_
nEIJIrloo( 1) 2n+1 B 07 ngl}rloo( 1) 3n+1 - O
Zbytek vyplyva z véty o aritmetice limit. NaSe fada tedy konverguje podle podilového
kritéria.
e Priklad 2.3, 4): Oznacme a, = Vn3 + 1 —/n3 — 1. Plati:
2 2
an, >0 prokazdé neNaa, = < , n € N.
n 1% Z n \/TL3+1—|—\/TL3—1 ’Il3/2
Rada e it 32/2 konverguje, a proto podle srovnavaciho kritéria konverguje i vySetfovana
fada.

e Piiklad 2.4, 1): VSechny ¢€leny uvazované fady jsou kladné, maZeme proto zkusit pouZit
podilové kritérium:

1 5
n® o ] 1 (n+1\° 1
ap = —, lim = lim — = lim — =_-<1
jn n—+00 Ay, n——+oo 75“‘7 n—+o0o H n 5



Rada tedy konverguje podle podilového kritéria.
e Piiklad 2.4, 2): Cleny uvazované fady jsou kladné a pouZijeme-li podilové kritérium,
dostaneme:
) 3n+1 +4n+1 4qn +5n
lim .
n—-+oo 4n+1 + 5n+1 Sn + 4n

3n+l 471
S TN i ik
n—-+oo 4”+1+5 3—n—|—1 5 ’

471
Zkoumana tada tedy konverguje podle podilového kritéria.
e Piiklad 2.4, 3): Zkoumana fada je absolutné konvergentni, a tedy konvergentni.
e Priklad 2.5: (—1,1), R, (—1/2,1/2), (-3,3).
e Priklad 2.6: (-1,1), (—1,1), (-1,1).

3. VYSETROVANI ABSOLUTNI A NEABSOLUTNI KONVERGENCE CISELNYCH RAD S OBECNYMI
CLENY
Priklad 3.1. VySetfete absolutni a neabsolutni konvergenci fad

i(—l)"(%—l), iloin cos%ﬂ-;

n=1 n=1

Z /), im (VAT s m—n?).

Priklad 3.2. Vysetfete absolutni a neabsolutni konvergenci fad

> sinn 2 (—1)legn
(V== Y
n=1 n n=1 n
arctg n = 1 ™2
; —5— Cos .
Z:: ; log?n n+1
Priklad 3.3. Vysetiete charakter konvergence fad v zéavislosti na parametru:
2 sinm) &K (—DVA & viga
Z(*l) e ZT’ Z(*l) — x>0, geR, a>1.

n=1 n=1 n=1

Priklad 3.4. Naleznéte soucet fad
(oo}
an”_l, |z] <1,
n=1

(ii) ch, kde ¢, = Zxk Rzl <1,y < 1,

1
k(k+ )(n—k+ 1)l

(iii) E Cn, kde ¢, =

k=1

Vysledky. e Cvi¢eni 3.1: (i), (ii), (iii) konverguji neabsolutné, (iv) konverguje absolutné;
e Cviteni 3.2: (i) konverguje neabsolutné, (ii) diverguje, (iii) konverguje neabsolutné, (iv)
konverguje neabsolutngé;
e Cviceni 3.3: (i) diverguje pro z = 0, konverguje neabsolutné pro 0 < = < 1, konverguje
absolutné pro z > 1;
(ii) diverguje pro ¢ < 5 1 konverguje neabsolutné pro s < q < 1, konverguje absolutné
pro q > 1;
(iii) konverguje neabsolutné pro kazdé a > 1;

2
o Cviteni 3.4: (i) (ﬁ) (i) gy (i) e — 1.



4. CISELNE RADY II

Priklad 4.1. VysSetfete konvergenci fad

%S .2 co . 0 2
sin®n sinn 1 1 1 n

1" T+=+- 4=, ,
S S ()Y e (r)
n=1 n=1 n=2
. sinZ2T 2 sin(n+ 1
Z 7.47 a > 07 Z ( n) 9
S n® 4 sin 5F = log(logn)
i sin(na) sin(nQa), i sin(na) cos(n%)7 i sin(na) cos(nQa)7 W ER.
n=1 n n=1 n n=1 n

Piiklad 4.2. Rozhodnéte, pro kterda a € R konverguje absolutné fada

i sin(na) '

n=1

Piiklad 4.3. Dokazte, ze pro vSechna a € R a n € N plati

Zsing{:ak) < oVF

k=1

Piiklad 4.4. Dokazte nasledujici Kroneckerovo lemma: Necht Y7 | a, je konvergentni fada a
necht {b,} je rostouci posloupnost splimjici lim,, o b, = 00. Potom

2k _ — =o0(b,).
> (b) o Y=o

Priklad 4.5. Utvoite Cauchyiv sou¢in danych fad a spocitejte jeho soucet:

(l) Z W Z omp!’
n=0 n=0

() S0 Yo
n=1 n=1

Pfiklad 4.6. Zkoumejte konvergenci (a eventualni soucet) nasledujicich zobecnénych fad:

(i) > @y eyl <1

(4,k)e(NU{0})?

1
D D E T
(n,k)€(NU{0})2 n!kl(n+k+1)

1
(i) > k(n+k+2)

n
(n,k)ENXN

nlk!
(iv) Z K
(n,k)e(NU{0})? (n+k+2)!

1
(v) Z RPN a,f >0,

(n,k)eENxXN
1
(vi) —\ p>0,
i TP

(vii) Z na™, |z < 1.

(n,k)ENXN



Vysledky. e Piiklad 4.1: (i), (ii), (iii) konverguji, (iv) konverguje pro « > % a diverguje
pro 0 < a < 3, (v) konverguje, (vi), (vii) a (viii) konverguji pro kazdé a € R.
e Piiklad 4.2: Rada konverguje absolutné pravé tehdy, pokud a = kw, k € Z, pro ostatni
a € R konverguje neabsolutné.

o Priklad 4.5: (i) €3, (ii) —3log2, (iii) F=5aye-

Piiklad 4.7. Dokazte nasledujici Kummerovo kritérium konvergence rad. Necht Y ° | a,, je Fada

realnych ¢isel s nezapornymi ¢leny. Necht D,, je posloupnost kladnych realnych ¢isel. Ozna¢me

Qnp
n = Dn
an+1

- Dn+1-

Potom
(i) jestlize liminf p,, > 0, pak rada > | a, konverguje
(ii) jestlize limsupp, < 0 a navic fada Y ., D diverguje, pak fada > -, a, diverguje.

Piiklad 4.8. Dokazte pomoci Kummerova kritéria nasledujici Raabeovo kritérium konvergence
Fad. Necht >~ | a, je fada realnych &isel s nezdpornymi ¢leny. Potom

(i) jestlize liminfn

1) > 1, pak fada Y. | a, konverguje;

(ii) jestlize limsupn ( 1) < 1, pak fada 7 | a, diverguje.
Piiklad 4.9. Dokazte pomoci Kummerova kritéria nasledujici Gaussovo kritérium konvergence
Fad. Necht >~ | a, je Fada realnych &fsel s nezapornymi ¢leny. Necht existuje omezena posloup-
nost realnych &isel b, a konstanta k& € R tak, ze plati

an k b,

=1+-—4+—=.
Gnt1 n o n

Potom
(i) jestlize k > 1, pak fada Y - | a, konverguje;
(ii) jestlize k < 1, pak fada .~ a, diverguje.

5. PRIMITIVNI FUNKCE

Priiklad 5.1. Spoc¢téte nasledujici primitivni funkce:

/(x +5)3 da, /sin(?x +7) dz,

dz;

T
/\/2—533’ /\/2 322’ /1+
/tgzxdx, /\/1—sin(2x) dz, / varctg:z: T

/de /de /7
Vi—g2 1424777 1+ cosz

Piiklad 5.2. Pomoci jednoduchych substituci spoctéte néasledujici primitivni funkce:
/ in(1 ) dx / dx dx
sin(log x) —, —_— e
&%) % (z+ 1)z eVT? —1
sinz d / 2z +1 / xz+1 d
———dx, —dx, —duz;
V/cos 2 2+ +1 2 2249

[ o=



Piiklad 5.3. Pomoci trigonometrickych vzorci uréete nasledujici primitivni funkce:

/ sin® z d, / sin® z dz, /sin4 xdr;

dx sin x cos x dx
-2 2 Y -4 4 dl‘, . 3 7
sin“ x cos? x sin® x + cos* x sin x cos? x

/ dzx / dx / dxr
costzx sin® x cos® sin? z cos x

/ dx / sin J / dx
. ar " ’
Vsin3 z cos® x 1+4sinz 2sinxz —cosxz + 5

Priiklad 5.4. Pomoci metody integrovani per partes spoc¢téte nasledujici primitivni funkce:

/ e’ sinx dx, / arcsin z dx, / log x dx;

arcsin x dz
/ x2 dx, /m, /arctg(ﬂ) dl’

Priklad 5.5. Pomoci metody integrovani per partes odvodte formule pro nasledujici primitivni
funkce:

/ e sinbx dx, / arcsin z de, / sin(log z) dx.

Piiklad 5.6. Pomoci vhodné substituce spo¢téte nasledujici primitivni funkce:

/ log? d / x> d cosx
x’ x’ 7
x 8 — 2 \/2 + cos(2z)

22 22 +1 log (z + V1 + 2?)
dx, — dx, dx.
1+ 14 24 1+ 22
Piiklad 5.7. Procvicte si lepeni primitivnich funkei na nasledujicich piikladech:
/ || dz, /e‘lwl dx, /max{x, 22} dx;

d
/7?2; /|2x+1|dx; /(\1+x|f\lfx|) dx.
1+sin“z

Piiklad 5.8. Pomoci rozkladu na parcialni zlomky spo¢téte nasledujici primitivni funkce:

/ 341 / T / xt
—————du, ——duz, _
3 — ba? + 6z 22—z —2 x4+ 5224+ 4

T dx T
/:17371dx’ /1+3§67 /x3—3x+2dx'

Priiklad 5.9. Spoc¢téte nasledujici primitivni funkce:

e’ dx
——dx, Va2 — 2z dx, /7;
/m / 1+vVr+3

/ l—xldw / dx / x? e
Vitaoz ™" 1+vVz+Vo+1’ Vito+a2

Priklad 5.10. Pomoci Eulerovych substituci spoctéte nasledujici primitivni funkce:

dx dx )
/ z+ Va2 tr+1 / 14+V1 -2z — 2%
x— V2% +3z+2 z?
r— a2+ 342 /2\/1—3:2'
Pfiklad 5.11. Na intervalu (—m, 7) naleznéte primitivni funkci

. . 2
/ (sinz)|sinz| + (cos z) i

(sinz)? + 2(cos x)?




Priklad 5.12. Spoctéte primitivni funkei na intervalu (0, 7) k funkci

/(@) !

6 cos? x 4 4 sin x cos x + sin

2y

Priiklad 5.13. Spoctéte primitivni funkci na maximalnim mozném intervalu k funkci

1
Jy) = 3cos?y +sin(2y) + 1°

Piiklad 5.14. Spoctéte primitivni funkci na maximalnich intervalech, na kterych existuje, k

funkci .\ ,
T 2 xr
/ 2T
e’ —1
Vysledky. e Piiklad 5.11: Oznac¢me

(sinx)|sinz| + (cos z)?
I := - d
(sinz)? + 2(cos x)?

Pouzijeme substituci ¢ = tg x, a to na intervalech x € (-5
pak po fadé vychazi t€ (—oo,00), t€ (0,00)a t€ (—00,0). Tedy
1—¢2
7 fmdtv € (—-m—%), ve(=5,0),
[ 52y z€(0,%), z€(3,m).

Rozlozime prvni funkci na parcialni zlomky a druhou spoc¢itadme rovnou. U prvni funkce
dostaneme rozklad

1—t? _At+B  Ct+D
2+2)(1+12)  1+¢2 24127
uhodneme A = C = 0 a dopoé¢itame B = 2, D = —3. Celkem dostaneme

);

Bl

2x—%arctg gtg:ﬂ +C, z€ (-7 —

~ N

2x—%arctg ?tgw + Co, 366(—%707
I = /3 N

Y2 arctg (2 tgz) + Cs, z € (0, 3),

g arctg gtg:c + Cy, r e (§,m).

Nyni spoéitame jednu primitivni funkci na celém intervalu (—m, ), feknémé Fy. Nejprve
zvolime konstantu Cy = 0 Konstanty Cp, C3 a Cy spocitame z jednostrannych limit funkce
Fy v bodech +7 a 0. Dostavame

3v2r L\/i

Cy = C3=0 Cy =
1 2 ) 3 ’ 4 9
V bodech +7% a 0 dodefinujeme funkci Fy tak, aby byla spojita. Celkem tedy méme
2x—32ﬁarctg (@tgz) +@, e (—m—5F),
3v2rm _ s
% — T = 2
2x—32ﬁarctg (@tgaz), r e (=%5,0),
Fo(z) =10, z=0
garctg (gm;gy) , r € (0,5),
2 s
fT’ r=3
garctg (gtgx>+”7‘/§7 € (5,m).

Vsechny primitivni funkce na intervalu (—, ) jsou tedy tvaru

F(z)=Fy(z)+C, CER.



e Priklad 5.12: V8echny primitivni funkce jsou tvaru Fy(x) + C, = € (0,7), kde (napiiklad)

1
Fy(x) = ———= arct (\/5 3 cot 9:+1)
o(z) 5 cte (3 cotg )
nebo
%arctg %(tgx+2) , ze(0,%);
Fy(z) = %arctg %(tgachQ) +%, z e (0,3);
e Priklad 5.13: VSechny primitivni funkce jsou tvaru Fy(y) + C, y € (—o00,0), kde (napii-
klad)
L arctg (MJrk—”), y€e (—Z +km Z+km);
Ry ={ B \NE ) vECE TS
(L4 k), y=T+kr, keZ
e Priklad 5.14:
log [e” 1] L (2”7+”’+1)+1 t(2(f+1>) € (—00,0) neb € (0,00)
og |e”—1|—=log (e e — arc — (e"+=) ), x € (—o0, nebo ,00).
g 5 1og Nt b 5

6. URCITY INTEGRAL
Priiklad 6.1. Spoctéte Newtonuv integral

/0 el 4 43T — 2% _ 9T
oo (€27 4+ 1)(2e2% + 3er + 1)

dx.

Priklad 6.2. Spoctéte Newtonuv integral

/1 dx
ok

Priklad 6.3. Spoctéte Newtontv integral

/1 dz
o 1+vVa2+x+1

Priiklad 6.4. Spoctéte Newtonuv integral

I Ilklad 6-5. f;p()éléle IJGW(()IIIIV ill‘eglél

7\'/2 3 Qt
Sin dt.

0 /sin?t+ 3sint + 1
Priklad 6.6. Spoctéte Newtonuv integral

™

/5 tgx + 2 d
x
= (cos(2z) + sin®z)(tga + 1)(tg? = + 2tgx + 3)

Piiklad 6.7. Spoctéte Newtonuv integral
o 2y? — 5y +8,5 — 1
N N
Vysledky. e Priklad 6.1: Oznacme

/O 641 + 463x _ €2z — 2¢%
I:=
oo (€2F +1)(2e2% + 3e* + 1)

dy

dx.



Pouzijeme substituci y = €%, pak y € (0,1). ProtoZe dy = e* dz, mame
_/1 vy -y -2
"o D3y
Rozlozime integrand na parcialni zlomky:
Y +4y?—y—2  Ay+B C D
(2+1)(2y2+3y+1)  y2+1  2y+1 * y+1

y = —1 dostaneme ihned C' = D = —
0 a konecné dosazenim napiiklad y = 1

Pouzitim cover-up rule, tj. dosazenim y = —%
pak dosazenim napiiklad y = 0 vypocitame B
dostaneme A = 2. Celkem

1
2 1 1
I=/ . - dy
o \w2+1 2y+1 gy+1

a

1 vt
= [log(y2 +1) — 3 log(2y + 1) — log(y + 1)}
y=0
1
=-3 log 3.
e Priklad 6.2:
1 V2—-1| 1 ( 1 1 )
,log _ = —
5% Vet Ta\Vao1 T (VEoupe

e Priklad 6.4:
2( T 9] 2 )
L T SO
s\nvz ™ T
5 1
V5 — 2 + 3log(5 — 2V/5) + ( 1>

e Piiklad 6.5:
5—2v5

110g§+ T arctgﬂ

4772 2v2 V2

e Piiklad 6.7: co (integral existuje, ale nekonverguje)

o Priklad 6.6:

7. KONVERGENCE NEWTONOVA INTEGRALU

Piiklad 7.1. VySetfete, pro které hodnoty pfislusnych parametri konverguji nasledujici Newto-
novy integraly:

oo 1 1 00
—duz; / 2?71 — 2)7 1 da; / zPe™ V7 dux;
/ Vv log(1l+ e®) 0 ( ) 0

/2 o D

sin 22 x
tgx)® dx; dx;
\/31+x3 0 (tg2)" da; /0 Ta ™

/000 1o cosar _ng @ dz; /01 x** dx;
/OO x° o /1 | log z|?
o Vitz T Jo Vi-z
Priklad 7.2. VySetfete, pro které hodnoty piislusnych parametri konverguji nasledujici Newto-

novy integraly:
/OO( 2 arctg 2)° d /1 arccos T d
T — 2arctgx x, ———dzx
0 o log(1/x)

Piiklad 7.3. V zavislosti na parametrech «, 5 € R vySetfete konvergenci integralu

e 1
/0 v




Piiklad 7.4. V zavislosti na parametru o € R vySetfete konvergenci integralu

2
/ log(cos z) tg* = du.
0

Priiklad 7.5. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci integralu
 cosx
0o VT

Priklad 7.6. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci integralu

/Oo sin(2x + 1)
o log(log(10 + x))

Priklad 7.7. Vysettfete konvergenci a absolutni konvergenci integralu

o
/ z cos(z?) de.
0
Priiklad 7.8. V zavislosti na parametru a € R vySetfete konvergenci a absolutni konvergenci
integralu
 sin3
/ dx.
o ¢

Priklad 7.9. V zavislosti na parametru o € R vySetfete konvergenci a absolutni konvergenci
integralu

dx.

2

o x
/ (cosz —e™ 7 )z® dx.
0

Vysledky.
e Priklad 7.1:
konverguje; p,q>0; p> —1;
konverguje; a € (—1,1); 0<p+1<yg;
aceR 1<p<3; aeR;
a€(-1,-1); p>—1.
Priklad 7.2: a > 1; g < %
Priklad 7.3: Integral konverguje pravé tehdy, kdyz plati bud o <1 < 8 nebo <1 < a.
Priklad 7.4: Integral konverguje pravé tehdy, kdyz plati bud —3 < a < 1.
Priklad 7.5: Integréal konverguje neabsolutné.
Priklad 7.6: Integral konverguje neabsolutné.
Priklad 7.7: Integral konverguje neabsolutné.
Priklad 7.8: Integral konverguje pravé tehdy, kdyz a € (0, 4). Integral absolutné konverguje
pravé tehdy, kdyz « € (1,4).
e Priklad 7.9: Integral konverguje pravé tehdy, kdyz o € (—5,0). Integral absolutné konver-
guje pravé tehdy, kdyz a € (—5,—1).

8. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU
Piiklad 8.1. Spoc¢téte obsah plochy vymezené kiivkami

x? 1

Y=g VT iia
Priklad 8.2. Spoctéte obsah plochy vymezené kiivkami
v*=2r+1 a xz—-y—1=0.
Priiklad 8.3. Spoc¢téte obsah plochy vymezené grafem paraboly
y=—a?4+4x -3

a jejimi tefnami vedenymi z bodu [0, —3] a [3,0].



Piiklad 8.4. Spoctéte obsah plochy vymezené parabolami

y=x* a y=+2.
Piiklad 8.5. Spoctéte délku kiivky

y= acosh%7 x €10,0], a,b> 0.
Priiklad 8.6. Spoctéte délku paraboly
y? = 2px
mezi pocatkem a nékterym jeji bodem.
Priiklad 8.7. Spoctéte délku kiivky
y=logz, ze[V3,V8].

Priklad 8.8. Spoctéte délku kiivky

1

3)

y=log(l—2?%), =z€l0,
Priklad 8.9. Spoctéte délku grafu funkce

f(z) =27 pro xz€ [0,4] .
Piiklad 8.10. Spoététe objem jednotkové koule v R3.
Piiklad 8.11. Spoététe obsah jednotkové sféry v R3.
Priiklad 8.12. Urcete délku kiivky, zadané rovnici

2 4’
Priiklad 8.13. Urcete objem a povrch plasté télesa, vzniklého rotaci mnoziny
{[sc,y] eR? 2%+ (y—b)* < a2} , (0<a<),

x € [2,4].

okolo osy .

Priklad 8.14. Urcete délku kiivky, zadané rovnici

1 us
y og(cosx>, z € [0, 7]
Priklad 8.15. Urcete délku kiivky, zadané rovnici
e’ —1
=1 2,4].
Y Og<ez+1>v z € [2,4]

Piiklad 8.16. Spoctéte objem a povrch plasté rota¢niho télesa, které vznikne rotaci funkce y = e”
kolem osy z, kde = € (—c0,0).

Priklad 8.17. Necht a > 0. Urcete délku kiivky, zadané rovnici
28 448 = od.
Priklad 8.18. Necht a > 0. Urcete délku kiivky, zadané rovnici
y = coshz, x € [0, al
Piiklad 8.19. Spoctéte objem télesa vzniklého rotaci oblasti
M := {[z,y] € R% 22+ +8< 6y}
kolem osy .

Piiklad 8.20. Spoctéte objem toru, vzniklého rotaci kruhu o poloméru a > 0 a stfedu v bodé
b > a kolem osy y.

Piiklad 8.21. Spoctéte povrch plasté parabolické misy, vzniklé rotaci parabolického oblouku
y=22,0<2z <1, kolem osy y.



Priklad 8.22. Spoététe povrch plasté raghyového mice, vzniklého rotaci elipsy 22 +4y% = 4 kolem
oSy Y.

Priklad 8.23. VySetfete konvergenci nasledujicich ¢iselnych fad pomoci integralniho kritéria:

oo

Z 1

2 )
—ynlog”n

=1
;nlogﬂ

s} 1+7’L 2
Z(un) ’

n=2

n+1

oo
> oy
—vn Tn-1

Priklad 8.24. Tezisté rovinné oblasti dané nerovnostmi a < x < b, 0 < y < f(z) je bod [T, 7],
kde
b

J2(f(x))? da
f: f(x)dx ’

Zf: f(z)dz .

T = y:

N2

—a<z<a, 0<y<+Va?-az%
1

0<z<1 0<y < —;

=ten UEVEAT e

x2+y2:r2, x>0, y>0.

Piiklad 8.25. Necht f je spojita na [0, 1]. Spoctéte
1
lim fa™),dx.

n—roo 0

Vysledky.

Priklad 8.1: 2arctg 1 — 3
Piiklad 8.2:
Piiklad 8.3:
Piiklad 8.4:
Piiklad 8.5: asinh 2

Pitklad 8.6: /42 + p? + & log LYV
Priklad 8.7: 1+ % log 3

Priklad 8.8: log3 — 1

Priklad 8.9: £(10% — 1)

Priklad 8.10: 4%

Priklad 8.11: 47
Priklad 8.12: Ozna¢me L hledanou délku kiivky. Podle pfislusného vzorce je

L:/4\/1+f’(x)2dx,
2

e o o o o
WO, =
|5

kde
22 logzx
takze )
f@=a-4

4z’



tj.

Dosadime do vzorce:

4
o Piiklad 8.13: V = 272a?b, S = 4n2ab
o Pitklad 8.15: Llog &=¢—,=2
e Piiklad 8.16: §
e Piiklad 8.17: 6a
e Piiklad 8.18: ©=F—
e Piiklad 8.19: 672
e Piiklad 8.20: V =2n%a%b, S =4n%ab
e Priklad 8.21: Z(5v5—1)
o Piiklad 8.22: 87 (14 125200)
e Priklad 8.23: konverguje, diverguje, konverguje, konverguje
o Pitklad 824: [0,42], [ VIl x| (2 2]
e Priklad 8.25: f(0).

9. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE
9.1. Zaklady, separace proménnych.
Priklad 9.1. Uhodnéte néjaka feSeni néasledujicich diferencidlnich rovnic. Najdete v8echna feseni?
! /

Yy =0; ¢ =5 o =-3x y=sn2r); y=-4y.

Piiklad 9.2. Uhodnéte partikulérni fesSeni diferencialnich rovnic, ktera spliuji piislusnou okra-
jovou podminku:

Y =3z, y(2) =4 ¢ =4y, y(0)=T.
Priklad 9.3. Zkuste najit nékteré obecné feSeni diferencialni rovnice
Y + Ny =0.
Nyni najdéte partikularn{ feSeni, které spliiuje okrajové podminky
y(0) =4, y'(0)=3.
Priiklad 9.4. Najdéte vSechna maximalni feSeni diferenciélnich rovnic

ylog*(y), y>0,

=1+ 2; "=sinz (y® +2 +1); =
y vy (V" +2y+1); y 0 Ve

Nacrtnéte integralni kiivky feSeni vSech uvedenych rovnic!



Piiklad 9.5. Jestlize se potkaji dvé feSeni rovnice

y' = f(z.y),
kde f je spojita funkce dvou proménnych, pak na sebe tato dvé feSeni navazuji hladce. Dokazte!
Rovnici
y'z =ylogy
fesi napifklad funkce y = 1 a y = €*, x € R. Tato dvé feseni se potkavaji v bodé [0, 1], ale
nenavazuji na sebe hladce. Pro¢ to neni ve sporu se shora uvedenym tvrzenim?

x

Priklad 9.6. Najdéte maximéalni partikularni feSeni diferencialni rovnice

Yy sinz = ylogy,
prochézejici bodem [7, ] a nacrtnéte jeho graf. Jaky je maximalni interval, na ktery lze toto Fesent
rozsirit?
Piiklad 9.7. Najdéte vSechna maximalni feSeni diferencidlnich rovnic
y =101 o —xy = b(1 + 2%y, y(1) = 1.
Nacdrtnéte integralni kiivky feSeni!

Priklad 9.8. Primitivni populacéni model popisuje vyvoj ur¢ité populace tak, ze rist poc¢tu jedinct
P v Case t je pfimo amérny P, takZe podle tohoto modelu je vyvoj populace fizen diferencialni
rovnici

dP
— = kP,
dt ’
kde k > 0 je konstanta imérnosti, zavisla na typu populace, kterou studujeme. Dokazte, ze pak
P(t) = AeM,

kde A je néjakd kladna konstanta dana pocateénim stavem populace. Promyslete si sestaveni a
vyfeSeni obecné rovnice a pak spocitejte nasledujici priklad.

Bakterialni kultura roste v ¢ase ¢ tmérné poctu jednotlivych bakterii P = P(t). Na zacatku je
500 bakterii, po jednom dni mame 800 bakterii. Bude jich po dalsich 12 hodinéch vice nez 10007
Vedla by linearni aproximace ke stejnému zavéru?

Piiklad 9.9. Podstatné lepsi popula¢ni model nez ten, ktery byl popsan v predchézejicim pii-
kladu, bere v potaz tzv. mazimdini kapacitu Zivotniho prostiedi. Ta je dana ¢islem N, coz je nejvySsi
mozny pocet ¢lent dané populace, ktery se jesté v daném zivotnim prostiedi uzivi. Ovéite si, ze
podle tohoto modelu je vyvoj populace Fizen diferencialni rovnici

P
— = kP(N - P).
= ( )

Dokazte, Ze vyvoj stavu populace je pak dan funkeci

ENeNt
1+ keNt?
kde k je konstanta tumérnosti. Vyfeste si obecnou rovnici a nacrtnéte jeji integralni kiivky. Porov-
nejte s piikladem 9.8! Pak spoéitejte nasledujici piiklad.

Na ostrov, ktery skyta pastvu pro nejvyse 120 kraliki, dorazilo 30 kralikt. Po prvnim roce jich
zde Zije jiz 80. Bude jich za dalsi rok vice nez 1007

P(t)

Priklad 9.10. Kralik roste podle tzv. allometrického zakona

dsikf

dv v
kde s, v oznacuji $ifku a vysku kralika a k je konstanta tmeérnosti. Na za¢atku ma kralik sitku 5

cm a vysku 5 cm. Po né&jaké dobé ma kralik 10 cm vysky a 5v/2 cm §iiky. Kralik ma k dispozici
noru o $ifce 12 cm a vySce 24 cm. Urcete, zda mu bude diiv tzkd nebo nizka.



Piiklad 9.11. Brouk Pytlik nemé rad teplotu nizsi nez 60 mravenéich stupiii. V 8 hodin rano
mravenci zatopi v peci, na niz Pytlik lezi, na 110 stupnid, a odejdou do prace. Ve 13 hodin je
teplota v mistnosti 80 stupfiti. Mistnost vychlada rychlosti imérnou rozdilu okamzité teploty v
mistnosti a venkovni teploty, ktera je stabilné rovna 20 stupiim. Vydrzi Pytlik do 18 hodin, kdy
se mravenci vrati z prace a zatopi?

Priklad 9.12. Popiste kiivku v roving, ktera prochazi bodem [2, 3] s nasledujici vlastnosti: asecka
libovolné jeji te¢ny, vymezena pruseciky této teény se soufadnymi osami, se pili v bodé dotyku.

9.2. Homogenni rovnice.

Piiklad 9.13. Ma-li diferencialni rovnice tvar y' = f(%), lze ji pfevést substituci z = £ na tvar

#(@)x + 2(x) = f(2),
COZ je rovnice se separovanymi proménnymi.
Reste diferencialni rovnice
,_ Yty y

xy’=y+xsin2(g), Ty , Y ==-1, xy’:ylogg, z,y > 0.
x x x Yy

Priklad 9.14. Reste diferencidlni rovnice
zy = xeV* 4y, (SL‘2 + y2> y = 2zy.

Piiklad 9.15. Reste diferencidlni rovnice
2
T+ x
y=% 2 =TV T
T T—y y

9.3. Exaktni rovnice. Ma-li diferencidlni rovnice tvar

(1) hz,y)y' + f(z,y) =0
a existuje-li funkce dvou proménnych u(z,y) takova, ze
ou Ju
2 ou _ _
(2) 9y hz,y), === flzy),

pak se takova rovnice nazyva ezaktni.

Dosud jsme chapali v jako funkci dvou proménnych. Protoze ale y = y(z), miuZeme chapat
u = u(z,y(x)) jako funkci jedné proménné (z). Pak ji derivujeme neparciilné,tj. %. Povsimnéme
si, Ze exaktni rovnici (1) lze pfepsat ve tvaru Z—Z = 0 a Ze vSechna feSeni této rovnice jsou implicitné
popsana pomoci kiivek tvaru u(z,y) = C, C € R.

Jak rozpoznat, zda je dana rovnice exaktni? Jsou-li funkce h a f spojité, pak k tomu, aby
rovnice (1) byla exaktni, musi platit

oh  Of
or Oy’
Tento vztah lze povazovat za test exaktnosti rovnice. Navic jej lze snadno ovéfit.
Jestlize je rovnice exaktni, jak najit funkci ©? MuZzeme se napiiklad pokusit tuto funkci uhod-

nout. Pokud to nejde, mizeme funkci u ziskat integraci vztaha (2).

Priklad 9.16. Reste diferencialni rovnice

(3) y' (log(sinz) — 3y*) + ycotgz + 4z =0, y' + % =
(4) Y (327 +€¥) + 22y + 2 =0;
(5) y' (2 sin(zy) — 2y) + cos(zy) — zysin(zy) = 0.

Jestlize rovnice neni exaktni, miZzeme ji nékdy prevést na exaktni tvar pomoci integra¢niho
faktoru. Rovnici (1) vynésobime zatim neznamou funkei ¢. Aby byla tato nova rovnice exaktni,
musi splnit test, tj. musi platit

I(hy) _ O(fp)

or Oy’




tedy

oh dp
6 — + h—/— = f{—L + o=,
(6) ('0895 Ox f@y (pay
coz je ale parcidlni diferencialni rovnice pro . To je tloha téz8i nez ptvodni rovnice. Z tohoto
ditvodu vétsinou hledame funkci ¢ zéavislou jen na jedné ze dvou proménnych. Pokud napt. ¢ =

p(x), pak je g—‘; =0 a (6) ziska tvar

o1 (<9f _ @h)

e h\dy 0z)’
a to je jiz snadno TeSitelna rovnice pro ¢ se separovanymi proménnymi.
Priklad 9.17. Uvazujte diferencidlni rovnici

y' (3zy — 62°) +y* — 6ay = 0.
Piesvédcte se, Ze rovnice neni exaktni. Hledejte integraéni faktor ve tvaru ¢ = ¢(y) a rovnici
vyteste.
9.4. Obyc¢ejné diferencialni rovnice 1. radu.
Priklad 9.18. Najdéte vSechna maximalni feSeni obycejné diferencialni rovnice
zy' +y =y*logz,

prochézejici bodem [1, 1], a urcete jejich defini¢ni obory.

Piiklad 9.19. Naleznéte v8echna maximéalni feSeni obycejné diferencialni rovnice
’ Y 2z
Y+ = = VY,
sin () te (%)
prochézejici bodem [r, 7] a urcete jejich defini¢ni obory. Lze nékteré z téchto feeni navazat v
nékterém bodé defini¢niho oboru na feSeni singularni? Je nékteré z téchto feSeni na svém maxi-
mélnim definiénim oboru omezené?

]

Priiklad 9.20. Najdéte vSechna maximalni feSeni obyc¢ejné diferencialni rovnice

/ Yy 3
Ty Jrlogxiy

a urcete jejich defini¢ni obory. Pak neleznéte vSechna maximalni feSeni prochéazejici bodem [e, 1],
urcete jejich definiéni obory a rozhodnéte, zda je nékteré z téchto feSeni na svém defini¢nim oboru
omezeneé.
Priiklad 9.21. Najdéte vSechna maximalni feSeni obycCejné diferencialni rovnice
1 _ 2
Y + 3zy = yse” (@Y
a urcete jejich defini¢ni obory. Je nékteré obecné maximalni feSeni této rovnice omezené na svém

3
defini¢nim oboru? Pak naleznéte vSechna FeSeni této rovnice, prochézejici bodem [0, — (2—16) 2].
Priklad 9.22. Najdéte vSechna maximalni feSeni oby¢ejné diferencialni rovnice

1
y' — 3 (cotgz)y = (cosz)?y?, xz € (0,7),
a urcete jejich defini¢ni obory. Potom urcete v8echna feeni této rovnice, prochézejici bodem [7, 2]
a jejich defini¢ni obory. Nabyva nékteré z nich nékde na svém defini¢nim oboru zdporné hodnoty?

Piiklad 9.23. Najdéte vSechna maximalni feSeni obyc¢ejné diferencialni rovnice

yy'z+y° = z € (1,00),

X
1—gz3’
a uréete jejich defini¢ni obory. Potom uréete viechna fefeni této rovnice, prochazejici bodem [+/2, 0]
a jejich defini¢ni obory. Je nékteré z téchto feSeni na svém defini¢nim oboru omezené?



Priklad 9.24. Najdéte vSechna maximalni feSeni oby¢ejné diferencialni rovnice
y' (14 z?) arctgz + 6zy arctgx = /y*(1 + 2?)
a urcete jejich defini¢ni obory.
Piiklad 9.25. Najdéte vSechna maximalni feSeni obyc¢ejné diferencialni rovnice
! _ 2
zy + 4y = 3zy

a urcete jejich definiéni obory. Potom urdete vSechna FeSeni této rovnice, prochéazejici bodem
2, —11—4] a jejich defini¢éni obory. Je nékteré z téchto feSeni na svém definiénim oboru omezené?

Priklad 9.26. Najdéte vSechna maximalni FeSeni diferencialni rovnice

/ _
VT = 502 1y

a pTresné popiste jejich definiéni obory. Spoc¢téte maximalni FeSeni, prochézejici bodem [xq, yo], kde
ro=1, yo = %\/logZ a popiste jeho defini¢ni obory.
9.5. Obyc¢ejné diferencialni rovnice vyssiho radu.

Priklad 9.27. U nasledujicich diferencialnich rovnic naleznéte fundamentalni systém FeSeni a
uhodnéte alespon jedno partikularni feSeni.

y" =5y +4y =&
y/// _ y// _|_y/ — y=sina;
y//—y=6I(1’2+1).
Ndvod: Partikularni feseni hledejte po fadé ve tvaru y = ae3®, y = asin(x) + beos(z) a y =
ae®x? + be®x + ce®, dosad'te do rovnice a dopoéitejte realné koeficienty a, b, c.

Priklad 9.28. U nasledujicich diferencialnich rovnic naleznéte realny fundamentalni systém reseni
a uhodnéte partikularni feSeni.

y' 4+ 4y = cos(nzx); " —y=2>—1.

Ndvod: Partikularni feSeni hledejte ve tvaru y = asin(nz) + bcos(nx), respektive ve tvaru
y = ax® + bx? 4 cx + d, dosad'te do rovnice a dopodéitejte realné koeficienty a, b, ¢, d.

Piiklad 9.29. Zrekonstruujte nehomogenni linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koefici-
enty, jestlize vite, Ze jeji fundamentélni systém reSeni je

[e”, ze"]; [z,2°].
Priiklad 9.30. Metodou snizovani fadu vyfreSte rovnici

" 1

Ndvod: Polozte z = v/'.

Piiklad 9.31. Naleznéte realny fundamentélni systém reSeni néasledujicich linearnich homogen-
nich diferencialnich rovnic:

y Wy = 3y" 5y — 2 =0;
y@ +2y" 4" = 0;

v+ 4y + 13y = 0;

y' +y —2y=0.

"



9.6. Obyc¢ejné diferencialni rovnice vyssiho radu.

Priklad 9.32.

Priklad 9.33.

Priklad 9.34.

Priklad 9.35.

Priklad 9.36.

Priklad 9.37.

9.7. Systémy

Priklad 9.38.

cidlnich rovnic

Priklad 9.39.

cialnich rovnic

Priklad 9.40.

cialnich rovnic

Priklad 9.41.

cialnich rovnic

Priklad 9.42.

cialnich rovnic

Naleznéte vSechna maximaélni feSeni diferencialni rovnice
y @M — 3y + 2y = 2° + sinz.

Naleznéte vSechna maximaélni feSeni diferencialni rovnice
y" +3y" + 3y +y=axsinx.

Naleznéte vSechna maximaéalni feSeni diferencialni rovnice

y' 44y + 4y = 227 4+ 5sin .
Naleznéte vSechna maximaéalni feSeni diferencialni rovnice
y" — 5y’ + 6y = sin(e™").

Naleznéte vSechna maximalni FeSeni diferencialni rovnice

x

Va—z2

Naleznéte vSechna maximalni feSeni diferencidlni rovnice

y' =2 +y=

y @M 4+ 20" + 2 =sinz.
obycejnych diferencialnich linearnich rovnic 1. fadu.
Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné t € R. Reste systém diferen-
=2 —y—2z
y =2z —y—22
2 =2z—x+y.
Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné t € R. Reste systém diferen-
2 =3z -2y —z
y =3z —4y — 3z
2 =2 — 4y.
Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné t € R. Reste systém diferen-
=22 +22—y
y =x+ 2z

d=y—z— 2z
Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné t € R. Reste systém diferen-
¥=x—-2y—=2

Y =y—x+z

2=z —y.
Necht x,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢t € R. Reste systém diferen-
' =4z + 5y — 2z

Yy =21 —-2y+=z

Z=—z—y+2z



Piiklad 9.43. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferen-
cialnich rovnic

¥=z—-y+=z
Yy =r+y—=z
2 =22—y.

Priklad 9.44. Necht x,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferen-
cialnich rovnic

¥ =2x+y
y =2y +4z
Z=xz— 2

9.8. Systémy obycejnych diferencialnich linearnich rovnic 1. fadu.
Priklad 9.45. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢t € R. Naleznéte maximalni
feSeni soustavy diferencidlnich rovnic
' =2x—2y+z+eé
Y =—-1+2y—=z
2= -2+ 3y — 2,
spliwujici pocateéni podminku z(0) = 1, y(0) = 0, 2(0) = 0.
Priklad 9.46. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢t € R. Naleznéte maximalni
feSeni soustavy diferencialnich rovnic
' =x+z
Y =—z+2y+z
2 = —x+ 3z,
spliwjici po¢ate¢ni podminku z(0) = 1, y(0) = 1, 2(0) = 0.
Priklad 9.47. Necht x a y jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Naleznéte vSechna
maximalni FeSeni soustavy diferencialnich rovnic
¥ =x4+2y+e
y =2+y+e,
spliwjici poc¢ateéni podminku z(0) = 0, y(0) = 0.

Piiklad 9.48. Necht z a y jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Uvazujte soustavu

diferencialnich rovnic ,
r=x—=z

Yy =2r+y—22
7 =2r+y— 2z
(i) Naleznéte vSechna maximéalni feSeni uvedené soustavy, spliiujici poc¢ateéni podminku z(0) = 1,
y(0) =1, 2(0) = 1.
(ii) Uréete mnozinu viech [zg,yo,20] € R3, pro kterd je maximélni Fefeni uvedené soustavy
(x,y, z) vyhovujici podmince y(0) = [0, yo, 20] konstantni.



