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1. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE
Priklad 1.1. U nésledujicich diferencialnich rovnic naleznéte fundamentalni systém feSeni a uhodnéte
alespon jedno partikularni feSeni.
y// _ 5y/ T 4y — 631;
y/// _ y// _|_y/ —y=sing;
y”—y:e”(x2+1).
Ndvod: Partikularni fegeni hledejte po fadé ve tvaru y = ae3®, y = asin(z) + beos(z) a y = ae®x? +
be®x + ce®, dosadte do rovnice a dopocitejte realné koeficienty a, b, c.
Priklad 1.2. U néasledujicich diferenciélnich rovnic naleznéte realny fundamentalni systém feSeni a uhod-
néte partikularni reSeni.
y' +4y = cos(nz); Yy —y=a>—1.
Ndvod: Partikularni fegeni hledejte ve tvaru y = asin(nz) + bcos(nz), respektive ve tvaru y = ax® +
ba? 4 cx + d, dosad'te do rovnice a dopoéitejte realné koeficienty a, b, c, d.
Priiklad 1.3. Zrekonstruujte nehomogenni linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty, jestlize
vite, Ze jeji fundamentalni systém feSeni je
[e7, ze™]; [:c, xz] .
Priklad 1.4. Metodou snizovani fadu vyfeste rovnici

- ﬁ y(0) =0, y'(0) =y"(0) = L.

"

Ndvod: Polozte z = v/'.

Priklad 1.5. Naleznéte realny fundamentalni systém FeSeni néasledujicich linearnich homogennich dife-

rencialnich rovnic:
y(4) + y/// o 3y// _ 53// — 2y = 0;

y @ 2y +y" =05
y" +4y' + 13y = 0;
y' +y —2y=0.
Priklad 1.6. Naleznéte v8echna maximélni feSeni diferencialni rovnice

y W — 3y + 2y = 2® + sinx.
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Priklad 1.7. Naleznéte vSechna maximalni FeSeni diferencialni rovnice

y" +3y" + 3y +y==xsinx.

Priklad 1.8. Naleznéte vSechna maximalni FeSeni diferencialni rovnice

y' 44y + 4y = %" + 5sin .

Priklad 1.9. Naleznéte vSechna maximalni FeSeni diferencialni rovnice

Priklad 1.10.

Priklad 1.11.

Priiklad 1.12.

rovnic
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Priklad 1.16.
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Priklad 1.17.
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Priiklad 1.18.

rovnic

y" — 5y’ + 6y = sin(e™ ™).

Naleznéte vSechna maximalni FeSeni diferencidlni rovnice
X

VA= 22

Naleznéte vSechna maximalni feSeni diferencialni rovnice

y' =2 +y=

y W 2y + 2" = sinz.
Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné t € R. Reste
=2 —y—2z
Yy =22 —y—2z
=22 —x+uy.
Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢t € R. Reste
2 =3z -2y —=z
y =3xr—4y — 3z
2 =2z — 4y.
Necht z,v, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste
' =20+2z—y
Y =x+2z
d=y—z— 2z
Necht z,v, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste
¥=x-2y—2
y=y—x+=z
Z=x—u.
Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢t € R. Reste
2’ =4z + 5y — 22
Yy =21 —2y+=z
Z=—r—y+2z

Necht z,v, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste

¥=x—-y+z
y=a+y-—=z
2 =2z—y.

Necht z,v, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste

¥ =2x+y
y =2y + 4z

2=z — 2z

systém diferencialnich

systém diferencidlnich

systém diferencialnich

systém diferencialnich

systém diferencidlnich

systém diferencialnich

systém diferencialnich



Priiklad 1.19. Necht x,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Naleznéte maximalni feSeni
soustavy diferencialnich rovnic
¥ =20 —2y+z+¢

Yy =—2+2y—2
2 =2z + 3y — z,
splitujici pocatecéni podminku z(0) = 1, y(0) = 0, z(0) = 0.

Piiklad 1.20. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Naleznéte maximéalni feSeni
soustavy diferencialnich rovnic

splitujici pocateéni podminku z(0) = 1, y(0) = 1, 2(0) = 0.

Priklad 1.21. Necht z a y jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Naleznéte vSechna maximalni
FeSeni soustavy diferencialnich rovnic
¥ =x4+2y+e

y' =2z +y+e,
splitujici pocatecni podminku z(0) = 0, y(0) = 0.

Priklad 1.22. Necht z a y jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Uvazujte soustavu diferencial-

nich rovnic ,
r=x—-z

y =2x+y—2z
2 =2x+y— 22
(i) Naleznéte vSechna maximalni FeSeni uvedené soustavy, spliwjici po¢ate¢ni podminku z(0) = 1, y(0) =
1, 2(0) = 1.
(ii) Uréete mnozinu viech [x¢,yo, 20] € R?, pro ktera je maximalni feSeni uvedené soustavy (z,y, 2)
vyhovujici podmince y(0) = [xq, Yo, 20] konstantni.

2. METRICKE PROSTORY III

Priklad 2.1. Uvazujme prostor spojitych funkei na intervalu [a, b] s nasledujici metrikou

b
ot (frg) = / (@) — g(a)) da.

Ukazte, Ze tento metricky prostor je prvni kategorie a neni uplny a zZe jeho jednotkova koule je ridka.

Piiklad 2.2. Naleznéte metricky prostor (P, g) a posloupnost neprazdnych uzavienych mnozin {F, }22 ;
takovou, Ze F,, 41 C F, pro kazdé n e Na (>, F,, = 0.

Priiklad 2.3. Necht a,b € R, a < b. UkaZte, Ze mnoZina
{f eC(a,b)): Iz € (a,b): f'(z) € R}
je 1. kategorie v prostoru C([a, b]).
Priklad 2.4. Ukazte, ze prostor ¢5 je separabilni a jeho jednotkové koule neni totélné omezena.

Priklad 2.5. UkaZte, Ze metricky prostor (P, o) je totalné omezeny pravé tehdy, kdyz z kazdé posloupnosti
prvka P lze vybrat cauchyovskou podposloupnost.

Priklad 2.6. Je sjednoceni dvou souvislych mnozin souvisld mnozina?

Priklad 2.7. Je prunik dvou souvislych mnoZin souvisld mnoZzina?

Priklad 2.8. Je vzor souvislé mnoziny pii spojitém zobrazeni souvisla mnozina?
Piiklad 2.9. Je mnoZina {z € C: |z| = 1} souvisla?

Priklad 2.10. Necht P je souvisly metricky prostor, ktery obsahuje vice nez jeden bod. Dokazte, ze P
je nespocetny.

Piiklad 2.11. Ukazte, Ze kazdy normovany linearni prostor je souvisly.



Priklad 2.12. Necht P =R a

|~

je-lix #£ 0,y = 0;
je-lix =0,y # 0;

je-li x = y;

jelix #0,y # 0,z #y.

=

o(z,y) =

C=

8

5]~
+
s~

Urcete, zda
(i) (P, o) je metricky prostor;
(ii) (P, o) je plny;
(iii) (P, o) je kompaktni.
Urcete diam P. Najdéte vSechny oteviené mnoziny a vSechny kompaktni mnoziny prostoru (P, ).

Piiklad 2.13. Necht P =N a g(m,n) = % - %‘ Urcete, zda

(i) (P, o) je metricky prostor;

(ii) (P, o) je tplny;

(iii) (P, o) je kompaktni.

Urcete diam P. Najdéte vSechny oteviené mnoZiny a viechny kompaktni mnoziny prostoru (P, g). Jsou
jednobodové mnoziny oteviené?

Priklad 2.14. Necht P =N a g(m,n) = |+ — 1|. Definujeme zobrazeni

m
T:n—n+1.
Zobrazeni T zfejmé nema pevny bod. Lze odtud usoudit, Ze T neni kontrakce na P? Jestlize ne, dokazte
to néjak jinak.
Priklad 2.15. Necht P =N\ {1} a go(m,n) = | X — 1|. Definujeme zobrazeni
T:n—n?
Zobrazeni T ziejmé nema pevny bod. Dokazte, Ze piesto je T kontrakce na P. Jak je to moZzné?

Priklad 2.16. V prostoru C([0,1]) se supremovou metrikou definujeme pro dvé dané funkce g,h €
C(]0,1]) dsecku:
f:00.1] = c(0,1]), f(a) =g+alh—g).
Dokazte, ze: (a) tsecka je kiivka;
(b) f je stejnomérné spojita na [0, 1];
(c¢) C([0,1]) je kiivkové souvisly prostor.
Vsimnéte se, Ze sta¢i dokazat jen jedno z tvrzeni (i)—(iii). Které?

Priklad 2.17. Zkoumejte, jaké vlastnosti musime vyzadovat od metrického prostoru, aby v ném bylo
mozno n&jakym rozumnym zpusobem zadefinovat tsecku a aby platila analogie tvrzeni z predchéazejiciho
prikladu. Pro jakou t¥idu metrickych prostora takto automaticky zajistime kiivkovou souvislost?

Priklad 2.18. Ukazte na prikladu, ze uzavér kiivkové souvislé mnoziny nemusi byt kfivkové souvisla
mnozina.

Navod: Graf funkce f(z) =sin (1), z € (0,1).
Piiklad 2.19. Ukazte piiklad mnozin A, B takovych, ze A C B C A, A je kiivkové souvisla mnozina, B
neni kiivkové souvisl4 mnozina.

Navod: V R? vezméte viechny tsecky délky 1 vychéazejici z po¢atku a majici smérnice %, n € N. To
je mnozina A. MnoZinu B vytvoite tak, ze k A pridate jesté tsecku {[z,y] € R%; z € [3,1],y = 0}. Je A
kiivkové souvisla? Co je A? Plati A C B C A? Je B kiivkové souvisla?

3. KRIVKOVY A PLOSNY INTEGRAL
3.1. Area formule a integrace skalarnich funkeci.
Piiklad 3.1. Necht a,b € R™. Spoététe H!-miru tsecky spojujici body a, b.
Vysledek: ||a — b||
Priklad 3.2. Spoé¢téte H!-miru mnoziny M = {[3t, 3t2,2t3]; t € [0, 1]}.
Vijsledek: 5



Piiklad 3.3. Spoc¢téte Hl-miru mnoziny (graf kardioidy)

M:{[m,y]ERQ;mZ—FyQ:(I—&— = )2}

Vysledek: 8
Piiklad 3.4. Spoététe obsah sféry v R? o poloméru r > 0.
Vijsledek: 4mr?

Piiklad 3.5. Necht k,n € N,k < n. Ukazte, Ze vektory u',...,u* € R™ jsou linearné nezavislé pravé
tehdy, kdyz vol[u®, ..., u*] # 0.

Priklad 3.6. Spoctéte obsah ¢asti povrchu rota¢niho hyperboloidu
M = {[IE,y,Z] € RS; = xy,o:z +y2 < 1}
Vijsledek: 2 (V8 — 1)
Priklad 3.7. Spoctéte
[+ pan,

kde ¢ je obvod trojtahelnika s vrcholy [0, 0], [O,cl], [1,0].
Visledek: 1 + V2
Priklad 3.8. Spoctéte
/y2 dH',
kde ¢ je oblouk cykloidy = = a(t —sint),y = a(lcf cost),t € [0,27],a > 0.
Vijsledek: %aﬁ
Priklad 3.9. Spoctéte

[V
kde ¢ je kruZnice se stfedem v bodé [%, 0] a pcoloméru %
Vijsledek: 2
Priklad 3.10. Spoctéte
/(:v2 +y° 4 2%) dH’,

C
kde ¢ je oblouk Sroubovice, zadany parametricky © = acost, y = asint, z = bt, t € [0, 27].

Vijsledek: (2ma® + 3 (2)3b%)va? + b2
Priklad 3.11. Necht f: [a,b] — (0,00), f € C'([a,b]) a
M = {[z,y,2] € R% Vi + 2% = f(x)}.
Dokazte, Ze
Ry OV o
a
Priklad 3.12. Spoctéte délku kiivky

¢={[r,¢] € R* r = asin® (g) , ¢ €[0,37]},

kde a > 0.
Vysledek: %wa

Piiklad 3.13. Spoctéte délku kiivky v R?, zadané piedpisem

oz @, 0=
y=aarcsin =, z= —log
a’ 4 a+z

od bodu [0, 0, 0] do bodu [z, yo, 0], kde a > 0.
Vysledek: |zo| + |z0]



Priklad 3.14. Urcete, ktera kiivka ma vétsi délku, zda kruZznice o poloméru a nebo elipsa s poloosami
5, 2a, kde a > 0.

Vysledek: elipsa
Priklad 3.15. Spoctéte
/evw”f dH',

kde ¢ je kiivka v R? sloZena ze tif oblouki, zadanych v polarnich soufadnicich pomoci nasledujicich
parametrizaci:

=0, rel0,aq,

s
= 07
r=a, p€| ,4],
o =7 reloal

kde a > 0.
Vijsledek: T4 + 2(e* — 1)
Priklad 3.16. Spoctéte
/(:c% +y%> dm',

kde c je obvod astroidy zadany predpisem ‘

c={[z,y] € R% 28 +ys = a%}
pro né&jaké a > 0.
Vijsledek: 4a’s

Priklad 3.17. TéZiste dratu tvaru kiivky ¢ v R? s linedrni hustotou f(x,y) ma souradnice T = [z, yol,
kde

1 1
o = M/xf(may)dﬂla Yo = M/yf(xay)d}[lv

zadané parametricky

x =a(t —sint), y = a(l —cost), t€0,7],
kde a > 0.
Vysledek: T = [%‘1, %‘1}

Priklad 3.18. Spoctéte

/ Iyl

kde ¢ je Bernoulliova lemniskata, zadanéa rovnici
(x2 +y2)2 — a2 (x2 _ y2)
pro néjaké a > 0.
Vijsledek: 2a%(2 — \/2)
Piiklad 3.19. Spoctéte obsah 2-plochy M v R3, zadané predpisem
M ={[z,y,2] € R z =ax + by, 2*> +y*> <1}, a,b>0.
Vijsledek: 71+ a2 + b2
Priklad 3.20. Spoctéte obsah stény nadoby tvaru rotaéniho paraboloidu
M ={[z,y,2] eR?; 2z = % (sc2—|—y2), 2?2 < 1)

Vijsledek: %w (Qﬂ — 1)

Priklad 3.21. Spoctéte obsah povrchu anuloidu, jehoZ prifez ma polomér R,, pti¢emz vzdélenost stiedu
prufezové kruznice od jeho osy je Ri, R1 > Rs.

Vijsledek: 4w R1 Ro



Priklad 3.22. Spoctéte

/zd%“,

M
kde M je helikoid, zadany parametrizaci

M = {[tcoss, tsins,s] € R* t € [0,a],s € [0,27]}.

Visledek: m* (av/1 + a? + log (a + V1 + a?))

M = {[z,y,2] € R} 2® +y* =2z, 0 < 2 < 2}.

Viysledek: T = [O,O7 5500\/‘/55:20}

Priklad 3.24. Podle Pascalova zakona je hydrostaticka sfla ptisobici v daném bodé povrchu télesa dana
vyrazem

F, = gg/imicm?, i=1,2,3,
M

(v souladu s Archimédovym zakonem) hydrostaticka sila, kterd ptsobi na stény nadoby tvaru rota¢niho
paraboloidu
M= {[z,y,2] eR* 2® +y> =2, 0< 2 < 1},
je rovna
mog

F(0,0,——).
(7’ 2)

3.2. Plochy a orientace.
Priklad 3.25. Dokazte, 7e {0} x (0,1)? je 2-plocha v R3.
Piiklad 3.26. Dokazte, ze {x € R™; ||z|| = 1} je (n — 1)-plocha v R™.

Priklad 3.27. Necht n,k € N, k < n, H C R" je oteviena, F': H — R"* F € C}(H) a rank F'(x) =
n — k pro kazdé x € H. Dokaizte, Ze je-li M = {x € R™; F(z) = 0} neprazdna, potom je M k-plocha v
R™.

Priklad 3.28. Necht n,k € N, k <n, a M C R" je kompaktni k-plocha. Dokazte, ze 0 < H¥ (M) < oo.
Priklad 3.29. Necht n € N, n > 2. Dokazte, ze v R" plati A" (B(0,1)) = nH" ' (H(B(0,1))).
3.3. Integrace vektorovych funkeci.

Priklad 3.30. Spoctéte kiivkovy integral

/ (% = 2zy) dx + (y° — 2ay) dy,

kde ¢ je ¢ast oblouku paraboly y = 22 s po¢ateénim bodem [—1,1] a koncovym bodem [1, 1].
Vysledek: f%
Priklad 3.31. Spoctéte kiivkovy integral

/(x+y)dx—(fc—y)dy
c (22 +y?)

kde ¢ je kladné orientovana kruznice o poloméru a se stfedem v pocatku.

)

Viysledek: —2m



Priklad 3.32. Spoctéte kiivkovy integral
/(2a —y,x)- de,
c

x =a(t—sint), y=a(l—cost), tel0,2r],

kde ¢ je cykloida zadané parametricky

jejiz orientace je dana touto paramaterizaci, a kde a > 0.
Vijsledek: —2ma?®
Priiklad 3.33. Spoctéte kiivkovy integrél
—y?dx + 2% dy
/c x3 + y%

b

kde ¢ je ¢ast oblouku asteroidy zadané rovnici

W

who
@l

T3 +y3 =a
pro né&jaké a > 0, z bodu [0, a] do bodu [a, 0].
Vijsledek: -13—67ra%
Priklad 3.34. Spoctéte kiivkovy integral
/yzd:ch:Ezderxydz,

kde c je jeden zavit Sroubovice zadané parametricky
b
o(t) = (a cost,asint, t) , telo,2n],
27
jejiz orientace je dana touto paramaterizaci a kde a,b > 0.

Vijsledek: 0
Priklad 3.35. Spoctéte kiivkovy integral

/ydm+zdy+xdz,

C

kde c je pruse¢nice ploch zadanych rovnicemi
z=xy, z>+y®=1,

jejiz orientace je dana kladnou orientaci prumétu této kfivky do roviny zy.

Viysledek: —m

Piiklad 3.36. Spoctéte praci silového pole F(z,y,2) = (z,y,2z — y) po obvodu kiivky
{[t?,2t,4t%]; t € [0,1]},

jejiz orientace je dana touto paramaterizaci.

Vijsledek: %

Piiklad 3.37. Spoctéte praci silového pole, které piisobi v kazdém bodé [z, vy, 2], [x,y] # [0,0] (mimo
osu 2) silou nepfimo tmérnou druhé mocniné vzdalenosti od osy z a mifi kolmo k ose z. UrCete, jaka
prace se vykona pii pohybu hmotného bodu po ¢tvrtkruznici

c={[cost, 1,sint]; t € [0, 5]}
Vysledek: k (1 - @), kde k je konstanta tmeérnosti.

Priklad 3.38. Kapalina proudi rychlosti V(z,y) = (x,2y). Uréete mnozstvi kapaliny, ktera protece za

jednotku ¢asu elipsou, zadanou rovnici
x2 1
1 .

2
Y
* 9

Vijsledek: 18w



Piiklad 3.39. Pomoci Greenovy véty vypocitejte kiivkovy integral

/xy2 dy — 2%y dx,

c

kde c je kladné orientovana kruznice z2 + 3% = a2, a > 0.
. 4
Vijsledek: ™5~

Priiklad 3.40. Pomoci Greenovy véty spoctéte kiivkovy integral
/(x+y)dx— (x —y)dy,

kde c je elipsa {[%, y] € R?; fl—z + %—z = 1} orientované v kladném smyslu.
Vysledek: —2mab
Priklad 3.41. Pomoci Greenovy véty spoctéte kiivkovy integral

/ew(l —cosy)dx — e*(y — siny) dy,

[

kde ¢ je kladné orientovana hranice mnoziny
Q:{[x,y]€R2:0<x<7r,0<y<sinm}.

Vijsledek: —%(e™ — 1)

Piiklad 3.42. Pomoci Greenovy véty vypoditejte kiivkovy integral

/(—y3 +logz)dx + (z° + ) dy,

C

kde ¢ je kladné orientovana hranice mnoziny
Q:{[m,y]e]&z; 1< a2? +y* < 16, O<x<y<\f3x}.

Vysledek: 613—;
Priklad 3.43. Spoctéte tok vektorového pole F(z,y, z) = (vz, zy, z) hranici mnoZiny
Q={r,y,2] eR*: 2> + > <1, 0< z < 1}.
Vijsledek: ‘%’T
Priklad 3.44. (Steinerova hypocykloida) Uvazujme kiivku
p(t) = [2cost + cos 2t,2sint —sin 2t], ¢ € [0, 27].

Dokazte, Ze se jedna o jednoduchou uzavienou po ¢astech regularni kiivku a spoctéte obsah mmnoziny
ohrani¢ené touto kifivkou.

Viysledek: 2w
Priklad 3.45. Spoctéte integral

/ zdzx dy,
M
kde M je kladné orientovana plocha sféry
M= {[z,y,2] € R} 2? + ¢ + 2% = 1}.
Vijsledek: %ﬂ'
Priiklad 3.46. Spoctéte integral

/ (y—2)dydz + (z — z)dzdzx + (x — y) dz dy,
M
kde M je kuzelova plocha

M = {[z,y,2] € R? 2® +y* = 22, 2 € [0,h]}.
s vnéjsi orientact.

Vijsledek: 0



Priklad 3.47. Spoctéte integral
2 2 2
/ x*dydz +y° dzdx + 2 dz dy,

M

kde M je vnéjsi povrch sféry
M ={[z,y,2] €eR% (x —a)® + (y — b)* + (2 — ¢)* = R?, a,b,¢, R > 0}.

Vijsledek: w
Priiklad 3.48. Spoctéte integral

/ rdydz +ydzdr + zdzx dy,

M
kde M je vné&jsi povrch sféry
M = {[z,y,2] € R 2% +y* + 2% = a®, a > 0}.

Vijsledek: @

Priklad 3.49. Spoctéte integral

/ dydz dzdxr drdy

+ + )
M X Y z
kde M je vnéjsi povrch elipsoidu

3 z? y2 22
M ={[z,y,z] € R% 5+ 5+ 5 =1, a,b,c> 0}

Vijsledek: 4w (% + %+ %b)
Priklad 3.50. Spoctéte integrél

/ rxzdydz + xydzdr + yz dx dy,
M

kde M je vnitiné orientovany povrch jehlanu ohrani¢eného rovinami x =0,y =0,z =0azxz+y+ 2z = 1.
Vysledek: 7%
Priklad 3.51. Spoctéte tok vektorového pole F(x,y, z) = (x,y, z) ven z valce
P={[z,y,2] e R® 2? +y*> <a? z€[-h,h]}, a,h>0.
Vijsledek: 6mha?

Priklad 3.52. Spoététe tok vektorového pole F(w,y,z) = (yz, —xz, 2% + y?) nahoru plochou zadanou
parametricky

O(r,t) = (e" cost, e sint,r).
. L ow(et—1)
Vysledek: ———=

Priklad 3.53. Uzitim Stokesovy véty vypoctéte
/(y+2)dx+(Z+x)dy+(:r+y)dz,

kde
¢ ={[asin’®t,2asintcost,acos’t], t € [0,7]}, a >0,

a ¢ je orientovana ve sméru ristu parametru ¢.

Vysledek: O

Priklad 3.54. Spoctéte tok vektorového pole F(x,y,2) = [y — 2,z — x,x — y] kuZelovou plochou
M = {[z,y,2] € R*; 2® +y* = 2,z € [0, h]},

ktera je orientovana vnéjsi normalou.

Vijsledek: 0



Priklad 3.55. Uzitim Stokesovy véty vypocCtéte integral

/ydm+zdy+xdz,

¢
kde kruznice

c={[z,y,2] eR* 2?2+ + 22 =a* x +y+2=0}
je orientovana proti sméru hodinovych ruc¢i¢ek pii pohledu z kladné ¢asti osy x.
Vysledek: —ra?y/3
Priklad 3.56. Uzitim Stokesovy véty vypocCtéte integral
/(y2 + 22) dx + (22 + 2 dy + (2 + y?) dz,

C

kde
c={[z,y,2] €ER® 2?2 +9? + 22 = 2Rz, 2* +y? =2rz, 0<7 < R, 2> 0},

a kterou orientujeme tak, Ze mensi ¢ast sférické plochy {[z,vy, 2] € R3; 2% + y? + 22 = 2Rz}, kterou tato
kiivka vymezuje, zlistava ,,po levé ruce stojime-li na vnéjsi strané sféry“.

Vijsledek: 27 Rr?
Piiklad 3.57. Spoctéte tok vektorového pole F(x,vy, z) = (z,0,2?) ve sméru osy z parabolickou plochou
M ={lz,y,2] e R% 2? +y* = z,x,y € [-1,1]}.
- . 4r
Vysledek: =
Priklad 3.58. Uzitim Stokesovy véty vypoctéte

/(yfz>d:c+<zfx>dy+(x—y)dz,

kde 1-plocha
E =
h

je orientované proti sméru hodinovych ruci¢ek pii pohledu z kladné ¢asti osy x.

c={lz,y,2] €R%: &’ 42 =a® 2+ 2 =1}, a>0,h>0,
a
Vysledek: —2mra(a + h)

Priklad 3.59. Uzitim Stokesovy véty vypocCtéte integral
/y2z2 dx + 2222 dy + 2%y dz,
(&

kde 1-plocha
c = {[acost,acos2t,acos3t] € R t € [0,2n]}

je orientovana ve sméru rustu parametru t.

Vijsledek: O

4. CISELNE RADY 11

Priklad 4.1. VySetfete konvergenci fad

[e%S) ) 0o . 9] 2
S n sinn 1 1 1 n
;(—1) o T; - (1—%2—&—-..—|—n>7 glogzncos(ﬁn+l>7
o0 Y ee} : 1
sin =~ sin (n + E)

. nno > 07 N1 N
; n® 4 sin 2F “ nZ::Q log(logn)
i sin(na) sin(na) i sin(na) cos(n?a) i sin(na) cos(n?a) cR

_— _— ————— .
n=1 n , n=1 n 7 n=1 n ’

Priklad 4.2. Rozhodnéte, pro ktera a € R konverguje absolutné rada

Z s1n(nna) .

n=1



Priklad 4.3. Dokazte, ze pro vSechna a € R a n € N plati

Z singgak) < 2VF,

k=1

Priklad 4.4. DokaZzte nésledujici Kroneckerovo lemma: Necht > 7 | a, je konvergentni ¥ada a necht
{bn} je rostouci posloupnost spliwujici lim, o b, = 0o. Potom

ooak 1 n
— =0 — a arbr, = o (by,) .
S5 (b) > st = ot

Priiklad 4.5. Utvoite Cauchytv sou¢in danych fad a spocitejte jeho soudet:

2n 1
(1) ZOH a Zanp
() S0 a Yo
(i) > (n+Da" a Y (=1)"(n+1a"

Priklad 4.6. Zkoumejte konvergenci (a eventuélni soucet) nasledujicich zobecnénych fad:

(i) S aiyk fzllyl <1

(3,k)e(NU{0})?

1
(N Y E——
(n K o0} nlkl(n +k+1)

1
TRy —
(n,k)eNxN nk(n + k + 2)
nlk!

'7
(K e} (n+k+2)

1
(v) Z RPYNCE o, B >0,

(n,k)ENXN
1
I D S
(n,k)ENXN (n+ k)
(vii) > o™zl <L
(n,k)ENXN
Vysledky. e Piiklad 4.1: (i), (ii), (iii) konverguji, (iv) konverguje pro a > % a diverguje pro

0 < a < i, (v) konverguje, (vi), (vii) a (viii) konverguji pro kazdé a € R.

e Piiklad 4.2: Rada konverguje absolutné pravé tehdy, pokud a = km, k € Z, pro ostatni a € R
konverguje neabsolutné.

o Piiklad 4.5: (i) €3, (i) —$ log2, (iii) F=tay2-

Priklad 4.7. Dokazte nasledujici Kummerovo kritérium konvergence Fad. Necht Y7 | a, je Fada reél-
nych ¢isel s nezapornymi ¢leny. Necht D,, je posloupnost kladnych realnych ¢isel. Ozna¢me

a
Pn = Dy - Dyy.
Ap+1
Potom
(i) jestlize liminf p, > 0, pak fada Y. | a, konverguje;

(ii) jestlize limsupp, < 0 a navic fada Y -, D%z diverguje, pak fada Y -, a, diverguje.

Priklad 4.8. DokaZzte pomoci Kummerova kritéria nasledujici Raabeovo kritérium konvergence fad. Necht
5722 | an je fada redlnych &isel s nezapornymi ¢leny. Potom

n=1
An

An 41

(i) jestlize liminf n ( - 1) > 1, pak fada Y | a, konverguje;

(ii) jestlize limsupn ( Gn_ 1) < 1, pak fada Y_°7, a, diverguje.

Ap 1 n=1



Priklad 4.9. Dokazte pomoci Kummerova kritéria nasledujici Gaussovo kritérium konvergence tad.

Necht Zzozl an je fada realnych &isel s nezapornymi ¢leny. Necht existuje omezena posloupnost realnych

¢isel b, a konstanta k € R tak, ze plati

)
Uni1 n n
Potom
(i) jestlize k > 1, pak fada >~ a, konverguje;

(ii) jestlize k < 1, pak fada ) . | a, diverguje.
5. FUNKCE S OMEZENOU VARIACI A ABSOLUTNE SPOJITE FUNKCE
Priklad 5.1. Dokazte, ze funkce
{x2 cos(%) pro x € (0,1],
0 pro x =0,
je diferencovatelné, ale nemé omezenou variaci na [0, 1].

Priklad 5.2. Dokazte, Ze ma-li funkce na intervalu [a,b] omezenou derivaci, pak tam méa omezenou
variaci.

Priklad 5.3. Dokazte, Ze funkce
{x2 cos(Z) proz € (0,1],
0 pro z = 0,
méa omezenou variaci na [0, 1].
Priklad 5.4. Necht a € R a 8 > 0. Dokazte, Ze funkce
fz) = {g“ cos(75) I;Z i i(ot?, 1],
mé omezenou variaci na [0, 1] pravé tehdy, kdyz a > 3.

Pi¥iklad 5.5. Dokazte, Zze kazda funkce s omezenou variaci na intervalu [a,b] je na tomto intervalu
omezena.

Piiklad 5.6. Dokazte, Ze prostor funkef s omezenou variaci na intervalu [a, b] tvoii algebru vzhledem k
nasobeni.

Piiklad 5.7. Rozhodnéte, zda prostor funkei s omezenou variaci na intervalu [a, b] tvoii algebru vzhledem
ke skladéani.

Piiklad 5.8. Dokazte, 7e je-li f lipschitzovska a g ma omezenou variaci na intervalu [a, b], pak f o g ma
omezenou variaci na [a, b].

Piiklad 5.9. Dokazte, Ze je-li f spojita a | f| ma omezenou variaci na intervalu [a, b], pak i f mé& omezenou
variaci na [a, b]. DokaZzte, Ze pfedpoklad spojitosti nelze odstranit.

Priklad 5.10. Rozhodnéte, zda prostor funkci s omezenou variaci na intervalu [a, b] tvori svaz.
Priklad 5.11. (i) Dokazte, Ze funkce
_1 1
)= ey Pro@ € 0l
0 pro z = 0,

mé omezenou variaci na [0, %}, ale neni a-Holderovska pro zadné o > 0.

(ii) Necht
— 1
Ty = ———, neN, n>2
;;1 klog” k

Necht funkce f je definovana pfedpisem

f(0) = flwn) =0, f (In*znﬂ) 1

=—,neN, n>2
2 n

a f je linedrni na intervalech [x,1, m"Jr;"“] a [z"’+§"+1,xn]. DokaiZte, Ze f je a-Holderovska pro kazdé

a € (0,1), ale nema na intervalu [0, 23] omezenou variaci.




Piiklad 5.12. Necht R je Riemannova funkce. Rozhodnéte, pro kterd o > 0 mé funkce R* omezenou
variaci na [0, 1].

Priiklad 5.13. Necht funkce f je definovana predpisem
x%sin(<5) pro z € (0,1],
f(J?) — ( B ) ( ]
0 pro x = 0.

Dokazte, Ze f je absolutné spojita na [0, 1] pokud 0 < 8 < « a Ze f neni absolutné spojita na [0, 1] pokud
0<a<p.
Priklad 5.14. Polozme
#?[sin(1)| pro z € (0,1],
flz) =
0 pro x =0,
a g(x) = v/z. Dokazte, Ze
funkce f je absolutné spojita na [0, 1],
funkce g je absolutné spojita na [0, 1],
funkce f o g je absolutné spojita na [0, 1],
funkce g o f neni absolutné spojita na [0, 1].

Priklad 5.15. Necht funkce f a g jsou absolutné spojité a g je monotonni na intervalu [a, b]. DokaZte,
Ze potom je funkce f o g absolutné spojita na [a, b].

6. FOURIEROVY RADY
Priiklad 6.1. Rozvinte funkci
f(z) :== arcsincosz, =z € (—m,n],
do Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.
Pomoci této rady sec¢téte Ciselné fady

- 1 - 1
7;)(271—1—1)2’ nz::o(?n—i—l)‘l'
f(z) :==|sin (5)

do Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda rfada konverguje bodové na R, a pokud ano, urCete jeji soucet.
Pomoci této rady seCtéte Ciselné rady

Priklad 6.2. Rozvinte funkci

, T€eR,

= 1 = 1
;4712—1’ 7;::0(477,2—1)2'

Priklad 6.3. Rozvinte funkci

x*, x€[0,m)

fl@) = {x; x € (—m,0] ,

do Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.

Priklad 6.4. Necht «, g € R. Rozvinte funkci
ar, x € (—m,0|,
o) = om0
Bz, x€l0,m)
do Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.
Pomoci této fady sectéte ¢iselné rady
2k—1" (2k —1)%’ (2k — )%
k=1 k=1 k=1
Piiklad 6.5. Necht a € R. Rozviifite funkci
f(z) :==1—sin(azx), =€ (—mmn),

do Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.



Priklad 6.6. Rozviiite funkci
f(z) :=sin(3z) + 4z, x € (—m, ),

do Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.

Pomoci této rady sectéte fadu
oo

Z n+1sm2n

Priklad 6.7. Necht a € Z. Rozviite funkeci
f(z) :==cos(ax), =z € (0,m),

do sinové Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda rfada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji
soucet. Pomoci této fady seCtéte Ciselné fady

2 (—1)FF(2k — = (2k—1)?
\Z) R 2 Z—

i (2k—1 (2k — 1)2)2

Priklad 6.8. Rozvinte funkci

k:l

f(z) :==sin(z), =z € (0,7),
do cosinové Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete
jeji soucet. Pomoci této fady sectéte ¢iselnou fadu

= (-1ym
2 hr 1
Priklad 6.9. Necht funkce f je definovana na intervalu [—m, 7) pfedpisem
f(z) = {x + sin® z, z € (—m,0],
" lr—az+4sin’z, ze€ (0,7),

a je dodefinovana 2m-periodicky na celém R. Spoc¢téte Fourierovu fadu funkce f a urcete soucet této fady
pro kazdé x € R.

Piiklad 6.10. Necht funkce f je definovana na intervalu [—m, ) piedpisem

fz) =

sin z cos? z, x € (—m,0],
2?2 +sinx +cos?z, x € (0,7),

a je dodefinovana 2m-periodicky na celém R. Spoc¢téte Fourierovu fadu funkce f a urcete soucet této fady
pro kazdé =z € R.

Priklad 6.11. Necht funkce f je definovéna na intervalu [—m, 7) pfedpisem
T
F(x) = sin(%)

a je dodefinovana 2m-periodicky na celém R. Spoé¢téte Fourierovu fadu funkce f a urcete soucet této fady
pro kazdé x € R.

Priklad 6.12. Necht funkce f je definoviana na R pfedpisem
f(z) = sign(sin(2z)) + cos® z + sin® 2.
Spoctéte Fourierovu fadu funkce f a uréete soucet jeji Fejérovy fady pro kazdé = € R.

Piiklad 6.13. Necht funkce f je definovana na intervalu [—m, ) piedpisem

0, € [-m-3),
D Lt [ % 0),
O7 x€[§7 )7

a je dodefinovana 2m-periodicky na celém R. Spoc¢téte Fourierovu fadu funkce f a urcete soucet této fady
pro kazdé x € R.



