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PREDNASKA

LUBOS PICK

1. LOGIKA, MNOZINY A ZAKLADNI CISELNE OBORY

1.1. Logika. Logika je véda o formalni spravnosti mysleni. Formélné logicka spravnost spociva ve
spravnosti vyvozeni zavéru z predpokladi.

Vyrokem nazveme jakékoli tvrzeni, o némz ma smysl Fici, Ze plati (je pravdivé), nebo Ze neplati
(je nepravdivé).

Priklady. e Dnes neprsi. (Je vyrok. Pravdivost posud'te sami.)
e Beroun je hlavni mésto USA. (Je vyrok, (zatim) nepravdivy.)
Ahoj! (Nenf vyrok.)
Kéz by uZ byl konec hodiny! (Neni vyrok.)
Desetinny rozvoj ¢isla 7w obsahuje nekoneény pocet nul. (Nevi se, zda je to pravda, ale je
to vyrok.)

vvvvvv

Negaci vyroku A rozumime vyrok ,,Neni pravda, Ze plati A.“, pfipadné ,Neplati A.“ Negaci
vyroku A znac¢ime —A.

Konjunkci vyrokia A a B nazveme vyrok ,Plati A a zaroven plati B.“, pfipadné ,Plati A a
plati B.“, |Plati A i B.“ Konjunkci vyroki A a B zna¢ime A A B, nékdy také A& B.

Disjunkci vyroki A a B nazveme vyrok ,Plati A nebo plati B.“ Disjunkci vyroki A a B
zna¢ime AV B.

Implikaci nazyvame vyrok ,Jestlize plati (vyrok) A, potom plati (vyrok) B.“ Takové spojeni
vyroki A a B znac¢ime A = B. Vyroku A fikime pfedpoklad a vyroku B zavér. Misto vyroku
Jestlize plati A, potom plati B.* pouzivame také nasledujici obraty.

e Jestlize plati vyrok A, pak plati vyrok B.
Vyrok A implikuje vyrok B.
Z vyroku A plyne vyrok B.
Predpokladejme, Ze plati vyrok A, potom plati vyrok B.
Necht plati vyrok A. Potom plati vyrok B.
Vyrok A je postacujici podminkou pro platnost vyroku B.
Vyrok B je nutnou podminkou pro platnost vyroku A.

Ekvivalenci vyroki A a B nazyvame vyrok , Vyrok A plati pravé tehdy, kdyz plati vyrok B.“
Ekvivalenci vyroki A a B znafime A < B. Misto ,,Vyrok A plati pravé tehdy, kdyz plati vyrok
B.“ pouzivame také nésledujici obraty.

e Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati vyrok B.
e Vyrok A je ekvivalentni s vyrokem B.
e Vyrok A je nutnou a postacujici podminkou pro platnost vyroku B.

Nésledujici tabulky uvadéji pravdivostni hodnoty vyse definovanych logickych operaci v zavis-
losti na pravdivosti vyroki A a B.

Al-A A B|AANB|AVB|A=B|AsB
0] 1 0 0] 0 0 1 1
1] o0 0 1] o 1 1 0
1 0| 0 1 0 0
11| 1 1 1 1
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Poznamky.

e Logicka spojka mebo u disjunkce neni vyluc¢ujici, tj. disjunkce ziistava v platnosti i kdyz
plati oba vyroky A a B.

e Je-li premisa implikace A nepravdiva, pak implikace plati vzdy bez ohledu na platnost
zavéru B (jinymi slovy, z nepravdivého vyroku plyne jakykoli vyrok).

MnoZinou rozumime kazdé shrnuti urcitych a navzajem rtaznych objektt (které nazyvame
prvky) do jediného celku. Je-li a prvkem mnoziny A, pak piSeme a € A. Pokud a neni prvkem
A, piSeme a ¢ A. Jestlize kazdy prvek mnoZiny A je i prvkem mnoziny B, potom fikdme, Ze A je
podmnozinou B a piSeme A C B. Prazdnou mnozinou nazveme mnozinu, kterd neobsahuje zadny
prvek.

Predikatem v logice rozumime vlastnost, kterou n&jakému predmétu prisuzujeme, nebo mu ji
upirame. Predikatova logika se vénuje studiu predikati a vySetfovani vlastnosti kvantifikace.

Definice. Vyrokovou formou budeme nazyvat vyraz

V(l‘l,.’lfg, ey St',‘m),
z néhoz vznikne vyrok dosazenim prvka xzy € My,zo € Ms,...,x,,, € M, z danych mnoZzin
My,...,My,.
Definice. Necht V(z), € M, je vyrokova forma. Vyrok

Pro vsechna x € M plati V (z).
zapisujeme ve tvaru:
Vee M: V(z).

Symbol V nazyvame obecnym kvantifikdtorem.

Vyrok
Ezistuje x € M, pro které plati V(x).
zapisujeme ve tvaru:
Jr e M: V(x).
Symbol 3 nazyvame existenc¢nim kvantifikatorem.
Poznamka. Kvantifikitory stejného typu lze libovolné pirehazovat, napfiklad
Ve Vy: V(z,y) <= VyVo:V(z,y) < Va,y:V(z,y).

Na druhé strané ale kvantifikatory rizného typu obecné piehazovat nelze, aniz by se zménil smysl
vyroku. Vyrok

JxVy: V(z,y)
sice implikuje vyrok
Yy 3z Vix,y),
ale opa¢na implikace obecné neplati. Napriklad vyrok
Vye NdJzreN:z >y
plati, ale
JyeNVzeN:z >y
nikoli.
Pfiklad. Necht M je mnoZina osob pfitomnych v poslucharné a necht W (z,y) znamena: osoba
x zné prijmeni osoby y. Zkoumejte platnost vyroku
Vee M Jye M: W(
Yye M 3z e M: W(x,
(
(

8

dreMVye M: W
Jye M Vx e M: W(x,
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1.2. Zakladni metody dikazt. V matematice vychazime z nékolika zakladnich tvrzeni, ktera
nedokazujeme. Takova tvrzeni nazyvame axiomy. VSechna dalsi tvrzeni jsou potom odvozovana z
axiomu a tvrzeni jiz dokdzanych. Matematické tvrzeni, které povazujeme za dileZité nebo zajimavé
samo o sobé, vétsinou nazyvame vétou. K oznaceni tvrzeni, které ma pomocny charakter, tj.
potifebujeme jej pouze k dikazu jinych tvrzeni, pouzivame zpravidla slovo lemma. Definice
vymezuji nové pojmy, véty a lemmata hovoii o vlastnostech téchto pojmi a vztazich mezi nimi.
Matematicka teorie je tak tvofena axiomy, definicemi, vétami, lemmaty a dukazy.

Nejcastéji byva matematickd véta formulovana ve tvaru implikace, tj. pokud plati pFedpoklad
A, pak plati zavér B. Dikazem je pak posloupnost spravnych uvah vedoucich od predpokladii véty
k jejimu zavéru. Mezi zakladni typy dikazi patii:
piimy dikaz,
nepiimy duikaz,
dikaz sporem,
dikaz rozborem pripadi,
ditkkaz matematickou indukei.

konec 2. pfednasky (04.10.2018)

Znaceni. Mnozinu vSech pfFirozenych d&isel, tj. mnozinu vSech éisel 1, 2, 3,..., budeme znacit
N, mnozinu v8ech celych ¢isel Z, mnozinu vSech racionalnich ¢&isel, tj. mnozinu ¢isel tvaru %,
kde p € Z a q € N, budeme znacit Q a mnozinu vSech realnych ¢isel R. Iracionalnim ¢islem

rozumime kazdé realné ¢islo, které neni racionalni.
Priklad. DokaZte, Ze pro kazdé a,b € R plati 3(a? + b?) > ab.

Priklad. Necht n € N. Dokazte, Ze potom existuje k € N takové, ze n = 2k, nebo n = 2k — 1,
pri¢emz oba piipady nemohou nastat zaroven. V prvnim piipadé fikame, ze n je sudé, a ve druhém,
ze je liché.

Piiklad. Necht n € N. Dokaite, Ze je-li n? sudé, potom je i n je sudé.
Priklad. Necht n € N. DokaZte, Ze potom je ¢islo n(n + 1) sudé.

Pfiklad (Bernoulliova nerovnost). DokaZte, Ze pro kazdé = € R a kazdé = € R, z > —1, plati
(1+2)" >1+nx.

Cviceni (zobecnéna Bernoulliova nerovnost). DokaZte, Ze pro kazdé x € Rakazdé xz € R,z > -2,
plati (1 4+ 2)™ > 1+ nz.

P1i ditkazu vyroku
Ve € M: V(x)
Casto postupujeme nasledujicim zptsobem. Zvolime x € M pevné, ale libovolné, tj. o = predpokla-
dédme pouze to, ze je prvkem M, a nic dalstho. Postupnymi dedukcemi ukéZzeme platnost vyroku
V(x) pro toto x. Tim je pak diikaz proveden.
P1i ditkazu vyroku
Jre M:V(x)
méme dvé moznosti. Bud pfimo nalezneme néjaké x € M, pro které plati V(x), nebo takové
x € M nenalezneme, ale dokdzeme, ze alespon jedno musi existovat. Tyto postupy nazyvame po
fadé konstruktivnim dikazem a nekonstruktivnim dikazem. Nekonstruktivni dikaz také
nékdy nazyvame existenénim dikazem.

Piiklad. Dokazte, ze existuje = € R takové, ze plati x + 2 = 0.
Piiklad. Dokazte, ze existuje = € R takové, ze plati e* — 2 = .

Piiklad. Dokazte, Ze existuji iracionalni ¢isla a, b takova, ze a® je &slo racionalni.



1.3. MnoZiny a mnoZinové operace.

Definice. Sjednocenim mnoZin A a B nazveme mnoZinu vytvoifenou v8emi prvky, které patii
alesponi do jedné z mnozin A ¢i B. Sjednoceni mnozin A a B zna¢ime symbolem A U B.

Je-li A systém mnoZin, pak jeho sjednoceni | J A definujeme jako mnozinu v8ech prvki a, pro
které existuje A € A takové, Ze a € A.

Definice. Pranikem dvou mnozin A a B nazveme mnoZzinu vSech prvki, které néalezeji souc¢asné
do Aido B. Prinik mnozin A a B zna¢ime symbolem AN B. Maji-li dvé mnoziny prazdny prinik,
fekneme o nich, Ze jsou disjunktni.

Je-li A neprazdny systém mnoZin, pak jeho pranik (].A definujeme jako mnozinu vSech prvka
a, které pro kazdé A € A spliuji a € A.
Definice. Rozdilem mnoZin A a B (znalime A\ B) nazveme mnoZinu prvku, které patii do
mnoziny A a nepatii do mnozZiny B.

Definice. Kartézskym soudinem mnozin A, ..., A, nazveme mnoZinu vS8ech uspofadanych
n-tic
Ay x Ag x - x Ay ={[a1,aa,...,a,]; a1 € Ay, ... an € An}.

konec 3. prednasky (09.10.2018)

Véta 1.1 (de Morganova pravidla). Necht X je mnoZina a A je neprdzdny systém mmnoZin. Pak
plati

X\JA=N{x\4;4€ 4}
X\A=J{x\44¢€ 4}

1.4. Zobrazeni.

Definice. Necht A a B jsou mnoziny. Binarni relaci (nebo kratce relaci) mezi prvky mnozin
A a B rozumime libovolnou podmnoZinu kartézského sou¢inu A x B. Necht R C A x B je binarni
relace. Misto zapisu [a,b] € R nékdy piSeme a R b. Pokud A = B, fikdme, %e R je relace na A.

Definice. Necht A a B jsou mnoziny a necht R C A x B je binarni relace. Pak relaci R~! ¢ Bx A
definovanou predpisem
[,y € Rt < [y,7] €R

nazyvame inverzni relaci k relaci R.
Definice. Necht A a B jsou mnoZiny. Binarni relaci F C A X B nazyvame zobrazenim (nékdy
téz funkei) z mnoZiny A do mnoziny B, jestliZe plati

Ve € AYy,ys € B: (([x,yl] eEF & [z, €F) =y = yg).
Poznamka. Je-li F' je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, pak pro kazdé x € A existuje nejvyse

jedno y € B takové, ze [x,y] € F. Pokud pro dané z € A takové y existuje, je uréeno jednozna¢né.
Znagime je symbolem F'(x).

Definice. Necht F' je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B. Definiénim oborem zobrazeni F
nazyvame mnozinu
{r € A;3y € B: F(z) =y},
kterou zna¢ime D(F). Oborem hodnot zobrazeni F' nazyvame mnoZinu
{y e B;3x € A: F(z) =y},
kterou zna¢ime H(F'). Grafem zobrazeni F' rozumime mnozinu

{[z, F(x)] € A x B;x € D(F)},

kterou zna¢ime graf(F).



Znaceni. Necht A a B jsou mnoziny. Potom symbolem
F:A— B

znacime fakt, ze
e F'je zobrazeni z A do B,
e A=D(F),
e H(F)C B.
Hovoiime o zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B.
Definice. Necht f: A— B, M C A, P C B.
e Obrazem mnoziny M pfi zobrazeni f rozumime mnozinu

{ye B;3z e M: f(x) =y},

kterou znac¢ime f(M).
e Vzorem mnoziny P pii zobrazeni f nazveme mnozinu

{z € A; f(z) € P},
kterou znac¢ime f~!(P).
Definice. Necht f: A — B. Rekneme, ze f je
e prosté (injektivni), jestlize
Va,y € A: (f(z) = fy) = =z =y),
e ,,na‘“ (surjektivni), jestlize
Yy e B3dx e A: f(zx) =y,
e bijekce (vzajemné jednoznaé¢né), jestliZe je zaroveii prosté a ,na“.

Piiklad. Necht zobrazeni f je definovano predpisem f(x) = 22, z € R. Je-li A = B = [0, 00),
pak f: A — B je bijekce. Je-li A=R a B =[0,00), pak f: A — B je ,na“, ale neni prosté. Je-li
A=10,00) a B=R, pak f: A — B je prosté, ale neni ,na“. Je-li A= B =Rpak f: A— B
nenf ani prosté, ani ,,na‘“.

Definice. Necht f: A — B a C C A. Pak zobrazeni g: C — B definované ptedpisem g: x — f(x)
pro z € C nazyvame restrikei (téZ ztizenim) zobrazeni f na mnozinu C. Zobrazeni g oznadujeme
symbolem f|c.

Definice. Necht f a g jsou zobrazeni. Pak zobrazeni g o f je definovano piedpisem (g o f)(z) =
g(f(z)) pro viechna = € D(f) takové, ze f(z) € D(g). Zobrazeni g o f nazyvime slozenym
zobrazenim, pfi¢em7 g nazyvame vnéj$im zobrazenim a f nazyvame vnit¥Fnim zobrazenim.

Definice. Nechtf: A — B je prosté. Pak inverzni zobrazeni k f je definovano jako inverzni
relace k f. Inverzni zobrazeni k f znac¢ime f~1.

Poznamka. Je-li f: A — B prosté, pak

7t f(A) = A
Poznamka. K neprostému zobrazeni nelze definovat inverzni zobrazeni.
1.5. Mohutnost mnozin.

Definice. Necht X je mnozina. Potom poten¢ni mnoZinou mnoziny X rozumime mnoZzinu
v8ech podmnoZin mnoZiny X. Znag¢ime ji symbolem P(X).

Definice. Rikame, Ze mnoziny A, B maji stejnou mohutnost a piseme A ~ B, jestlize existuje
bijekce A na B. Rikime, Ze mnoZina A ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti
mnoZiny B a piSeme A =< B, jestliZe existuje prosté zobrazeni A do B. Symbol A < B znadi
situaci, kdy plati A < B, ale neplati A ~ B.



Definice. Rekneme, ze mnozina X je koneéna, jestlize je bud prazdn4, nebo existuje n € N
takové, ze X ~ {1,...,n}. f{ekneme, 7ze mnozina X je nekoneéna, jestlize neni kone¢né. Rekneme,
7e mnozina X je spocetna, jestlize je bud konetna, nebo X ~ N. Nekone¢ni mnoZzina, kterd neni
spocetné, se nazyva nespocetna.

Piiklady. Kone¢né mnoziny jsou napiiklad mnoziny 0, {1,2, 3}, {z}. Nekone¢né spocetné mnoziny
jsou napiiklad mnoziny N, Z, Q, Nx - - - x N. Nespo¢etné mnoziny jsou naptiklad mnoZiny R, R\ Q,
(0,1), {{a1,a2,as,...};a, € {0,1}, n € N}, P(N).

konec 4. pfednasky (11.10.2018)

Véta 1.2 (Cantorova-Bernsteinova). Necht XY jsou mnoZiny spliiujici X <Y aY < X. Potom
X=~Y.

Lemma (o pevném bodu monoténniho zobrazeni). Necht X je mnoZina a H: P(X) — P(X)
splriuje podminku
VA,B e P(X), AC B: H(A) C H(B).
Potom existuje mnozina C € P(X) takovd, ze H(C) = C.
Véta 1.3 (Cantorova). Necht X je mnoZina. Pak X < P(X).

Véta 1.4 (vlastnosti spocetnych mnoZin).
(a) Kazdd podmnoZina spocetné mnoZiny je spocetnd.
(b) Jestlize A je mnoZina a existuje f: A — N prosté, potom je A spocetnd.
(¢) Sjednoceni spocetné mnoha spocetngich mnoZin je spocetné.
(d) Obraz spocetné mnoziny je spocetnd mnoZina.
(e) Kazdd nekoneénd mnoZina obsahuje nekonecnou spocetnou podmnoZinu.

1.6. Realna c¢isla. Mnozinu realnych ¢isel R lze popsat jako mnozinu, na niz jsou definovany
operace s€itani a nasobeni, které budeme znacit obvyklym zptsobem, a relace usporadani
(<), pfic¢emz jsou splnény nasledujici t¥i skupiny vlastnosti:

e vlastnosti s¢itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah,

e vztah usporddani a operaci s¢itani a nasobent,

e vlastnost suprema.

I. Vlastnosti séitani a nasobeni a jejich vzajemny vztah
e Vr,y,z€R: 2+ (y+2) = (r+ y) + z (asociativita séitani),
e Vr,y e R: x4y =y+x (komutativita séitani),
e JweRVzreR: w+a =z (prvek w je uréen jednozna¢né, znacime jej 0 a fikime mu
nulovy prvek),
eVx e RIzeR: x+ 2 =0 (zje tzv. opaéné ¢&islo k ¢islu z, je uréeno jednozna¢né a
znafime je —x),
e Vr,y,z€R: x-(y-2) = (x-y)- 2 (asociativita nasobeni),
e Vr,y e R: x-y=y- -z (komutativita nasobeni),
e W eR\{0}Vz eR: v-2 =2z (prvek v je urfen jednozna¢ng, znacime jej 1 a fikdme mu
jednotkovy prvek),
e V2 e R\ {0} Iy eR: z-y=1 (prvek y je uréen jednoznacné a znac¢ime jej z~* nebo %),
e Vr,y,z€R: (x+vy) -z=x-2+y-z (distributivita).
I1. Vztah usporadani a operaci s¢itani a nasobeni
Ve,y,z € R: (z <y & y < z) =z < z (tranzitivita),
Ve,y e R: (x <y & y <z)= 2=y (slaba antisymetrie),
Ve,yeR: z<yVy<uz,
Ve,y,z€ R: z<y=z+z<y+z
Ve,yeR: (0<2z&0<y)=0<x-y.



Znaéeni. Symbol x > y znamena totéz, jako y < z. Symbolem z < y budeme znacit situaci,
kdy x <y, ale x # y (tzv. ostra nerovnost). Realna ¢isla, pro néz = > 0 (resp. < 0), budeme
nazyvat kladnymi (resp. zdpornymi). Reiln4 ¢isla, pro néz x > 0 (resp. z < 0), budeme nazyvat
nezapornymi (resp. nekladnymi).
Definice. Necht A C R. Rekneme, 7e 2 € R je

e horni zavorou mnoziny A, jestlize pro kazdé a € A plati a < =z,

e dolni zavorou mnoziny A, jestlize pro kazdé a € A plati = < a.
Rekneme, Ze mnozina A je

e shora omezena, jestlize existuje prvek x € X, ktery je horni zavorou mnoziny A,

e zdola omezena, jestlize existuje prvek = € X, ktery je dolni zavorou mnoziny A,
e omezena, jestlize je omezena shora i zdola.

Definice. Necht 4 C R. Cislo G € R spliiujici

e Vxe A: x <@,

e VG'eR,G'<GIreM: G' <z,
nazyvame supremem mnoziny M. Ma-li mnozina M supremum, je toto uréeno jednoznacné a
znacime je sup M.
Definice. Necht A C R. Rekneme, 7e a je nejvétsi prvek (maximum) mnoziny A, jestlize
a € A a a je horni zavorou mnoziny A. Obdobné definujeme nejmensi prvek (minimum) A.
Maximum a minimum jsou uréeny jednozna¢né (pokud existuji) a znac¢ime je max A a min A.

konec 5. prednasky (16.10.2018)

ITI. Vlastnost existence suprema

e Kazdé nepriazdna shora omezend podmnozina R mé supremum.

Véta 1.5 (existence a jednozna¢nost mnoziny redlnych ¢isel). FEzistuje ctvefice (R, 4+, -, <) spliiu-
gict podminky I-II1, pricemz je témito podminkami uréena jednoznacné v ndsledujicim smyslu. Po-
kud ctvefice (R, P, ®, <*) spliiuje mutatis mutandis podminky =111, pak existuje bijekce p : R — R
takovd, Ze pro kazdé x,y € R plati

* oz +y) =px)®e(y),

* oz y) =p(r) ©o(y),

oz <y=pr) <" py)
Definice. Necht A C R. Cislo g € R splijici

e Vx e A: g<ux,

e Vg eR, g<g IxrecA:xz<yg,
nazyvame infimem mnoziny A. Mé-li mnozina A infimum, je toto urceno jednozna¢né a znac¢ime
je inf A.

Poznamka. Jestlize existuje max A, potom plati max A € A (obdobné pro minimum). Jestlize
existuje sup A, potom sup A muiZe a nemusi byt prvkem A (obdobné pro infimum). JestliZe existuje
max A, potom existuje i sup A a plati max A = sup A (obdobné pro minimum a infimum). Jestlize
existuje sup 4, potom sup A je nejmensi dolni zavorou mnoziny A. Jestlize existuje inf A, potom
inf A je nejvétsi horni zadvorou mnoziny A.

Definice. Pro kazdé x € R definujeme jeho absolutni hodnotu predpisem
2| x, jestlize x > 0,
€Tl =
—x, jestlize z < 0.
Poznamka. Necht z,y € R. Potom plati:

(a) |z =0,
(b) 2| =0 & 2 =0,



)
) 2]l = |,
) VAeR: |Az| = |\ - |z,
) |z| = max{z, —z},
g) |z 4yl <zl +yl,
() |z —yl = =] - [yl|-
Tvrzeni (g) nazyvame trojihelnikovou nerovnosti realnych ¢isel.

Definice. Necht a,b € R, a < b. Definujeme mnoziny

(a,b) = {z € Rja < x < b}, [a,b] = {z € R;a <z < b},

(a,b] = {x € Rja < x < b}, [a,b) = {x € Rja <z < b},
(—o0,b) = {z € R;z < b}, (—00,b] = {z € R;z < b},

(a, )—{xeRa<x} [a,0) = {z € R;a < x},
(—00,00) =

Pak mnoziny (a, b)7 (—oo, b)7 (a,00) a (—00, 00) nazyvame otevienymi intervaly, mnozinu [a, b]
nazyvame uzavienym intervalem a mnoZiny [a,b), (a,b], (—o0,b] a [a, 00) nazyvame polouza-
vienymi intervaly.

Poznamka. Prazdna mnozina je také intervalem, nebot (a,a) = 0 pro kazdé a € R. Také kazda
jednoprvkova podmnozina R je intervalem, nebot [a, a] = {a} pro kazdé a € R.

Poznamka. Mnozina A C R je interval pravé tehdy, kdyz plati
Ve,y€ AVzeR: (x <z<y=z€A).

Véta 1.6 (existence infima). Necht A C R je neprdzdnd zdola omezend mnoZina. Pak existuje
mfimum mnoZiny A.

Véta 1.7 (existence celé ¢asti realného ¢isla). Pro kaZdé x € R existuje prdvé jedno éislo k € Z
takové, Ze k < x < k—+1.

Véta 1.8 (Archimédova vlastnost realnych ¢isel). Pro kaZdé x € R existuje n € N spliiugici x < n.

Piiklady. (a) Je-li A =10,1], pak supA =max A = 1.
(b) Je—h A=10, ) pak supA =1, avSak max A neexistuje.
(c) Je-li A={1— +;n e N}, pak 1an min A =0, sup A = 1, av8ak max A neexistuje.

konec 6. prednasky (18.10.2018)

Véta 1.9 (hustota Q v R). Necht xz,y € R, x < y. Pak existuje g € Q takové, Ze x < q < y.
Poznamka. Necht z,y € R, z < y. Pak existuje ¢ € R\ Q takové, ze x < ¢ < y.

Véta 1.10 (existence n-té odmocniny). Pro kaZdé n € N a kazdé x € R, x > 0, existuje prdvé
jedno y € R, y > 0, spliiugici y™ =

1.7. Komplexni ¢isla. Mnozinou komplexnich €isel C rozumime mnozinu vSech uspoiddanych
dvojic [z,y], kde z,y € R, pfifemz pro komplexni &fsla z; = [x1,91] a 22 = [z2,ya] definujeme
operace s¢itani a nasobeni predpisy

® 21+ 2o = [11 + T2, Y1 + Y2l

o 21z = [T1Z2 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1).
Necht z = [z,y] € C. Pak prvek = nazyviame redlnou €&asti komplexniho ¢isla z a prvek y
nazyvame imaginarni ¢asti z. Absolutni hodnotou komplexniho éisla z rozumime nezédporné
realné &slo |z| = /22 +y2. Dale definujeme 0 = [0,0], 1 = [1,0] a ¢ = [0,1]. Komplexn&
sdruzenym é&islem k z rozumime &slo z = [z, —y]. Symbol —z znadi &islo [—z, —y] a symbol 1

znadi pro z # 0 (jednozna¢né uréené) komplexni &fslo splitujici z- 1 =1 (tedy 1 = [%ﬂ/z’ ﬂ;fyz])



2. LIMITA POSLOUPNOSTI
2.1. Vlastni limita posloupnosti.

Poznamka. Zobrazeni F': A — B Casto definujeme tak, Ze pro kazdé x € A uréime prvek F(x) €
B. V takovém pfipadé pouZivame zapis x — F(z), z € A.

Definice. (Nekoneénou) posloupnosti redlnych ¢isel rozumime kazdé zobrazeni n — a,,n €
N, mnoziny prirozenych ¢isel N do mnoziny realnych ¢isel R. Takovou posloupnost obvykle znacime
{an}52 4, ptipadné jen {a,}. Cislo a, nazgvame n-tym ¢lenem této posloupnosti.

Definice. Necht ¢ € R. Posloupnost {a,, } spliiujici a,, = ¢ pro kazdé n € N se nazyva konstantni.

Definice. Necht ¢ € R a a € R. Potom posloupnost {ag™}5° ; nazyvame geometrickou po-
sloupnosti.

Definice. Fibonacciova posloupnost je zadédna nésledujicim zptsobem: a; = 1, ap = 1 a pro
kazdé n € N, n > 3, plati a,, = ap,—2 + a,,—1. Rikdme, Ze posloupnost je zadana rekurentné.

Priklady. {n}, {1}, {(-1)"}, {(~1)"'}, look and say sequence.

Poznamka. Symbol {a,}5° ,, piipadné {a,}, oznacuje posloupnost, tedy zobrazeni N do R, za-
timco symbol {a,;n € N} zna¢i mnozinu vSech é&lent této posloupnosti, tedy podmnozinu R.
Zname-li {a,}, pak zname i {a,;n € N}, ale nikoli naopak. Zadani posloupnosti kromé informace
o oboru hodnot totiZz navic udava pofadi prvki z tohoto oboru. Naptiklad posloupnosti {(—1)"}
a {(—1)"*1} jsou riizné, ale maji stejnou mnozinu viech ¢lent, a to {—1,1}.

Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢éisel a A € R. Rekneme, ze posloupnost {an} ma
limitu rovnou A, jestlize plati

VeeR, e>03Ing e NVneN, n>ng: |a, — 4| <e.

Rekneme, Ze {a,} ma vlastni limitu, neboli konverguje (je konvergentni), jestlize existuje
realné &islo A takové, Ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou A, tedy

JAERVeeR, e>03Ing e NVReEN, n>ng: |a, — Al <e.
Jestlize posloupnost neméa vlastni limitu, pak fikame, Ze diverguje (je divergentni).

Lemma (prace s epsilonem). Necht A, B € R. Jestlize existuje K € R, K > 0, takové, Ze pro
kazdé € € R,e > 0, plati |A — B| < Ke, potom A = B.

Véta 2.1 (jednozna¢nost vlastni limity posloupnosti). Necht {a,} je posloupnost redlnijch cisel
a A, B € R. Predpoklidejme, Ze {an} md limitu rovnou A a zdroven {a,} md limitu rovnou B.
Potom A = B.

Znaceni. Jestlize posloupnost {a,} mé vlastni limitu, pak tato limita je urcena jednoznaéné a
oznaCujeme ji symbolem lim a,,, pfipadng lim,,_, a,. Je-li limitou posloupnosti {a,,} realné ¢islo
A, pak piSeme lima,, = A, lim, o a, = A, a, 2po A, nebo a,, — A.

konec 7. pfednasky (23.10.2018)

Piiklad. Necht ¢ € R a a,, = ¢ pro kazdé n € N. Dokazte, Ze lima,, = c.
Piiklad. Dokazte, Ze posloupnost {n} je divergentni.

Priklad. Dokazte, ze lim% =0.

Pfiklad. Dokazte, Ze posloupnost {(—1)"} je divergentni.

Priklad. Spoctéte lim(v/n + 1 — /n).

Piiklad. Spoététe lim {/n.

Definice. Rekneme, #e posloupnost {an} je



e shora omezena, jestlize mnozina vSech jejich ¢lenti je shora omezena,
e zdola omezena, jestlize mnozina v8ech jejich ¢leni je zdola omezen4,
e omezena, jestlize je omezena shora i zdola.

Priklady. Posloupnosti {(—=1)"}, {{/n}, {1} a {/n+ 1 — \/n} jsou omezené. Posloupnost {n}
je omezend zdola, ale nikoli shora.

Vé&ta 2.2 (charakterisace omezenosti posloupnosti). Posloupnost redlngch cisel {a,} je omezend
pravé tehdy, kdyz existuje cislo K € R, K > 0, takové, Ze pro vSechna n € N plati |a,| < K.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {an} je

e neklesajici, jestlize pro kazdé n € N plati a,, < a1,
rostouci jestlize pro kazdé n € N plati a,, < an41,
nerostouci jestlize pro kazdé n € N plati a,, > ap41,
klesajici, jestlize pro kazdé n € N plati a,, > an41,
monoténni, jestlize je neklesajici nebo nerostouci,
ryze monotoénni, jestlize je rostouci, nebo klesajici.

Pi#iklady. Kazda konstantni posloupnost je monoténni (obéma zptsoby), neni v8ak ryze mono-
tonni. Posloupnost {(—1)"} nenf monoténni. Posloupnosti {1} a {v/n+1 — /n} jsou klesajici.
Posloupnost {n} je rostouci. Posloupnost {{/n} neni monoténni, je v8ak klesajici, zanedbame-li
prvni dva ¢leny.

Poznamka. Vyrok ,posloupnost je neklesajici“ neni negaci vyroku ,posloupnost je klesajici“
(podobné pro nerostouci a rostouci).

Vé&ta 2.3 (charakterisace existence limity posloupnosti). Necht {a,} je posloupnost redlngch éisel
a A € R. Pak lima,, = A prdvé tehdy, kdyZ existuje K € R, K > 0, takové, Ze

VeeR,e>03Ing e NVneN, n>ng: |a, — A| < Ke.

Véta 2.4 (limita posloupnosti a absolutni hodnota). Necht {a,} je posloupnost redlngjch cisel a
A € R. Necht'lima,, = A. Potom lim |a,| = |4|.

Poznamka. Z vyroku lim|a,| = |A| obecné neplyne vyrok lim a,, = A. Ptikladem je posloupnost
{(=1)"}, ktera spliwje lim |a,,| = 1, pFi¢em? lim a,, neexistuje. Vyjimku tvoii p¥ipad, kdy A = 0,
jak ukazuje nésledujici véta.

Véta 2.5 (nulova limita posloupnosti a absolutni hodnota). Necht {a,} je posloupnost redlnijch
¢isel. Potom lima,, = 0 prdvé tehdy, kdyz lim |a,| = 0.

Vé&ta 2.6 (vztah konvergence a omezenosti posloupnosti). Necht {a,} je konvergentni posloupnost

redlngch cisel. Potom je {a,} omezend.

Poznamka. Omezena posloupnost nemusi byt konvergentni. Pfikladem je posloupnost {(—1)"},
ktera je omezena a divergentni.

konec 8. pfednasky (25.10.2018)

Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Jestlize {n;}32, je rostouci posloupnost pii-
rozenych ¢isel, pak {a,, }72, nazyviame vybranou posloupnosti z posloupnosti {a, }, pfipadné
podposloupnosti posloupnosti {a, }.

Véta 2.7 (limita vybrané posloupnosti). Necht {a,} je posloupnost redlnych cisel, {n;}>, je
rostouct posloupnost piirozenijch cisel a A € R. Jestlize lima,, = A, pak limy_, a,, = A.

Poznamka. Jestlize existuji dvé podposloupnosti posloupnosti {a,} majici rizné vlastni limity,
pak je {a,} divergentni. Ozna¢ime-li naptiklad a, = (=1)", n € N, pak limy_,ccar = 1 a
limg 00 azp—1 = —1. Posloupnost {(—1)"} je tedy divergentni.

Poznamka. Posloupnost {(—1)"n} nema zadnou konvergentni podposloupnost.



Véta 2.8 (aritmetika vlastnich limit). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti redlngch ¢isel, A, B €
R, lima, = A alimb, = B. Potom plati:

(a) lim(a, +b,) = A+ B,

(b) lim (ay, - b,) = A- B,

(c) jestlize navic B # 0 a pro kazdé n € N plati b, # 0, pak lim ‘Z—: = %.

Priklad. Spoctéte lim #

Piiklad. Spottdte lim 2.

Véta 2.9 (limita soudinu ¢lenti omezené posloupnosti a posloupnosti s nulovou limitou). Necht
{an} a {bn} jsou posloupnosti redlnych cisel, pFicemz lima, = 0 a {b,} je omezend. Potom
lima,b, = 0.
Poznamka. Tvrzeni Véty 2.9 neplyne z Véty 2.8, protoZze posloupnost {b,} nemusi mit vlastni
limitu.
Priklad. Spoctéte lim (="
Véta 2.10 (limita posloupnosti a usporadani). Necht{a,} a {b,} jsou posloupnosti redlnijch éisel,
A, B €R,lima, =A alimb, = B.
(a) Necht A < B. Potom ezistuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a,, < b,,.
(b) Necht existuje ny € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > nq, plati a, > b,. Potom A > B.
Véta 2.11 (o dvou straznicich). Necht {a,}, {bn} a {cn} jsou posloupnosti spliiujici:
(a) existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng, plati a, < ¢, < by,
(b) existuje A € R takové, Ze lima, = A alimb, = A.
Potom lime¢,, = A.

Priklad. Dokaite, 7e pro kazdé A € R, A > 0, plati lim V/A = 1.
konec 9. prednasky (01.11.2018)

2.2. Nevlastni limita posloupnosti.

Definice. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢isel. Rekneme, ze {a,} mé limitu rovnou oo,
jestlize

VK eR 3dIng e NVne N,n>ng: ap, > K.
Rekneme, 7e {a,} ma limitu rovnou —oo, jestlize

VK €e Rdng e NVne N,n>ng: a, < K.

Ma-li posloupnost limitu rovnou co, nebo —oco, fikAme, ze ma nevlastni limitu. Jestlize ma
posloupnost limitu rovnou oo, pak fikdme, ze diverguje k oco. Jestlize ma posloupnost limitu
rovnou —oo, pak fikdme, Ze diverguje k —oo.

Piiklad. Dokazte, Ze {n} ma limitu rovnou oo.

Definice. Rozsifenou realnou osou nazyvame mnozinu R U {oco, —co} a znacime ji R*. Na
mnozinu R* roz§ifime aritmetické operace a relaci usporadani definované na R nésledujicim zpt-
sobem.
Operace séitani:
o Vac{—o0}UR: —co+a=a+ (—o0) =—00,
e Va e RU{ox}:c04+a=a+ 0o =00,
e —(00) = —00,—(—00) = o0.
Operace nasobeni:
e Vg€ (0,00)U{o0}:a-00=00"a=o00,
o Vg € (0,00) U{oo}:a-(—00) =(—00) a=—o0,



o Vg€ {—o0}U(—00,0): a-
o Va € {—o0} U (—0,0): a-(—00) = (—00) - a=o00,
e (00)71=0,(—00)"t =0.

Relace usporadani:

e VaeR: —o0<a,a < 00,
o —00 < O0.

Absolutni hodnota je na mnozing R* definovana pfedpisem |z| = max{z, —z}, a tedy |oo| =

| —oo] = o0
Poznamka. Nésledujici vyrazy nejsou definovéany:
cokoli
0
Definice. Necht A C R a G € R*. Pfedpokladejme, Ze plati nésledujici podminky:

(a) Vae A: a <G,

(b) VG e R*,G' <G3Jac A: G' <a.
Pak G nazyvame supremem mnoziny A. Obdobné definujeme infimum mnoZiny A.

oo+ (700)3 —o0o+o00, 0-00, 00-0, O- (700), (700) -0,

Poznamka. Pro neprazdnou a shora omezenou podmnozinu realnych &isel se pojem suprema
shoduje s pojmem zavedenym diive. Supremum shora neomezené mnoziny je rovno oo a supremuin
prazdné mnoziny je rovno —oo. Infimum zdola neomezené mnoziny je rovno —oo a infimum prazdné
mnoziny je rovno oo.

Véta 2.12 (jednoznac¢nost limity posloupnosti). Necht {a,} je posloupnost redlnijch cisel a A, B €
R*. Pfedpoklidejme, Ze {an} md limitu rovnou A a zdroven {a,} md limitu rovnou B. Potom
A=B.

Znaceni. M4-li posloupnost {a,, } nevlastni limitu, ozna¢ujeme hodnotu této limity opét symbolem
lim a,,. Piseme tedy lim a,, = co nebo lima,, = —oco.

Poznamka. Pro kazdou posloupnost realnych ¢isel {a,, } nastava pravé jedna z nasledujicich moz-
nosti:
vlastni, tj. je rovna realnému Cislu,

. existuje oo
lim a,, nevlastni, tj. je rovna oo nebo —oo,

neexistuje.

Definice. Necht ¢ € R*. Potom okolim bodu ¢ rozumime kazdou mnoZinu tvaru

(c—¢e,c+e), jestlize c € R,

B(c,e) = 4 (o0, —1), jestlize ¢ = —o0,

(%7 00), jestlize ¢ = oo,
kde e € R, € > 0.
Poznamka. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢isel a A € R*. Pak lima,, = A pravé tehdy,
kdyz

VeeR,e>03ng e NVneN n>ng: a, € B(4,¢).

Poznamka. Véty o limité vybrané posloupnosti, o limité a absolutni hodnoté, o limité a uspofa-
dani a o dvou straznicich plati v nezménéné podobé i tehdy, pripustime-li nevlastni limity.

Vé&ta 2.13 (nevlastni limita posloupnosti a jednostranna omezenost). Necht {a,} je posloupnost
redlngch éisel. Jestlize lim a,, = oo, potom je {a,} zdola omezend. JestliZe lim a,, = —oo, potom je
{an} shora omezend.
Véta 2.14 (o andélovi). Necht {a,} a {cn} jsou posloupnosti redlnijch cisel spliiugici:

(a) existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a,, < ¢y,

(b) lima, = co.

Potom lim ¢,, = co.



Véta 2.15 (o dablovi). Necht {b,} a {cn} jsou posloupnosti redlnijch cisel splitujici:
(a) emistuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng, plati b, > ¢y,
(b) limb,, = —o0.

Potom lim¢,, = —o0.

Véta 2.16 (zména kone¢né mnoha ¢lentt posloupnosti). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti
redlngjch c¢isel, A € R* a lima, = A. Necht existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng,
plati a, = b,. Potom limb,, = A.

Poznamka. Z Véty 2.16 plyne, Ze zménime-li u dané posloupnosti kone¢né mnoho ¢lenti, pak se
konvergencni vlastnosti posloupnosti nezméni.

Véta 2.17 (aritmetika limit). Necht {an} a {bn} jsou posloupnosti redlnijch cisel, A,B € R*,
lima, = A alimb, = B. Potom plati:

(a) lim (a, +b,) = A+ B, jestlize je vjraz na pravé strané definovdn,

(b) lim (ay, - by) = A - B, jestliZe je vjraz na pravé strané definovdn,

(¢c) limay,/b, = A/B, jestlize pro kaZdé n € N plati b, # 0 a vgraz na pravé strané definovdn.

Poznamka. Predpoklad, Ze vyrazy na pravych stranach jsou definovany, nelze z véty o aritme-
tice limit vynechat. Napiiklad pro posloupnost {a,} = {%} plati lima, = 0, ale lim ai =
lim(—1)™n neexistuje ani nevlastni. Podobné, necht ¢ € R, {a,} = {n} a {b,} = {—n + c}. Pak

lima, =oc0, limb,=-c0 a lim(a,+b,)=c.
konec 10. pfednasky (08.11.2018)

Vé&ta 2.18 (nevlastni limita podilu). Necht{a,} a {b,} jsou posloupnosti redlnijch cisel a A € R*,
A > 0. Necht pro kazdé n € N plati b, # 0. Nechtlima,, = A, limb,, = 0 a existuje ny € N takové,
zZe pro kazdé n € N, n > ng, plati b, > 0. Potom lim ‘g—: = 00.

2.3. Hlubsi véty o limité posloupnosti.

Vé&ta 2.19 (limita monoténni posloupnosti). Necht {a,} je monoténni posloupnost redlngjch &isel.
Potom existuje lim a,,. Je-li {a,} neklesajici, pak lim a,, = sup{a,;n € N}. Je-li {a,} nerostouct,
pak lim a,, = inf{a,;n € N}.

Dausledek. (a) Necht {a,} je neklesajici shora omezend posloupnost redlnijch cisel. Potom je {a,}
konvergentni.

(b) Necht {an,} je nerostouct zdola omezend posloupnost redlngjch cisel. Potom je {a,} konver-
gentni.

Priklad. Oznatme a,, = (1+ %)n ab, = (1+ %)nﬂ

omezend a {b,} je klesajici a zdola omezena.

, n € N. Dokazte, ze {a,} je rostouci a shora

Definice. Cislo e je definovano predpisem

) 1 n
e:llm(1+) .
n

Véta 2.20 (Bolzanova-Weierstrassova véta). Necht {a,} je omezend posloupnost redlnijch éisel.
Potom ezistuje vybrand posloupnost {an, }32,, kterd je konvergentni.

Poznamka. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. JestliZe je {a,} shora omezena, definujeme
b, =sup{ar; k € Nk >n}, nelN

Pak je {b,} nerostouci posloupnost realnych ¢isel, a tedy existuje lim b,,.
Jestlize je {a,} zdola omezen4, definujeme

cn =inf{ag;k €Nk >n}, neN.

Pak je {¢,} neklesajici posloupnost realnych ¢isel, a tedy existuje lim ¢;,.



Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Polozme
lim sup{ax;k > n}, jestlize {a,} je shora omezena,
n—oo

n—oo

limsup a,, =
00, jestlize {a, } neni shora omezena.

Tuto hodnotu nazyvame limes superior posloupnosti {a, }. Obdobné definujeme limes inferior
posloupnosti {a, } predpisem

o lim inf{ax;k > n}, jestlize {a,} je zdola omezena,
liminf a,, = { n—°
n—o0 —00, jestlize {a, } neni zdola omezena.

Misto limsup,,_, ., @ a liminf,,_, a, ¢asto piSeme limsup a,, a liminf a,,.
konec 11. pifednasky (13.11.2018)

Poznamky. Necht {a,} je posloupnost realnych &isel.

(a) Pojmy limsup a,, a liminf a,, jsou dob¥e definovany.

(b) Hodnoty lim sup a,, a lim inf a,, existuji a spliiuji lim sup a,, € R*, liminf a,, € R* aliminf a,, <
lim sup a,, .

(¢) Hodnoty lim sup a,, a lim inf a,, se nemusi rovnat. Naptiklad pro posloupnost {a, } = {(—1)"}
plati limsupa,, =1 a liminf a,, = —1. Pro posloupnost {a,} = {(—1)"n} plati limsupa, = oo a
liminf a,, = —oc.

(d) Je-li {a,} omezen4, pak muzeme definovat posloupnosti {b,} a {c,} jako vySe. Pak pro
kazdé n € N plati ¢, < a, < b,,.

Véta 2.21 (o vztahu limity, limes superior a limes inferior). Necht {a,} je posloupnost redlnyjch
disel a A € R*. Potom lima,, = A prdvé tehdy, kdyZ limsup a,, = liminf a,, = A.

Poznamky. Necht {a,}, {b,} jsou posloupnosti redlnych &isel.
(a) Plati

lim sup(a,, + b,) < limsup a,, + limsup b,,, liminf(a, + b,) > liminf a,, + liminf b,,.
(b) Predpokladejme, Ze existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng plati a,, <b,,. Pak
liminf a,, < liminfb,, a limsupa, < limsupb,.

Definice. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢isel a A € R*. Rekneme, Ze A je hromadna hod-
nota posloupnosti {a,}, jestlize existuje rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel {ny}7>, takova,
7e limy_yo0 an,, = A. MnoZzinu v8ech hromadnych hodnot posloupnosti {a,} zna¢ime H({ay,}).

konec 12. pfednasky (15.11.2018)

Véta 2.22 (o vztahu limes superior, limes inferior a hromadnych hodnot). Necht {a,} je posloup-
nost redlngch ¢isel. Potom limsup a,, a liminf a,, jsou hromadngmi hodnotami posloupnosti {a,}
a pro kaZdou hromadnou hodnotu A posloupnosti {a,} plati liminf a,, < A < limsup a,,.

Poznamka. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Potom

(a) H({an}) # 0,

(b) limsup a,, = max H({a,}) a liminf a,, = min H ({a,}) (ve smyslu mnoziny R*),
(c) jestlize lim a,, = A pro n&jaké A € R*, pak H({a,}) = {4}.

Definice. Rekneme, 7e posloupnost realnych ¢&isel {a,} spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu pod-
minku, jestlize

VeeR,e>03ng e NVmyn e N,n>ng,m>ng: |a, — an| <e.
Poznamka. Posloupnost realnych &isel {a,, } spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku pravé tehdy,
kdyz
JKeRK>0VeeR,e>03ng e NVm,n € Nyn > ng,m > ng: |a, — anm| < Ke.



Véta 2.23 (Bolzanova—Cauchyova podminka pro posloupnosti). Posloupnost redlngch cisel {a,}
je konvergentni prdvé tehdy, kdyz spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku.

Priklad. DokaZte, Ze limy, 00 > p_q £ = 0.

Priklad. Dokazte, Ze existuje vlastni lim,, ., Zk 1 %

3. CISELNE RADY
3.1. Zakladni pojmy.

Definice. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢isel. Potom symbol > | a,, nazgvame (neko-
ne¢nou) Fadou, pficemz &islo a,, je n-tym &lenem fady > -, a,. Pro m € N polozme
Sm=a1+as+ -+ ap.

Cislo sy, nazyvame m-tym Casteénym souctem rady ZZO 1 Gn. Jestlize existuje lim,, o0 Sm, pak
rikAme, Ze fada Z _, ap, ma soucet. Souc¢tem rfady Zn 1 Gy, pak nazveme hodnotu lim,, o Sm.
PiSeme Y " | @, = limy 00 Sim- Rekneme, Ze fada >0 | an je konvergentni, jestlize lim,, o0 Sy,
existuje vlastni. Rekneme, ze fada 220:1 an je dlvergentnl, jestlize lim,, oo Sy neexistuje, nebo
existuje a je nevlastni.

konec 13. pfednasky (20.11.2018)

Piiklad. Dokazte, ze fada » -, (—1)" diverguje.

Pi#iklad. Dokazte, ze fada > oo, L diverguje.

n=1n
Piiklad. Dokazte, Ze fada ) . | # konverguje.
Piiklad. Dokazte, Ze pro g € R fada Y - | ¢" konverguje pravé tehdy, kdyz |¢| < 1.

Poznamka. Zména kone¢né mnoha ¢lent nekoneéné fady nema vliv na jeji konvergenci ¢i diver-
genci.

Véta 3.1 (nutna podminka konvergence fady). Necht je vada > -, a, konvergentni. Potom

n=1
lima,, = 0.
Poznamka. Opa¢na implikace ve Vété 3.1 neplati. Naptiklad hm L =0atada ) . = Je diver-
gentni.

Véta 3.2 (Bolzanova—Cauchyova podminka konvergence fady). Rada >0 | an konvergentni prave
tehdy, kdyz

m

> w

k=n-+1

Ve e Rye >0 dIng e NVm,n e N,n > ng, m >n: <e.

Véta 3.3 (fady a aritmetické operace). Necht jsou vady Y oo an a > oo, b, konvergenini a
a € R. Potom jsou konvergentni i ady > - (aa,) a Y oo (an + by) a plati

Zaan —aZan, Za”+b"):§:a”+ibn'
n=1 n=1 n=1 n=1

Poznamka. Mnozina vSech konvergentnich fad tvori vektorovy prostor nad télesem R.

Poznamka. Vétu 3.3 je moZno zobecnit nasledujicim zptsobem. Necht maji fady 220:1 an &
Yoo by soulet a necht o € R. Jestlize je vyraz a)y ., a, definovan, pak ma fada > - (aa,)
soucet a plati Y7 | (a,) = ad oo | a,. Jestlize je vyraz > oo a, + > oo, b, definovan, pak ma
fada Y~ (a, + by) soucet a plati Z an +b,) =30 1an+>00 by



3.2. Rady s nezapornymi &leny.

Poznamka. Necht > 7 | a, je Fada s nezapornymi ¢leny. Potom je bud > | a, konvergentni,
nebo diverguje k oco. Jinymi slovy, fada s nezdpornymi ¢leny mé vzdy soucet, ktery muze byt
koneény, nebo nekonecény.

Véta 3.4 (srovnéavaci kritérium). Necht Y o0 an a Yoo by jsou Fady s nezdpornymi cleny a
necht ezistuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N;n > ng, plati a, < b,.

(a) Jestlize fada Y., b, konverguje, pak konverguje i Yada > >~ | ap.

(b) Jestlize Yada > ay, diverguje, pak diverguje i Yada > > by.

n=1 n=1

Priklad. Dokazte, Ze fada y . ; n3 je konvergentni.

Véta 3.5 (limitni srovnévam kritérium). Necht > 07 a, a > oo, by jsou Yady s mezdpornymi
cleny a eristuje lim . Oznacme A = lim 3 B
(a) Jestlize je A 6 (0,00), pak > 7 | an kom)erguye prave tehdy, kdyz Y .~ b, konverguje.
(b) Jestlize je A=0ad> 0", by, konverguye pak Y 0 _ dn konverguje.
(c) Jestlize je A=00 ay .o an kom}erguje pak Y07 b, konverguje.

Priklad. Dokazte, Ze fada > - W je konvergentni.

n= 1n(n

Piiklad. Dokazte, ze fada > - f je divergentni.

Vé&ta 3.6 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht >~ a, je Fada s nezdporngmi cleny.
(a) Jestlize
dg € (0,1) Ing e NVneN, n>ng: Va, <gq,
pak Y0 a, konverguje.
(b) Jestlize limsup {/a, < 1, pak Y.~ | an konverguje.
(c) Jestlize lim {/a, < 1, pak > 7 | a, konverguje.
(d) Jestlize limsup {/a, > 1, pak Y.~ | an diverguje.
(e) Jestlize lim t/a, > 1, pak Y ., a, diverguje.

konec 14. prednasky (22.11.2018)

Poznamka. Jestlize lim {/a,, = 1, pak nelze na zékladé Cauchyova odmocninového kritéria o kon-
vergenci Yady Y | a, rozhodnout. Napriklad fada Y | - konverguje a fada Y- | L diverguje,

pri¢emz lim T\L/% = lim ¢/ % =1.
Priklad. Necht a € R, a > 1, a k € N. Dokazte, 7e fada > -

Vé&ta 3.7 (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht Y | a, je Fada s kladngmi cleny.
(a) Jestlize

el o7 konvergUJe

Jg€(0,1) Ing e NVn e N, n > ng: dn+1 <q,
n
pak Y o a, konverguje.
(b) Jestlize limsup “2 < 1, pak Y.~ | a, konverguge.

(c) Jestlize lim *2+t < 1, pak Y., a, konverguje.
(d) Jestlize lim a"“ > 1, pak Y7 | a, diverguje.

Piiklad. Rozhodnéte, pro kterd k € N konverguje fada » EZB;,

an+l

Poznamky. (a) Jestlize lim = 1, pak nelze na zékladé d’Alembertova podilového kritéria

o konvergenci rady Z 1 0n rozhodnout.
(b) Piedpoklad limsup “2+% > 1 nezarucuje divergenci fady Y ., a,. Pfikladem je konver-

gentni fada
1+1+1+1+1+1+
4 2 16 8 64 32



: : an —
pro kterou je lim sup a:1 =2.

Véta 3.8 (Raabeovo kritérium). Necht > 7 | a, je Yada s kladngmi cleny.
(a) Jestlize liminf n(-%2— — 1) > 1, pak " | a, konverguje.

an

(b) Jestlize lim sup n(;* i 1) <1, pak >"77 , a, diverguje.

Véta 3.9 (kondenzadni krltérium). Necht {a,} je nerostouci posloupnost nezdpornijch redlngch
¢isel. Pak Tada Zzo:l an konverguje prdavé tehdy, kdyZ konverguje Tada Zzozo 2" agn .

konec 15. pfednasky (27.11.2018)

Véta 3.10 (o konvergenci fady Y - | -). Necht oo € R. Potom rada y_ "
tehdy, kdyZ o > 1.

el n“ konverguje prdavé

3.3. Rady s obecnymi ¢éleny. Pouzivame nasledujici amluvu: Jestlize m,n € NU {0}, n > m,
aa; €R, j €N, pak 37" a; =0.
Lemma (Abelova parcialni sumace). Necht m € N a ay,...,am, b1,..., by jsou redind disla.

(a) Oznaéme oy, = Z_];:n a;, k€ {n,...,m}. Potom pro kaZdé n € N, n <m, plati

(1) > ab; = Z ((bj = bj1) + Tmbm.
j=n

(b) Oznacme s, = S*

j=1aj, k€ {0,...,m}. Potom pro kaZdé n € N, n < m, plati

(2) Zajb = —5,_1by, —i—Zsj bjt1) + Smbm

Véta 3.11 (Abelovo—Dirichletovo kritérium). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti redlngch éisel,
pricemz {b,} je monotdnni. Necht je navic splnéna alespoti jedna z ndsledujicich dvou podminek:

(A) {b,} je omezend a Y ., an konverguje,
(D) limb,, = 0 a posloupnost cistecnyjch soucti rady Y ., an je omezend.
Potom vada Y~ | anb, konverguje.

Vé&ta 3.12 (Leibnizova). Necht {b,} je monoténni posloupnost redlnych éisel spliiugici limb,, = 0.
Potom tada Y~ (—1)"b, konverguje.

Priklad. Dokazte, Ze fada > - ( i)n je konvergentni.

n=1
Piiklad. Dokazte, ze
(a) Fada > - ; sinnaz ma omezenou posloupnost ¢astetnych soucti pro kazdé = € R,
(b) fada Y | cos nz ma omezenou posloupnost ¢astecnych souétt pro kazdé x € R\ {2km; k €
Z}.
3.4. Absolutni konvergence rad.

. ns ~ ~ o0 . v 2 o . ~ oo
Definice. Rekneme, Ze fada ", a, je absolutn& konvergentni, jestlize je Fada 3 7, |ay|
konvergentni. Rekneme, Ze fada Y-, a,, je neabsolutné konvergentni, jestlize je konvergentni
a neni absolutné konvergentni.

Priklad. Dokazte, Ze fada ) . | ( 711) je neabsolutné konvergentni.

Vé&ta 3.13 (vztah absolutni konvergence fady a konvergence fady). Je-li fada > - | ay, absolutné
konvergentni, pak je konvergentni.

konec 16. pfednasky (29.11.2018)



4. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE
4.1. Limita a spojitost funkce v bodé.

Definice. Realnou funkci jedné realné proménné f (dale jen funkci) rozumime zobrazeni
zRdo R, tj. f: M - R, kde M C R.

Definice. Necht ¢ € R*. Prstencovym okolim bodu ¢ nazyviame kazdou mnozinu tvaru
P(c,e) = B(c,e) \ {c},
kde e € R, e > 0.

Definice. f{ekneme, ze prvek A € R* je limitou funkce f v bodé ¢ € R*, jestlize
VeeR,e>035€R,§>0Vx € Ple,d): f(x) e B(A,e).
Lemma (o disjunktnich okolich). Necht ¢1,co € R*, ¢1 # co. Potom ezistuje € € R, € > 0, takové,
ze
B(ec1,e) N B(ca,e) = 0.

Véta 4.1 (jednoznac¢nost limity funkce). Necht f je funkce a ¢ € R*. Jestlife A1, Ay € R* jsou
limitami funkce f v bodé c, potom A1 = As.

Znaceni. Jestlize je A € R* limitou funkce f v bodé ¢ € R*, piSeme

lim f(x) = A.

Tr—c

Poznamka. Jestlize existuje lim,_,. f(x), pak funkce f musi byt definovana alespoii na néjakém
prstencovém okoli bodu c. Je-li ¢ € R, pak f miZe a nemusi byt definovana v ¢. Hodnota f(c)
(pokud existuje) nemé na hodnotu limity vliv.

Definice. Necht ¢ € RU{—o0}. Pravym okolim bodu ¢ rozumime kazdou mnozinu tvaru

[e,c+ ) jestlize c € R;
B(e,e)  jestlize ¢ = —o0,

Bi(c,e) = {

kde £ € R, £ > 0. Obdobné definujeme levé okoli bodu ¢ € RU {co}. Pravym prstencovym
okolim bodu ¢ nazyvame libovolnou mnozinu tvaru
Pi(c,e) = By(c,e) \ {c},

kde € € R, € > 0. Obdobné& definujeme levé prstencové okoli bodu ¢ € RU {oc}.
Definice. (a) Necht A € R*, ¢ € {—oo} UR. Rekneme, Ze funkce f mé v bodé ¢ limitu zprava
rovnou A, jestlize

VeeR,e>030 € R,0 >0Vx € Py(c,9): f(z) € B(A,¢).

(b) Necht A € R*, ¢ € RU {co}. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé ¢ limitu zleva rovnou A,

jestlize

Ve eR,e > 030 € R, 0 >0Vz € P_(c,d): f(z) € B(A,e).

Poznamka. Je-li ¢ € R* a f je funkce, potom f ma v ¢ nejvysSe jednu limitu zprava a nejvyse
jednu limitu zleva.

Znaéeni. Ma-li funkce f v bodé ¢ € R* limitu zprava nebo zleva rovnou A € R*, pak piSeme po
radé
lim f(z)=A nebo lim f(z)=A.

zey T—c
Definice. Definujme funkci sign: R — R pfedpisem

1,  jestlize x > 0,

sign(z) = ¢ 0, jestlize x = 0,

—1, jestlize x < 0.



Priklad. Dokazte, ze lim,_,o, sign(z) = 1, lim,_o_ sign(z) = —1 a lim,_, sign(z) neexistuje.

Véta 4.2 (vztah limity funkce a jednostrannych limit). Necht f je funkce, c € R a A € R*. Potom
lim, . f(x) = A prdve tehdy, kdyz lim, ., f(z) =lim,. f(z) = A.

Definice. Necht f je funkce a ¢ € R. Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodé c, jestlize
lim, . f(z) = f(c). Rekneme, ze funkce f je v bodé c spojita zprava (zleva), jestlize lim, ., f(x) =

fle) (limge_ f(2) = f(c)).
konec 17. pfednasky (04.12.2018)

Definice. Funkci D, definovanou predpisem

1 jestlize x €

Da) = § - Itz T €

0 jestlize z € R\ Q,
nazyvame Dirichletovou funkci.
Priklad. Dokazte, ze Dirichletova funkce nema limitu v zddném bodé, a tedy neni v zadném bodé
Spojita.
Definice. Funkci R, definovanou predpisem

jestlize x € Q, x = 23, p € Z\ {0}, g € N nesoudélna,
jestlize z € R\ Q,

jestlize x = 0,

R(z) =

= O Q-

nazyvame Riemannovou funkci.

Piiklad. Dokazte, Ze Riemannova funkce spliuje lim,_,. R(x) = 0 pro kazdé ¢ € R, a tedy je
spojita v kazdém bodé ¢ € R\ Q.

4.2. Véty o limitach.

Vé&ta 4.3 (Heineova véta). Necht'c € R*, A € R* a funkce f je definovdna na néjakém prstencovém
okoli bodu c. Potom lim,_,. f(x) = A prdvé tehdy, kdyZ pro kaZdou posloupnost {x,} spliugici
(a) Vn € N: z, € D(f),
(b) Yn € N: z, # ¢,
(¢) limy, 00 2 = ¢,
plati lim, o f(x,) = A.
Véta 4.4 (Heineova véta pro spojitost). Nechl ¢ € R a funkce f je definovdna na néjakém
okoli bodu c. Potom je f spojitd v bodé ¢ pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {x,} spliiujict
2y € D(f) pro vsechna n € N a lim,_, o0 , = ¢ plati lim, o f(2,) = f(c).
Vé&ta 4.5 (limita slozené funkce). Necht c, D, A € R*. Necht funkce f a g spliiujilim, . g(x) = D
alimy_,p f(y) = A. Necht plati alespori jedna z podminek
(P) existuje n € R, n > 0, takové, Ze pro kazdé x € P(c,n) plati g(x) # D,
(S) f je spojitd v bodé D.
Potom plati
lim (f(g(x)) = A.
r—c

Poznamka. Je-li bod D nevlastni, pak je podminka (P) automaticky splnéna.

Véta 4.6 (aritmetika limit funkci). Necht ¢ € R*, A € R* a B € R*. Necht f a g jsou funkce a
plati lim, . f(x) = A a lim, . g(x) = B. Potom

(a) limg—.(f(z) + g(x)) = A+ B, je-li vgraz na pravé strané definovdn,

(b) limg.(f(z)g(x)) = AB, je-li vijraz na pravé strané definovdn,

(¢) limg,_,. ggi; = %, je-li vyraz na pravé strané definovdn.




konec 18. pfednasky (06.12.2018)

Véta 4.7 (limita funkce a usporadani). Necht ¢, A1, Ay € R*, f, g jsou funkce, lim,_,. f(x) = Ay
alimg . g(x) = As.

(a) Jestlize Ay > Ag, potom existuje 6 € R, 6 > 0, takové, Ze pro kazZdé x € P(c,d) plati
f(x) > g().

(b) Jestlize existuje 6 € R, § > 0, takové, Ze pro kazdé x € P(c,d) plati f(x) < g(z), potom
A < As.

Poznamka. Necht ¢ € R* a f je funkce. Jestlize lim,_,. f(z) # 0, pak existuje 6 € R, § > 0,
takové, Ze pro kazdé x € P(c,d) plati f(z) # 0.

Véta 4.8 (spojitost a aritmetické operace). Necht ¢ € R a necht jsou funkce f a g spojité v bodé
c. Potom jsou funkce f+g a fg spojité v bodé c. Je-li navic g(c) # 0, pak také funkce 5 je spojitd
v bodé€ c.

Véta 4.9 (o dvou straznicich pro funkce). Necht ¢, A € R* a necht f,g,h jsou funkce. Necht
limg . f(z) = lim, . g(x) = A. Jestlize existuje 6 € R, § > 0, takové, Ze platiVz € P(c,d): f(z) <
h(z) < g(x), potom ezxistuje lim,_,. h(z) a rovnd se A.
Véta 4.10 (o andélovi pro funkce). Necht ¢ € R* a f,h jsou funkce. Necht existuje § € R, § > 0,
takové, Ze plati

Vz € P(c,0): f(z) < h(x).
Necht lim, . f(x) = co. Potom lim,_,. g(x) = co.
Vé&ta 4.11 (o dablovi pro funkce). Necht ¢ € R* a g, h jsou funkce. Necht existuje § € R, § > 0,
takové, Ze plati

Va € P(c,0): h(z) < g(x).
Necht lim, . g(x) = —co. Potom lim,_,. h(z) = —oo.

Véta 4.12 (nevlastni limita podilu pro funkce). Necht A,c € R*, A > 0, f,g jsou funkce,
lim, . g(x) =0 alim,. f(z) = A. Jestlize existuje § € R, 6 > 0, takové, Ze Vx € P(c,9): g(x) >
0, potom lim,_,. % = 0.

Definice. Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, 7e f je

e neklesajici na M, jestlize pro kazda x,y € M, x < y, plati f(x) < f(y),
rostouci na M jestlize pro kazda x,y € M, z < y, plati f(z) < f(y),
nerostouci na M jestlize pro kazda x,y € M, x < y, plati f(x) > f(y),
klesajici na M, jestlize pro kazda z,y € M, = < y, plati f(z) > f(y),
monoténni na M, jestlize je neklesajici na M nebo nerostouci na M,
ryze monoténni na M, jestlize je rostouci na M, nebo klesajici na M.

Véta 4.13 (limita monoténni funkce). Necht a,b € R*, a < b. Nechl funkce f je monoténni na
(a,b). Potom existuji lim, o, f(x) alim,_y_ f(x), pFicemZ plati:
e je-li f na (a,b) neklesajici, pak

Jm f(z) =nf{f(z);z € (a,0)},  lim f(z) =sup{f(z);x € (a,b)},
e je-li f na (a,b) nerostouct, pak
lim f(z) =sup{f(z);z € (a,0)},  lim f(z) =inf{f(z);z & (a,b)}.

T—ra4

Definice. Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, 7e f je
e shora omezena na M, jestlize IK e RVe € M: f(z) < K,
e zdola omezena na M, jestlize 3K e RVz € M: f(z) > K,
e omezena na M, jestlize 3K e RVx € M: |f(z)| < K.

Véta 4.14 (vlastni limita funkce a omezenost). Necht ¢ € R*, f je funkce a existuje vlastni
lim, . f(x). Potom existuje 6 € R, § > 0, takové, Ze f je na P(c,d) omezend.



4.3. Elementarni funkce.

Definice. Exponencialni funkce je definovana predpisem

o0
exp(z) = Z

Funkce logaritmus je definovana predpisem log = exp™
Pro kazdé a € (0,00) a b € R je vyraz a® definovan predpisem

a® = exp(blog(a)).

1
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Véta 4.15 (zékladni vlastnosti exponencialni funkce). Funkce exp je dobre definovand a spliiuje

(E1) Va,y € R: exp(z +y) = exp(x) - exp(y),
(E2) lim &R@=1 _ 1
z—0 x
Poznamka. Funkce exp je rostouci na R a splituje exp(0) = 1 a exp(1l) = e. Pro kazdé z € R
plati exp(z) = e” a exp(z) = lim, 00 (1 4+ £)™.

Definice. Rekneme, Ze funkce f je

e licha, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a f(—z) = —f(x),

e suda, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —z € D(f) a f(—z) = (3’3),

e periodicka s periodou a € R, a > 0, jestlize pro kazdé x € D(f) plati z + a € D(f),
z—aeD(f)a fl@+a)= flx—a) = f(x)

Definice. Funkce sinus a kosinus zna¢ime sin a cos a definujeme predpisy

)
x2n+1

3 _ n
sine = ngo(—l) i) pro z € R,
0 72n
cosx = nz:%(—l)” )] pro z € R.

Véta 4.16 (zakladni vlastnosti sinu a kosinu). Funkce sinus a kosinus jsou dobre definované a
plati:

S1) Va,y € R: sin(x 4 y) = sinz cosy + cos xsiny,

) Va,y € R: cos(z +y) = cosxcosy —sinzsiny,

) sin(0) = 0 a existuje kladné cislo m takové, Ze sin(%) = 1 a sin je rostouci na [0, 5],

) sin je lichd funkce a cos je sudd funkce,

) llm Slle — 1

z—=0 T

Definice. Funkce tangens a kotangens znacime tg a cotg a definujeme predpisy

tgxr = Sy proz € R\ {Z + km;k € Z},
cos T

cotgx = Cf)ﬁ pro z € R\ {km; k € Z}.
sin

Funkce sin, cos, tg a cotg nazyvidme goniometrickymi funkcemi.



Definice. Cyklometrické funkce arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a arkuskotan-
gens znadime arcsin, arccos, arctg a arccotg a definujeme predpisy

-1
arcsin = (sin -z 1]) )
272

arccos = (cos |[o,7r]) ,
-1
arctg = (tg |(_%7%)) ,

arccotg = (cotg |(0,,r))71 .
4.4. Funkce spojité na intervalu.

Definice. Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli interval, ktery obsahuje nekone¢né
mnoho bodi). Rekneme, Ze funkce f: J — R je spojita na intervalu J, jestlize plati:

e f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J, pokud je tento prvkem .J,
e f je spojita zleva v pravém krajnim bodé intervalu J, pokud je tento prvkem .J,
e f je spojitda v kazdém vnitinim bodé J.

Véta 4.17 (Bolzanova véta o nabyvani mezihodnot). Necht a,b € R, a < b, funkce f je spojitd
na intervalu [a,b] a plati f(a) > f(b). Potom pro kazdé y € (f(b), f(a)) existuje ¢ € (a,b) takové,
Ze f(c) =y.

Poznamka. Tvrzeni Véty 4.17 plati i v pFipads, kdy f(a) < f(b).

Vé&ta 4.18 (zobrazeni intervalu spojitou funkef). Necht J je interval. Necht funkce f: J — R je
spojitd na intervalu J. Potom je mnoZina f(J) interval.
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Definice. Necht f je funkce, M C D(f) a © € M. Rekneme, Ze f nabyva v bodé z maxima
(minima) na M, jestlize plati

VyeM: f(y) < flx) (VyeM: f(y)= f(x)).
Bod z pak nazyvime bodem maxima (bodem minima) funkce f na M.

Lemma (o konvergenci k supremu). Necht M C R je neprdzdnd mnoZina a G = sup M. Potom
existuje posloupnost {x,} proki M spliugici limz, = G.

Véta 4.19 (existence extrémil). Necht a,b € R,a < b, a f je funkce spojitd na intervalu [a,b].
Potom f nabgvd na [a,b] svého mazima i minima.
Véta 4.20 (vztah spojitosti a omezenosti). Necht'a,b € R,a < b, a f je funkce spojitd na intervalu
[a,b]. Potom je f na [a,b] omezend.
Vé&ta 4.21 (spojitost inverzni funkee). Necht f je spojitd a rostouct (klesajici) funkce na intervalu
J. Potom funkce f= je spojitd a rostouci (klesajici) na intervalu f(J).

5. DERIVACE
5.1. Zakladni vlastnosti.

Definice. Necht a € R a f je funkce. Jestlize existuje limita

i L@ 1) f(a)
h—0 h

)

pak tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé& a a znac¢ime ji f'(a). Obdobné definujeme
derivaci zprava a derivaci zleva funkce f v bodé a predpisy

fi(a) = lim flath) - f(a) f'(a) = lim w.

h—0+ h h—0—



Poznamky. (a) Mohou nastat tyto pripady:

neexistuje,
derivace funkce f v bodé a vlastni, tj. je rovna realnému ¢islu,

existuje a je U
nevlastni, tj. je rovna oo nebo —oo.

(b) Plati
f/(a) — lim f((E) — f(a),
Tr—a Tr—aQa
mé-li alespon jedna ze stran rovnosti smysl. Obdobné rovnosti plati pro jednostranné derivace.
(c) Jestlize existuje f’(a) (vlastni nebo nevlastni), pak existuje okoli bodu a, na némz je funkce f
definovana. Obdobné tvrzeni plati pro jednostranné derivace.
(d) Derivace funkce f v bodé a € R existuje pravé tehdy, kdyz v a existuje derivace zprava

i zleva a rovnaji se.
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Znaéeni. Necht M C R, f: M — R, a pro kazdé x € M existuje vlastni f'(a). Potom definujeme
zobrazeni f': M — R predpisem f': z — f'(z).

Priklad. Necht c € R, f(z) = ¢, z € R, a a € R. Spoc¢téte f’(a), pokud existuje.
Piriklad. Necht n € N, f(z) = 2",z € R, a a € R. Spoctéte f’'(a), pokud existuje.
Piiklad. Necht f(z) = |z|, = € R. Spoctéte f/(0), pokud existuje.
Priklad. Spoctéte sign’(0), pokud existuje.
Vé&ta 5.1 (vztah derivace a spojitosti). Necht f je funkce, a € R a exzistuje vlastni f'(a). Potom
je f v bodé a spojitd.
Vé&ta 5.2 (aritmetika derivaci). Necht a € R, f a g jsou funkce a existuji f'(a) a ¢'(a).

(a) Plati

(f +9)'(a) = f'(a) + ¢'(a),

je-li vjraz na pravé stran€ definovdn.
(b) Jestlize je alesponi jedna z funkci f, g spojitd v bod€¢ a, pak

(f9)'(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a),

je-li vyraz na pravé strané definovdn.
(¢c) Jestlize je funkce g spojitd v bodé a a navic g(a) # 0, pak
1\ | _ fla)gla) = f(a)g'(a)
(5) o= H TR,

je-li vyraz na pravé stran€ definovdn.

Poznamka. Predpoklady Véty 5.2 neni moZné vynechat. Necht

o) = {signx, x #0, o(z) = {Signx, x #0,

3 _ 1 _
7 x—O, bR x=0.

Potom f/(0) = o0, ¢’'(0) = —o0, ale (f + ¢)’(0) neexistuje. Ani (fg)’(0) neexistuje, pfestoZe vyraz
£ (0)g(0) + f(0)g’(0) je definovan.
Véta 5.3 (derivace sloZzené funkce). Necht a € R, f, g jsou funkce, g je spojitd v bodé a a existugi
g'(a) a f'(g(a)). Potom plati

(fog9)(a) = f(g(a))d (a),

je-li vjraz na pravé strané definovdn.
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Poznamka. Predpoklad spojitosti vnitini funkce ve V&té 5.3 nelze vynechat. Polozme f(y) = |y|

proy € R a
signz, = #0,
g(x) =

-3 x = 0.
Potom (f o ¢)'(0) neexistuje, ale vyraz f’ (g(0)) ¢’(0) je definovan.
Znaceni. Necht J je interval. Potom symbolem Int J zna¢ime mnoZinu vSech vnit¥nich bodu J.

Vé&ta 5.4 (derivace inverzni funkce). Necht J je interval, a € Int J, f je ryze monoténni a spojitd
funkce na J a existuje f'(a). Oznacme b= f(a).

(a) Jestlize f'(a) # 0, potom (f~1)'(b) = %
(b) Jestlize f'(a) =0 a f je rostouci, potom (f~1)'(b) = oo.
(c) Jestlize f'(a) =0 a f je klesagici, potom (f~1) (b) = —cc.
Poznamka. e exp’(x) = exp(x) pro kazdé © € R,
e log'(z) = L pro kazdé z € (0, 0),

x

e sin’(z) = cos(z) pro kazdé z € R,

e cos'(xz) = —sin(z) pro kazdé = € R,

o tg'(z) = m pro kazdé x € R\ {§ + km, k € Z},
e cotg'(z) = ﬁ pro kazdé x € R\ {kr, k € Z},

e arcsin’(z) = ﬁ pro kazdé z € (—1,1),

/

e arccos’(z) = ﬁ pro kazdé x € (—1,1),
e arctg’(z) = H-% pro kazdé x € R,

e arccotg’(z) = pro kazdé x € R.

=1
1422
Definice. Necht f je funkce, M C D(f) a a € M. Rekneme, Ze f nabyva v bodé a lokalniho ma-
xima (lokalniho minima, ostrého lokdlniho maxima, ostrého lokdlniho minima) vzhle-
dem k M, jestlize existuje 6 € R, § > 0, takové, Ze pro kazdé y € B(a,d) N M plati f(y) < f(a)
(fly) > f(a), f(y) < f(a), f(y) > f(a)). Bodem (ostrého) lokdlniho extrému budeme rozumét
bod (ostrého) lokalniho maxima ¢ minima. Neni-li specifikovana mnozina M, pak jsou vSechny
extrémy funkce uvazovany vzhledem k jejimu defini¢nimu oboru.

Véta 5.5 (nutna podminka existence extrému). Necht f je funkce, a je bodem lokdlniho extrému
f a existuje f'(a). Potom f'(a) =0.

5.2. Véty o stfedni hodnoté.

Vé&ta 5.6 (Rolleova véta). Necht a,b € R, a < b, f je funkce spojitd na [a,b], f(a) = f(b) a pro
kazdé x € (a,b) existuje f'(x). Potom existuje ¢ € (a,b) takové, Ze f'(c) = 0.

Vé&ta 5.7 (Lagrangeova véta). Necht a,b € R, a < b, f je funkce spojitd na [a,b] a pro kaZdé
x € (a,b) existuje f'(x). Potom existuje ¢ € (a,b) takové, Ze

fI(C) _ f(bi : ﬁ(a)
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Véta 5.8 (Cauchyova véta). Necht a,b € R, a < b, f,g jsou funkce spojité na [a,b], pro kaZdé
x € (a,b) existugi f'(x) a g'(x) a pro kazdé x € (a,b) je ¢’ (x) viastni a nenulovd. Potom g(a) # g(b)
a existuje ¢ € (a,b) takové, Ze




Véta 5.9 (vztah derivace a monotonie). Nechl J je interval, f je funkce spojitd na J a pro kazdé
x € Int J plati f'(x) > 0 (f'(x) >0, f'(z) <0, f'(x) < 0). Potom je [ rostouci (neklesajici,
klesagict, nerostouct) na J.

(=)

Véta 5.10 (L’Hospitalova pravidla). Nechta € RU{—o0}, f, g jsou funkce a existuje lim,_, 4 T

Predpokldadejme, Ze bud lim, o+ f(x) = lim,_ 44 g(z) = 0, nebo lim, 4 |g(x)| = co. Potom

f@) _ o 1)

x—1>rtI11+ g(x) - ac—1>r£l+ g'(x) ’

Poznamka. Obdobné tvrzeni jako ve Vété 5.10 plati i pro limitu zleva, a tedy i pro limitu.

z—sinx

Priklad. Spoctéte limg, o “=—5*.

2z41 2

Poznamka. Predpoklady Véty 5.10 nelze vynechat, napiiklad lim,.o 557 # 3.

Véta 5.11 (o limité derivaci). Necht a € R, f je funkce spojitd zprava v a, existuje limg_q, f'(x)
a f je spojitd zprava v a. Potom existuje f' (a) a plati f (a) = lim, 4, f'(z).

Poznamka. Obdobné tvrzeni jako ve V&té 5.11 plati i pro derivaci zleva, a tedy i pro derivaci.

Poznamka. Predpoklad spojitosti ve V&té 5.11 nelze vynechat. Naptiklad lim, o, sign’(z) = 0,
ale sign’, (0) = oo.

5.3. Konvexni a konkavni funkce, inflexni body.

Definice. Necht J je interval, f je funkce a J C D(f). Rekneme, 7e f je

e konvexni na J, jestlize
Vo,y € JYAE(0,1]: fhx+ (1= A)y) < Af(x) + (1= A)f(y),
e konkavni na J, jestlize
v,y e JVAE[0,1]: f(Az+ (1= A)y) = Af(z) + (1= A)f(y),
e ryze konvexni na J, jestlize
Ve,ye e Ay VA e (0,1): fOAz+ (1 —=XNy) < Af(z)+ 1 —=N)f(y),
e ryze konkavni na J, jestlize
Ve,ye e #y VA e (0,1): fAz+ (1 —=Ny) > Af(z)+ 1 =N f(y).

Lemma (ekvivalentni podminky pro konvexitu). Necht J je interval, f je funkce a J C D(f).
Pak jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni:

(a) f je konvexni na J,
(b) Va,y,2€J, &<y <z f(yziﬁ(w) < f(zz:ﬁ(z),
() Va,y,2€J, & <y < z: f(y;:gJ;(z) < f(zi:i(y)_

Obdobnd tvrzeni plati pro konkduni, ryze konvexni a ryze konkdvni funkce.

Véta 5.12 (konvexita a jednostranné derivace). Necht J je interval a f je konvexni funkce na J.
Potom pro kazdé a € Int J existuji vlastni f! (a), f.(a) a plati f’ (a) < f (a).

Vé&ta 5.13 (konvexita a spojitost). Necht J je interval a f je konvexni funkce na J. Potom pro
kazdé a € Int J je f spojitd v a.
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Definice. Necht f je funkce a a € R. Druhou derivaci f v a nazyvame hodnotu
! !
" 1 f(a+h)_f(a)
f (a) - }{14% h 9
pokud limita existuje. Jestlize M C R a pro kazdé x € M existuje vlastni f”(z), potom definujeme
zobrazeni f”: M — R predpisem f”: z — f”(x). Obdobné pro n € N definujeme n-tou derivaci
funkce f (obvykle znacime f(™)).

Vé&ta 5.14 (druha derivace a konvexita). Necht J je interval, f je spojitd funkce na J a [ je
spojitd na Int J. Jestlize [ je rostouct (klesajici, neklesajici, nerostouct) na Int J, potom je f ryze
konvexni (ryze konkdvni, konvexnt, konkdvni) na J. Specidlné jestlize pro kaZdé x € IntJ plati
f(x) >0 (f"(x) <0, f"(£) >0, f"(x) <0) na IntJ, potom je [ ryze konvexni (ryze konkdund,
konvexni, konkduvni) na J.

Definice. Necht f je funkce a a € R. Rekneme, 7e a je inflexni bod f, jestlize existuje vlastni
f'(a) a existuje § € R,§ > 0, takové, ze bud

Vz € P_(a,0): f(z) > f(a) + f'(a)(z — a) & Vo € P(a,d): f(x) < f(a) + f'(a)(z — a),
nebo
Vo € P_(a,0): f(z) < f(a)+ f'(a)(z — a) & Yz € Py(a,6): f(x) > f(a)+ f'(a)(z — a).

Véta 5.15 (nutna podminka pro inflexi). Necht f je funkce, a € R, ezistuje f"(a) a f"(a) # 0.
Potom a nent inflexnim bodem f.

Poznamka. Tvrzeni Véty 5.15 nelze obratit. Polozme f(x) = 2%, z € R. Potom f”(0) = 0, ale 0
neni inflexnim bodem f.

Vé&ta 5.16 (postacujici podminka pro inflexi). Necht a,b € R*, a < b, ¢ € (a,b), f je funkce, [’
je spojitd na (a,b) a plati bud

Vz € (a,c): f"(z) >0 & Vz € (¢,b): f"(z) <0,

nebo
Vz € (a,c): f"(z) <0 & Vz € (¢,b): f"(z) > 0.

Potom c je inflexnim bodem f.

Definice. Necht a,b € R a f je funkce. Rekneme, 7e f mé v oo asymptotu az + b, jestlize
Ihﬁrgo(f(:c) —azx —b) =0.

Obdobné definujeme asymptotu v —oc.

Véta 5.17 (tvar asymptoty). Necht a,b € R a f je funkce. Potom f md asymptotu ax + b v 00
pravé tehdy, kdyz

im 2% 0 & lim (f(2) — az) = b.

r—oo I T—00
Obdobné tvrzeni plati pro asymptotu v —oo.
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