Cviceni z NSTP129
Nahodna velicina — Diskrétni rozdéleni

27.10. 2011

1. V penézence mate dvé papirové padesatikoruny, jednu stokorunovou a jednu dvousetkoru-
novou bankovku. Zlodéj Vam z penézenky ndhodné vybere dvé bankovky. Oznaéme jako X
nahodnou veli¢inu, ktera udava, o kolik penéz jste prave prisli.

(a) Urcete rozdéleni X a spoctéte Vasi ocekdvanou ztratu.

(b) Nakreslete distribuéni funkei veli¢iny X. Pfipomente obecné vlastnosti distribuéni funk-
ce.

(c) Urcete a nakreslete kvantilovou funkci veli¢iny X.

(d) Zlodéj nasledné zaplati 100 K¢ za Spatné parkovani a doma mu manzelka zabavi ¢tyfi
pétiny z toho, co donese. Oznaéme jako Y veli¢inu udavajici ¢astku, kterd zlodéjovi po
tom vsem zustane. Uréete rozdéleni a otekdvanou hodnotu Y.

(e) Urcete rozptyl veliciny Y.

(f) S jakou pravdépodobnosti si bude zlodéj moci vecer v hospodé koupit jedno pivo za
21 Ke?

2. Test obsahuje n otazek, ke kazdé z nich jsou uvedeny 4 moznosti a, b, ¢, d. U kazdé otazky je
praveé jedna odpovéd spravna. Predpoklddejme, Ze student zaskrtéava odpovédi zcela ndhodné.
Ozna¢me X pocet spravné zodpovézenych otazek.

(a) Odvod'te rozdéleni veli¢iny X. Jak se toto rozdéleni nazyv4?

(b) Jaky je stfedni (o¢ekdvany) pocet spradvné zpodpovézenych otézek?

(c) Jaky je rozptyl poc¢tu spravné zpodpovézenych otazek?

(d) Jaka je pravdépodobnost, ze student zodpovi alespon 1 otdzku spravné?

3. Veli¢ina X urcuje pocet prichozich hovort na policejni stanici za jednu hodinu. Lze predpokla-
dat, Ze na stanici ptijde pravé k hovoru s pravdépodobnosti )\ke_)‘/kz! prok=20,1,2,..., kde
A> 0.

(a) Oveite, ze se jednd o pravdépodobnosti rozdéleni. Jak se toto rozdéleni nazyva?

(b) Vypocitejte otekavany pocet piichozich hovoru za jednu hodinu. (Vyuzijte momentovou
vytvorujici funkei).

Na rozmysleni:

— Jaky je vztah mezi rozdélenimi z prikladu 2 a 3¢ (Pripomernite si schémata z 1.cvicend.)

— Vrafte se k prikladu se samickou z minulého cviceni: Jaky je ocekdvany pocet narozenijch
jedincu, vime-li, Ze samicka snesla prdvé n vajicek? Jaky je océekdvany pocet narozengch
jedinci (bez znalosti poctu vajicek)? Jakd je stredni hodnota poctu nakladenych vajicek, jestlize
se narodilo pravé k jedincu?

4. Uvazujme loterii, ve které je kazdy stiraci los vyherni s pravdépodobnosti p a nevyherni
s pravdépodobnosti 1 — p, kde p € (0,1). Pfedpokladejme, ze jsme se rozhodli kupovat losy,
dokud nevyhrajeme (a pak uz zadné dalsi nekoupime).

(a) Urcete rozdéleni a oc¢ekdvany pocet zakoupenych nevyhernich lost.



(b) Predpokladejme, ze vyhra v dané loterii je 100000 K¢ a jeden los stoji 100 Ké. Jaké
musi byt alespon p, aby se ndm cela nasSe strategie vyplatila? Spocitejte ocekavany zisk,
je-li vyherni vzdy jeden los ze sta.

5. Viz piiklad 4 z minulého cvi¢eni (hazeni kostkou K—F—C). Jaky je otekdvany pocet Cyri-
lovych hodu kostkou?

6. Diskrétni ndhodna velicina X nabyva pouze hodnot 1,2,...,n, a to s pravdépodobnostmi
P(X =k)=c-kprok=1,...,n. Urcete konstantu ¢ > 0 tak, aby se jednalo o pravdépodob-
nostni rozdéleni, a stfedni hodnotu EX.



Opakovani z prednasky

Nadhodn4 veli¢ina X je méritelné zobrazeni (funkce) z prostoru (2, 4) do (R, B).

e Distribuéni funkce je funkce redlné proménné x € R definovana jako F(z) = P(X < x).
Distribuéni funkce jednoznacné urcuje rozdéleni veli¢iny X!

e Stfedni hodnota veli¢iny X je definovana jako EX = [, X(w) dP(w). Vyjadiuje ,ocekava-
nou hodnotu“ veli¢iny X.

e Rozptyl veliciny X je dén jako Var X = E(X — EX)2 = EX? — (EX)? (jestlize EX a EX?
existuji). Rozptyl je vzdy nezaporné cislo!

o Jestlize a,b € R a X je ndhodnd veli¢ina, pak plati
E(a+bX)=a+bEX, Var(a+bX)="0*VarX.
e Kvantilova funkce je definovana jako
Flu)=inf{z €R: F(z)>u} pro uc(0,1).
Hodnoty kvantilové funkce se nazyvaji kvantily. Specidlné, F~1(1/2) se nazyva median.

Diskrétni rozdéleni: Nabyva-li ndhodnd veli¢ina X s kladnou pravdépodobnosti nejvyse spo-
¢etné mnoha (tj. koneéné nebo spocetné) hodnot x1, xa, ..., fikdme, ze ma diskrétni rozdéleni.

e Rozdéleni X je charakterizovano pravdépodobnostmi py = P(X = i), k = 1,2,... a plati
Zk pr =1

e Distribucni funkce je po ¢astech konstantni, skokovitd se skoky o velikosti pp v bodech
T

e Stfedni hodnota X se spocitd jako
EX =) wP(X =a2x) = awpp  (existuje-li).
k k

Stiredni hodnota ndhodné veliciny Y = h(X ) se spocita jako
EY = ER(X Z h(zk)P(X = ap) = Z h(zk)pr  (existuje-li),
k

nebo piimo z rozdéleni Y jako EY = Zy yP(Y =vy).
Rozptyl X spocteme tedy jako

2
Var X = EX? — (EX)? =Y 2jP(X = ) <Z TP (X ) .
k

e Je-li X celociselnd ndhodna veli¢ina nabyvajici hodnot 0,1,2,... s pravdépodobnostmi
o, P1, P2, - - -, pak definujeme vytvorujici funkci P jako

= EtX = Zt"f =k) =Y t"p.
k=0
Potom plati
EX = P'(1),
Var X = P"(1) + P'(1) — (P'(1))?,
(Pfipadné bereme namisto P’(1) limitu P’(1—) apod).



