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Dáno v Karĺıně dne 7. ledna 2014



1 Náhodný výběr

1.1 Definice náhodného výběru

Definice 1.1. PosloupnostX1,X2, . . . ,Xn nezávislých stejně rozdělených náhodných
veličin, z nichž každá má distribučńı funkci F0, nazýváme náhodný výběr z rozděleńı
F0.∗ Konstantu n nazýváme rozsah výběru.†

Prvky náhodného výběru mohou být reálné náhodné veličiny i náhodné vektory.
Můžeme je nazývat

”
pozorováńı“ nebo

”
data“. Pro označeńı náhodného výběru

jako celku budeme občas použ́ıvat značeńı X.

Poznámka. Distribučńı funkci F0, z ńıž pozorováńı X1,X2, . . . ,Xn pocházej́ı,
neznáme. Chceme použ́ıt pozorováńı k tomu, abychom se o F0 něco potřebného
dozvěděli. O distribučńı funkci F0 předpokládáme, že patř́ı do nějaké množiny
rozděleńı F , které ř́ıkáme model.

Definice 1.2. Modelem for pozorováńı X1,X2, . . . ,Xn rozumı́me předem stano-
venou množinu rozděleńı F , do ńıž patř́ı neznámé rozděleńı F0.

Poznámka. O rozděleńı F0 se potřebujeme dozvědět jeho charakteristiky, které
nazýváme parametry. Jedná se o nějakou konstantu (nebo vektor konstant) θ0 ∈
Rk, kterou bychom uměli zjistit, kdybychom znali F0. Parametr tedy můžeme
obecně zapsat ve tvaru θ0 ≡ t(F0), kde t je nějaký funkcionál.

Př́ıklady (Typy model̊u pro reálné náhodné veličiny).
1. Model F může být množina všech [diskrétńıch, spojitých] rozděleńı na R

s konečnou středńı hodnotou [s konečným rozptylem]. Hledané parametry
mohou být např. EXi, varXi, P [X ≤ x] ≡ F0(x), F−1

0 (α). Takový model
nazýváme neparametrický, nebot’ neńı možné popsat všechna rozděleńı v F
pomoćı konečně mnoha parametr̊u. Symbolem Θ označujeme množinu všech
př́ıpustných hodnot parametru θ ≡ t(F ) : F ∈ F .

2. Model F může být množina všech rozděleńı s hustotami tvaru f(x;θ) pro θ ∈
Θ ⊆ Rk, kde f(·; ·) je známá funkce a θ je neznámá konstanta (např. všechna
exponenciálńı, normálńı, geometrická rozděleńı). Tyto modely nazýváme
parametrické. V parametrickém modelu lze jakékoli jiné parametry vždy
vyjádřit jako funkce složek θ.

∗ Angl. random sample from distribution F0
† Angl. sample size

3



1 Náhodný výběr

Př́ıklady (Parametrické modely).
• F = {N(µ, σ2

0), µ ∈ R, σ2
0 pevně dáno}; θ = µ, Θ = R.

• F = {N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 ∈ R+}; θ = (µ, σ2)T, Θ = R× R+.
• F = {Exp(λ), λ ∈ R+}; θ = λ, Θ = R+.
• F = {Alt(p), p ∈ (0, 1)}; θ = p, Θ = (0, 1).

Poznámka. Model F a parametr θ, který nás zaj́ımá, voĺıme sami. Model vy-
jadřuje naši apriorńı (na datech nezávislou) představu o rozděleńı pozorovaných
veličin. Volba parametru záviśı na otázce, kterou se snaž́ıme zodpovědět pomoćı
statistické analýzy. Volba modelu a parametru ovlivňuje výběr metody pro analýzu
dat (a jej́ı výsledky).

1.2 Statistiky

Statistická analýza postupuje tak, že se z náhodného výběru poč́ıtaj́ı veličiny, které
obsahuj́ı informaci o požadovaných parametrech, a ty se dále zpracovávaj́ı. Těmto
veličinám se ř́ıká statistiky. Uvažujme náhodný výběr X = (X1,X2, . . . ,Xn).

Definice 1.3. Pojmem statistika∗ nazýváme libovolnou měřitelnou funkci S(X)
pozorováńı z náhodného výběru. Statistika je náhodná veličina (náhodný vektor,
je-li v́ıcerozměrná).

Mezi nejčastěji použ́ıvané statistiky patř́ı výběrový pr̊uměr a výběrový rozptyl.
Uvažujme nyńı výběr reálných náhodných veličin, nikoli vektor̊u.

Definice 1.4.

(i) Veličina Xn = 1
n

∑n
i=1Xi se nazývá výběrový pr̊uměr † náhodného výběru

X = (X1, X2, . . . , Xn).

(ii) Veličina S2
n = 1

n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)2 se nazývá výběrový rozptyl ‡ náhodného

výběru X = (X1, X2, . . . , Xn).

Výběrový rozptyl nemá smysl poč́ıtat z jediného pozorováńı (n = 1); uvažujeme-
li výběrový rozptyl, automaticky předpokládáme, že n ≥ 2.

Vlastnosti výběrového pr̊uměru

Pracujme v širokém modelu F = L2 (všechna rozděleńı s konečnými druhými
momenty). Označme µ ≡ EXi a σ2 = varXi.

Věta 1.1 (Vlastnosti pr̊uměru). Necht’ varXi <∞. Pak plat́ı

∗ Angl. statistic † Angl. sample mean ‡ Angl. sample variance
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1 Náhodný výběr

(i) EXn = µ, varXn = σ2

n ;

(ii) Xn
P−→ µ;

(iii)
√
n(Xn − µ)

D−→ N(0, σ2).

Poznámka. Plat́ı-li předpoklad normálńıho rozděleńı, tj. F = {N(µ, σ2), µ ∈
R, σ2 ∈ R+}, lze body (i) a (iii) předchoźı věty ześılit na

√
n(Xn − µ) ∼ N(0, σ2) neboli Xn ∼ N

(
µ,
σ2

n

)
(1.1)

Vlastnosti výběrového rozptylu

Pracujme v širokém modelu F = L2 (všechna rozděleńı s konečnými druhými
momenty). Označme µ ≡ EXi a σ2 = varXi.

Poznámka. Výběrový rozptyl lze přepsat jako

S2
n =

n

n− 1

( 1

n

n∑
i=1

X2
i −X

2
n

)
. (1.2)

Pro výpočet je tento vzorec většinou výhodněǰśı než definice.

Věta 1.2 (Vlastnosti výběrového rozptylu).

(i) S2
n

P−→ σ2;

(ii) ES2
n = σ2;

(iii) Jestliže F = L4 (existuje konečný čtvrtý moment Xi), pak

√
n(S2

n − σ2)
D−→ N(0, σ4(γ2 − 1)),

kde γ2 je špičatost rozděleńı Xi.

(iv) Jestliže F = L4, pak

√
n

[(
Xn

S2
n

)
−
(
µ
σ2

)]
D−→ N2(0,Σ),

kde Σ =

(
σ2 σ3γ1

σ3γ1 σ4(γ2 − 1)

)
a γ1 je šikmost rozděleńı Xi.

Poznámka. Věta 1.2(iii) ř́ıká, že variabilita výběrového rozptylu asymptoticky
záviśı na špičatosti pozorováńı. Věta 1.2(iv) ř́ıká, že výběrový pr̊uměr a výběrový
rozptyl maj́ı asymptoticky sdružené normálńı rozděleńı. Jejich kovariance asympto-
ticky záviśı na šikmosti pozorováńı. Je-li šikmost nulová, výběrový pr̊uměr a
výběrový rozptyl jsou asymptoticky nezávislé.

5



1 Náhodný výběr

Nyńı přidáme předpoklad normálńıho rozděleńı, tj. budeme pracovat v menš́ım
modelu F = {N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 ∈ R+}.

Věta 1.3 (Vlastnosti výběrového rozptylu za normality). Necht’ Xi ∼ N(µ, σ2),
i = 1, . . . , n. Pak plat́ı

(i)
(n− 1)S2

n

σ2
∼ χ2

n−1 (1.3)

(ii) Xn a S2
n jsou nezávislé náhodné veličiny.

Poznámka. Pro velká n máme z definice χ2 rozděleńı a z centrálńı limitńı věty
χ2
n−1

·∼ N(n− 1, 2(n− 1)). Odtud a z (1.3) dostaneme pro velké n

(n−1)S2
n

σ2 − (n− 1)
√
n− 1

·∼ N(0, 2)

a nakonec √
n− 1

n

√
n(S2

n − σ2)
·∼ N(0, 2σ4).

Uvědomı́me-li si, že špičatost normálńıho rozděleńı je 3, vid́ıme, že tvrzeńı (i)
z věty 1.3 dává v podstatě stejný výsledek, jako tvrzeńı (iii) z věty 1.2. Věta 1.3(i)
udává přesné rozděleńı S2

n pro normálńı data, zat́ımco věta 1.2(iii) udává asympto-
tické rozděleńı S2

n pro normálńı i nenormálńı data,

Poznámka. Věta 1.3(ii) ř́ıká, že jsou-li data normálńı, Xn a S2
n jsou nezávislé

pro každé konečné n > 1.

Věta 1.4. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z libovolného rozděleńı se středńı
hodnotou µ a s konečným rozptylem σ2. Pak

T ≡
√
n
Xn − µ
Sn

D−→ N(0, 1).

Nyńı opět přidáme předpoklad normálńıho rozděleńı.

Věta 1.5 (o T statistice). Necht’X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı N(µ, σ2).
Pak

T ≡
√
n
Xn − µ
Sn

∼ tn−1.

Poznámka. Věta 1.5 udává přesné rozděleńı statistiky T pro normálńı data,
zat́ımco věta 1.4 udává asymptotické rozděleńı téže statistiky pro normálńı i ne-
normálńı data. Uvědomte si, že pro n → ∞ hustota tn−1 konverguje k hustotě
N(0, 1).
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1 Náhodný výběr

Nyńı budeme uvažovat dva nezávislé výběry ze dvou r̊uzných normálńıch rozděleńı.

Věta 1.6 (o F statistice). Necht’X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı N(µX , σ
2
X)

a Y1, . . . , Ym je náhodný výběr z rozděleńı N(µY , σ
2
Y ). Necht’ jsou vektory (X1, . . . , Xn)T

a (Y1, . . . , Ym)T nezávislé. Označme výběrové pr̊uměry obou výběr̊u Xn a Y m a
výběrové rozptyly S2

X = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)2 a S2

Y = 1
m−1

∑m
j=1(Yj − Y m)2. Pak

plat́ı
S2
X/σ

2
X

S2
Y /σ

2
Y

∼ Fn−1,m−1.

1.3 Uspǒrádaný náhodný výběr

Mějme náhodný výběr X1, . . . , Xn z jednorozměrného spojitého rozděleńı s dis-
tribučńı funkćı F a hustotou f vzhledem k Lebesgueově mı́̌re. Necht’ n ≥ 2. Je-
likož X1, . . . , Xn jsou nezávislé a maj́ı spojité rozděleńı, P [Xi = Xj ] = 0 pro každé
i 6= j.

Definice 1.5 (Uspořádaný náhodný výběr a pořad́ı).

(i) Seřad́ıme-li všechny náhodné veličiny X1, . . . , Xn od nejmenš́ı do největš́ı,
źıskáme uspořádaný náhodný výběr∗

X(1) < X(2) < · · · < X(n−1) < X(n).

SymbolemX(k) rozumı́me k-tou nejmenš́ı hodnotu mezi pozorováńımiX1, . . . , Xn;

nazýváme ji k-tá pořádková statistika†.

(ii) Pořad́ım‡ náhodné veličiny Xi ve výběru X1, . . . , Xn rozumı́me přirozené
č́ıslo Ri ∈ {1, . . . , n} takové, že Xi = X(Ri).

Poznámka.
(i) Hodnoty X1, . . . , Xn lze jednoznačně určit z n-tice pořádkových statistik a

n-tice pořad́ı.
(ii) Prvńı pořádková statistika je minimum, n-tá pořádková statistika je maxi-

mum všech veličin náhodného výběru.
(iii) Plat́ı Ri =

∑n
j=1 I〈0,∞)(Xi −Xj).

(iv) Pořádkové statistiky a pořad́ı jsou náhodné veličiny a též statistiky ve smyslu
definice 1.3.

Označme symbolem Pn množinu všech permutaćı posloupnosti (1, . . . , n). Tato
množina má n! prvk̊u.

∗ Angl. ordered random sample † Angl. order statistic ‡ Angl. rank
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1 Náhodný výběr

Věta 1.7. Sdružená hustota náhodného vektoru (X(1), . . . , X(n))
T vzhledem k

Lebesgueově mı́̌re jest

p(y1, . . . , yn) =

{
n!f(y1)f(y2) · · · f(yn) pokud y1 < · · · < yn,

0 jinak.

Poznámka. Náhodné veličiny X(1), . . . , X(n) nejsou nezávislé. Náhodné veličiny
R1, . . . , Rn nejsou nezávislé.

Věta 1.8. Distribučńı funkce k-té pořádkové statistiky jest

F(k)(x) = P
[
X(k) ≤ x

]
=

n∑
j=k

(
n

i

)
F i(x)[1− F (x)]n−i =

=
1

B(k, n− k + 1)

∫ F (x)

0
tk−1(1− t)n−kdt.

Důsledek.
• Maj́ı-liXi rovnoměrné rozděleńı na intervalu (0, 1), pakX(k) má beta rozděleńı

B(k, n− k + 1). Z toho plyne

EX(k) =
k

n+ 1
, varX(k) =

k(n− k + 1)

(n+ 2)(n+ 1)2
.

• Necht’ maj́ı Xi jakékoli spojité rozděleńı s ryze rostoućı distribučńı funkćı F .
Necht’ Z ∼ B(k, n−k+1). Pak P

[
X(k) ≤ x

]
= P [Z ≤ F (x)] = P

[
F−1(Z) ≤ x

]
,

tj. X(k) má stejné rozděleńı jako F−1(Z).

Věta 1.9. Hustota k-té pořádkové statistiky vzhledem k Lebesgueově mı́̌re jest

f(k)(x) = n

(
n− 1

k − 1

)
f(x)F k−1(x)[1− F (x)]n−k.

Věta 1.10. Náhodný vektor (R1, . . . , Rn)T nabývá všech hodnot na množině Pn,
přičemž každá z nich má pravděpodobnost 1/n!.

Věta 1.11. Plat́ı
(i) P [Ri = k] = 1

n pro všechna i, k ∈ {1, . . . , n}.
(ii) P [Ri = k,Rj = m] = 1

n(n−1) pro všechna i 6= j, k 6= m ∈ {1, . . . , n}.
(iii) ERi = n+1

2 , varRi = n2−1
12 pro všechna i ∈ {1, . . . , n}.

(iv) cov (Ri, Rj) = −n+1
12 pro všechna i 6= j ∈ {1, . . . , n}.
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2 Základy teorie odhadu

2.1 Bodový odhad

Definice bodového odhadu

Máme náhodný výběr X1,X2, . . . ,Xn, model F a parametr θ = t(F ) ∈ Rk pro
F ∈ F , který chceme v daném modelu odhadnout. Necht’ FX ∈ F je skutečné
rozděleńı náhodného vektoru Xi a θX ≡ t(FX) je skutečná hodnota hledaného
parametru.

Definice 2.1. Odhadem parametru θX ≡ t(FX) rozumı́me libovolnou měřitelnou
funkci dat θ̂n ≡ Tn(X) ≡ Tn(X1, . . . ,Xn).∗

Poznámka. Odhad je statistika ve smyslu definice 1.3.

Vlastnosti odhad̊u

Definice 2.2 (Nestrannost a konsistence).

1. Odhad θ̂n ≡ Tn(X) nazveme nestranným odhadem parametru θX právě
když E θ̂n = θX pro každé n.†

2. Odhad θ̂n ≡ Tn(X) nazveme konsistentńım odhadem parametru θX právě

když θ̂n
P−→ θX pro n→∞.‡

Poznámka.
• Nestrannost má platit pro každé n. Nestrannost nezaručuje, že se odhad

při zvětšuj́ıćım se rozsahu výběru přibližuje k hledanému parametru. Pro
některé modely neexistuj́ı rozumné (nebo v̊ubec žádné) nestranné odhady.

• Konsistence je asymptotická vlastnost, která nic neř́ıká o kvalitě odhadu při
konečném n. (Př́ıklad: θ̂n = 21.5 pro n ≤ 1010, θ̂n = Xn pro n > 1010 je
konsistentńı odhad θX = EXi.)

• Odhady, které nejsou nestranné, ale jsou konsistentńı, lze v praxi použ́ıvat
a často se s nimi setkáme. Odhady, které nejsou konsistentńı, lze považovat
za nevhodné.

∗ Angl. estimator, estimate † Angl. unbiased estimator ‡ Angl. consistent estimator
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2 Základy teorie odhadu

Př́ıklad.

1. Odhad θX = EXi v modelu F = {všechna rozděleńı s konečnou středńı
hodnotou }:

• Pr̊uměr Xn je nestranný a konsistentńı odhad θX [plyne z věty 1.1, (i)
a (ii)].

• Odhad θ̂n = X1 je nestranný odhad θX , ale neńı konsistentńı.

2. Odhad θX = varXi v modelu F = {všechna rozděleńı s konečným rozptylem }:
• Výběrový rozptyl S2

n je nestranný a konsistentńı odhad θX [plyne z
věty 1.2, (i) a (ii)].

• Odhad σ̂2
n = 1

n

∑n
i=1(Xi − Xn)2 je konsistentńı odhad θX , ale neńı

nestranný.

3. Odhad θX = P [Xi = 0] v modelu F = {Po(λ), λ > 0}:
• Odhad θ̂n = 1

n

∑n
i=1 I{0}(Xi) je nestranný a konsistentńı odhad θX .

• Odhad θ̃n =
(
n−1
n

)∑n
i=1Xi je také nestranný a konsistentńı odhad θX .

4. Odhad θX = e−2λX v modelu F = {Po(λ), λ > 0} pro n = 1:
Jediný nestranný odhad jest θ̂ = (−1)X1 , který ale nikdy nenabývá hodnoty
př́ıpustné pro e−2λX .

Definice 2.3 (Vychýleńı). Necht’ odhad θ̂n ≡ Tn(X) parametru θX má konečnou
středńı hodnotu. Rozd́ıl E (θ̂n − θX) nazýváme vychýleńım odhadu θ̂n.∗

Věta 2.1. Necht’ θ̂n je odhad parametru θX , pro nějž plat́ı E θ̂n → θX (vychýleńı
konverguje k nule) a var θ̂n → 0 pro n→∞. Pak je θ̂n konsistentńı odhad θX .

Definice 2.4 (Středńı čtvercová odchylka). Necht’ odhad θ̂n ≡ Tn(X) parametru
θX má konečný rozptyl. Výraz

MSE
θ̂n

= E (θ̂n − θX)⊗2

nazýváme středńı čtvercovou odchylkou odhadu θ̂n.†

Poznámka.
• Plat́ı: E (θ̂n − θX)⊗2 = var θ̂n + [E (θ̂n − θX)]⊗2.
• Středńı čtvercová odchylka MSE je jedno z nejobvykleǰśıch kritéríı pro po-

rovnáváńı odhad̊u. Máme-li několik r̊uzných odhad̊u téhož parametru v
tomtéž modelu, obvykle si vybereme si ten, který má nejmenš́ı MSE.

• MSE většinou nelze spoč́ıtat. Častěji se použ́ıvá asymptotická středńı čtvercová
odchylka AMSE, ale jej́ı definice je složitěǰśı a nebudeme ji zde uvádět.

Př́ıklad. Odhad σ2
X = varXi v modelu F = {N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 > 0}. Plat́ı:

MSES2
n
> MSEσ̂2

n
.

∗ Angl. bias † Angl. mean square error, MSE
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2 Základy teorie odhadu

2.2 Intervalový odhad

Definice

Definice 2.5. Interval B = Bn(X) ⊂ R se nazývá intervalový odhad parametru
θX ∈ R o spolehlivosti 1−α, právě když P [B 3 θX ] = 1−α. Interval B se nazývá
přiblǐzný (asymptotický) intervalový odhad parametru θX ∈ R o spolehlivosti 1−α,
právě když P [B 3 θX ]→ 1− α pro n→∞.

Poznámka.
• Interval B je náhodný (spoč́ıtaný z dat), zat́ımco parametr θX je pevný.

Výraz B 3 θX čteme
”
interval B pokrývá (skutečnou hodnotu) θX“.

• Intervalovému odhadu se běžně ř́ıká i jinak, např. interval spolehlivosti s
pravděpodobnost́ı pokryt́ı 1−α nebo (1−α)100-procentńı konfidenčńı interval
pro parametr θ.∗ Č́ıslo α ∈ (0, 1) je předem zvolené; obvykle se bere α = 0.05
a poč́ıtaj́ı se 95-tiprocentńı intervaly. Můžeme se však setkat i s intervaly,
jež maj́ı pokryt́ı 90 % či 99 %.

• Ne vždy je možné či vhodné poč́ıtat přesné intervaly spolehlivosti. Často
se spokojujeme s intervaly přibližnými, jejichž pokryt́ı se pro velké rozsahy
výběru bĺıž́ı k požadované hodnotě.

• Intervalové odhady zde definujeme pouze pro reálné parametry. Podobný
koncept však lze zavést i pro vektorové parametry; hledáme náhodnou množinu
B, která pokrývá skutečnou hodnotu se zadanou pravděpodobnost́ı. Této
množině pak ř́ıkáme region spolehlivosti. Tvar množiny B lze ale potom
volit mnoha r̊uznými zp̊usoby.

Poznámka. Rozeznáváme intervalové odhady oboustranné a jednostranné (levo-
a pravo-stranné).

• Interval tvaru (CL, CU ), kde CL a CU jsou dvě náhodné veličiny splňuj́ıćı
P [CL < CU ] = 1, CL > −∞ a CU < ∞, nazýváme oboustranný interval
spolehlivosti. Obvykle jej sestrojujeme tak, aby platilo (alespoň asympto-
ticky)

P [θX < CL] =
α

2
, P [θX > CL, θX < CU ] = 1− α, P [θX > CU ] =

α

2
.

• Interval tvaru (CL,∞) nazýváme levostranný interval spolehlivosti. Máme
P [CL < θX ] = 1− α.

• Interval tvaru (−∞, CU ) nazýváme pravostranný interval spolehlivosti. Máme
P [θX < CU ] = 1− α.

Př́ıklad (středńı hodnota normálńıho rozděleńı se známým rozptylem). Vezměme
si problém intervalového odhadu středńı hodnoty pro normálně rozdělená data se
známým rozptylem.

∗ Angl. confidence interval with coverage probability 1 − α
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2 Základy teorie odhadu

Data: X1, . . . , Xn ∼ FX
Model: FX ∈ F = {N(µ, σ2

X), µ ∈ R, σ2
X známo}

Odhadovaný parametr: θX = EXi ≡ µX
Postup:

1. Máme bodový odhad Xn, který je nestranný a konsistentńı pro µX . Vı́me,
že Xn ∼ N(µX , σ

2
X/n). Tud́ıž

√
n
Xn − µX

σX
∼ N(0, 1).

2. Vyjdeme z rovnosti

P
[
uα

2
<
√
n(Xn − µX)/σX < u1−α

2

]
= 1− α,

kde uα je α-kvantil normovaného normálńıho rozděleńı, a postupnými úpravami
(s využit́ım symetrie hustoty N(0, 1) kolem 0) dojdeme k

P
[
Xn − σXu1−α

2
/
√
n < µX < Xn + σXu1−α

2
/
√
n
]

= 1− α.

3. Źıskali jsme oboustranný interval spolehlivosti (CL, CU ). Jeho hranice jsou

CL = Xn −
σX√
n
u1−α

2
, CU = Xn +

σX√
n
u1−α

2
.

4. Jednostranný interval bychom źıskali drobnou modifikaćı kroku 2. Levostranný
interval vyjde (CL,∞), kde CL = Xn − σX√

n
u1−α. Pravostranný interval

vyjde (−∞, CU ), kde CU = Xn + σX√
n
u1−α. Jednostranné intervaly se od

oboustranného lǐśı hodnotou kvantilu normálńıho rozděleńı (použ́ıvaj́ı u1−α
namı́sto u1−α

2
).

Poznámka. Délka intervalu spolehlivosti záviśı na:
• počtu pozorováńı n,
• rozptylu dat σ2

X ,
• pravděpodobnosti pokryt́ı 1− α.

Př́ıklad. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı N(µX , σ
2
X), rozptyl σ2

X

známe. Kolik pozorováńı potřebujeme, aby délka intervalu spolehlivosti pro středńı
hodnotu µX nepřekročila stanovenou mez d > 0?

Máme 2u1−α/2σX/
√
n ≤ d. Tud́ıž potřebujeme alespoň 4u2

1−α/2σ
2
X/d

2 pozo-
rováńı.

Poznámka (transformace parametr̊u). Je-li (CL, CU ) interval spolehlivosti pro
parametr θX s pravděpodobnost́ı pokryt́ı 1−α a je-li ψ rostoućı reálná funkce, pak
(ψ(CL), ψ(CU )) je interval spolehlivosti pro parametr ψ(θX) s pravděpodobnost́ı
pokryt́ı 1− α.
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2 Základy teorie odhadu

Konstrukce intervalových odhad̊u

Necht’ X = (XT
1 , . . . ,X

T
n )T, kde X1,X2, . . . ,Xn je náhodný výběr z rozděleńı

FX ∈ F . Odhadujeme parametr θX = t(FX) ∈ R.
Intervalový odhad parametru θX můžeme sestrojit postupem, který si zde poṕı̌seme

(pro př́ıpad konstrukce oboustranných intervalových odhad̊u):

1. Nalezneme funkci ϕ(x, θX) takovou, že ϕ je prostá funkce θX pro každé x a
rozděleńı náhodné veličiny Zn ≡ ϕ(X, θX) je známé alespoň asymptoticky
(nezáviśı ani na θX ani na jiných neznámých parametrech). Náhodná veličina
Zn se nazývá pivotálńı statistika. Označ́ıme FZ distribučńı funkci Zn, cα =
F−1
Z (α) budiž α-kvantil rozděleńı FZ . Při konstrukci funkce ϕ můžeme vyj́ıt

např. z bodového odhadu parametru θX , jehož rozděleńı většinou známe
alespoň asymptoticky.

2. Zinvertujeme ϕ(x, θ) jakožto funkci argumentu θ při pevném x – necht’ exis-
tuje ϕ̄(x, z) taková, že ϕ(x, ϕ̄(x, z)) = z a ϕ̄(x, ϕ(x, θ)) = θ pro všechna x,
z a θ.

3. Máme P
[
cα/2 < Zn < c1−α/2

]
= 1−α. Aplikaćı funkce ϕ̄(x, ·) na obě nerov-

nosti (předpokládaje, že je rostoućı funkćı argumentu z) dostaneme

P
[
ϕ̄(X, cα/2) < θX < ϕ̄(X, c1−α/2)

]
= 1− α.

4. Źıskali jsme interval spolehlivosti (CL, CU ) s pravděpodobnost́ı pokryt́ı 1−α,
kde CL = ϕ̄(X, cα/2) a CU = ϕ̄(X, c1−α/2).

Př́ıklad (středńı hodnota normálńıho rozděleńı s neznámým rozptylem). Vezměme
si problém intervalového odhadu středńı hodnoty pro normálně rozdělená data s
neznámým rozptylem.
Data: X1, . . . , Xn ∼ FX
Model: FX ∈ F = {N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 > 0}
Odhadovaný parametr: θX = EXi ≡ µX
Postup:

Odhad Xn je nestranný a konsistentńı pro µX , odhad S2
n je nestranný a konsi-

stentńı pro σ2
X ≡ varXi. Z věty 1.5 v́ıme, že

Tn =
√
n
Xn − µX

Sn
∼ tn−1.

Vezmeme tedy Tn jako pivotálńı statistiku, FZ je distribučńı funkce rozděleńı tn−1

a cα = tn−1(α) (α-kvantil rozděleńı tn−1).
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2 Základy teorie odhadu

Vyjdeme z rovnosti

P
[
tn−1(α/2) <

√
n(Xn − µX)/Sn < tn−1(1− α/2)

]
= 1− α

a stejným postupem jako u normálńıho rozděleńı se známým rozptylem dojdeme
k intervalu (

Xn −
Sn√
n
tn−1

(
1− α

2

)
, Xn +

Sn√
n
tn−1

(
1− α

2

))
. (2.1)

který má pravděpodobnost pokryt́ı přesně 1− α.

Př́ıklad (středńı hodnota libovolného rozděleńı s konečným rozptylem). Vezměme
si problém intervalového odhadu středńı hodnoty bez předpokladu normality dat.
Data: X1, . . . , Xn ∼ FX
Model: FX ∈ F = L2 (všechna rozděleńı s konečným rozptylem)
Odhadovaný parametr: θX = EXi ≡ µX
Postup:

Odhad Xn je nestranný a konsistentńı pro µX , odhad S2
n je nestranný a konsi-

stentńı pro σ2
X ≡ varXi. Z věty 1.4 v́ıme, že

Tn =
√
n
Xn − µX

Sn

D−→ N(0, 1).

Vezmeme tedy Tn jako pivotálńı statistiku.
Vyjdeme z rovnosti

P
[
uα

2
<
√
n(Xn − µX)/Sn < u1−α

2

]
→ 1− α při n→∞.

Jelikož pro n → ∞ kvantil tn−1(α) konverguje k uα (pro libovolné 0 < α < 1),
máme

P
[
tn−1(α/2) <

√
n(Xn − µX)/Sn < tn−1(1− α/2)

]
→ 1− α při n→∞.

Proto interval (2.1), který byl přesným intervalem spolehlivosti pro µX u výběru
z normálńıho rozděleńı, je zároveň přibližným intervalem spolehlivosti pro µX pro
data pocházej́ıćı z jakéhokoli rozděleńı s konečným rozptylem.

Př́ıklad (alternativńı rozděleńı). Vezměme si problém intervalového odhadu pravděpodobnosti
úspěchu v alternativńım rozděleńı.

Data: X1, . . . , Xn ∼ FX
Model: F = {Alt(p), p ∈ (0, 1)}
Odhadovaný parametr: pX = EXi = P [Xi = 1]
Postup:

14



2 Základy teorie odhadu

Jelikož odhadujeme středńı hodnotu, vyjdeme z bodového odhadu p̂n = Xn,
který je nestranný a konsistentńı (věta 1.1). Z centrálńı limitńı věty (tvrzeńı P.7.10)

v́ıme, že
√
n(p̂n − pX)

D−→ N(0, pX(1− pX)). Tud́ıž

√
n

p̂n − pX√
pX(1− pX)

D−→ N(0, 1).

Levá strana je nelineárńı a nemonotonńı funkćı pX , proto by se odtud pX špatně
vyjadřovalo. Z konsistence p̂n a věty o spojité transformaci (tvrzeńı P.7.3) však
v́ıme, že √

p̂n(1− p̂n)
P−→
√
pX(1− pX).

Ze Sluckého věty (tvrzeńı P.7.6) dostaneme

√
n

p̂n − pX√
p̂n(1− p̂n)

=

√
pX(1− pX)√
p̂n(1− p̂n)

√
n

p̂n − pX√
pX(1− pX)

D−→ N(0, 1).

Vezmeme tedy Zn =
√
n p̂n−pX√

p̂n(1−p̂n)
, FZ = Φ a cα = uα (α-kvantil normovaného

normálńıho rozděleńı).
Vyjdeme z rovnosti

P

[
−u1−α

2
<
√
n

p̂n − pX√
p̂n(1− p̂n)

< u1−α
2

]
→ 1− α

(pro n→∞) a postupnými úpravami dojdeme k

P

[
p̂n −

√
p̂n(1− p̂n)√

n
u1−α

2
< pX < p̂n +

√
p̂n(1− p̂n)√

n
u1−α

2

]
→ 1− α.

Źıskali jsme tedy požadovaný interval. Jeho krajńı body jsou(
p̂n −

√
p̂n(1− p̂n)√

n
u1−α

2
, p̂n +

√
p̂n(1− p̂n)√

n
u1−α

2

)

a jeho pravděpodobnost pokryt́ı konverguje k 1− α pro n→∞.

Př́ıklad (rozptyl a směrodatná odchylka normálńıho rozděleńı). Vezměme si problém
intervalového odhadu směrodatné odchylky v normálńım rozděleńı.

Data: X1, . . . , Xn ∼ FX
Model: FX ∈ F = {N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 > 0}
Odhadovaný parametr: σX =

√
varXi

Postup:
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2 Základy teorie odhadu

Zabývejme se nejprve rozptylem σ2
X . Jeho nestranný a konsistentńı odhad je

S2
n. Z věty 1.3, část (i), v́ıme, že

(n− 1)S2
n

σ2
X

∼ χ2
n−1.

Vezmeme tedy Zn = (n−1)S2
n/σ

2
X , FZ = χ2

n−1 a cα = χ2
n−1(α) (α-kvantil rozděleńı

χ2
n−1).
Vyjdeme z rovnosti

P

[
χ2
n−1(α/2) <

(n− 1)S2
n

σ2
X

< χ2
n−1(1− α/2)

]
= 1− α

a postupnými úpravami dojdeme k

P

[
(n− 1)S2

n

χ2
n−1(1− α/2)

< σ2
X <

(n− 1)S2
n

χ2
n−1(α/2)

]
= 1− α.

Źıskali jsme tedy interval spolehlivosti pro rozptyl σ2
X s pravděpodobnost́ı po-

kryt́ı 1− α. Jeho krajńı body jsou(
(n− 1)S2

n

χ2
n−1(1− α/2)

,
(n− 1)S2

n

χ2
n−1(α/2)

)
. (2.2)

Interval spolehlivosti pro směrodatnou odchylku σX źıskáme aplikováńım od-
mocniny na krajńı body intervalu pro rozptyl (odmocnina je rostoućı funkce na
(0,∞)). Jeho krajńı body jsou √

n− 1Sn√
χ2
n−1(1− α/2)

,

√
n− 1Sn√
χ2
n−1(α/2)

 .
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3 Metody pro odhadováńı parametr̊u

3.1 Empirické odhady a výběrové momenty

Mějme dán náhodný výběr X1, X2, . . . , Xn z rozděleńı FX . Ukažme si, jak lze
odhadnout některé charakteristiky rozděleńı FX .

Empirická distribučńı funkce

Zabývejme se nejprve odhadováńım celé distribučńı funkce FX(u) pro u ∈ R.
Pracujeme s modelem, který zahrnuje veškerá rozděleńı na R, tj. na distribučńı
funkci FX neklademe v̊ubec žádné podmı́nky.

Definice 3.1. Funkci F̂n(u)
df
= 1

n

∑n
i=1 I(−∞,u〉(Xi) nazýváme empirická distribučńı

funkce∗ náhodného výběru X1, X2, . . . , Xn.

Poznámka. Hodnota F̂n v bodě u je rovna počtu pozorováńı, která nepřekroč́ı
u, dělenému celkovým počtem pozorováńı. F̂n je neklesaj́ıćı, zprava spojitá, po
částech konstantńı, skáče v pozorovaných hodnotách veličin Xi, velikosti skok̊u
jsou dány počtem pozorováńı rovných u děleným celkovým počtem pozorováńı.
Empirická distribučńı funkce má všechny vlastnosti distribučńı funkce diskrétńıho
rozděleńı.

Věta 3.1 (vlastnosti empirické distribučńı funkce). Pro libovolné u ∈ R plat́ı
(i) nF̂n(u) ∼ Bi(n, FX(u))

(ii) E F̂n(u) = FX(u) (nestrannost), var F̂n(u) = FX(u)[1−FX(u)]
n

(iii) F̂n(u)
P−→ FX(u) (bodová konsistence)

(iv)
√
n[F̂n(u)− FX(u)]

D−→ N(0, FX(u)[1− FX(u)]) (asymptotická normalita)

(v) supu∈R

∣∣∣F̂n(u)− FX(u)
∣∣∣ P−→ 0 (stejnoměrná konsistence)

Poznámka. Z bodu (iv) předchoźı věty lze odvodit přibližný interval spolehlivosti
pro FX(u). Interval se odvod́ı stejně jako v př́ıkladě na interval spolehlivosti pro
parametr alternativńıho rozděleńı (viz str. 14).

∗ Angl. empirical distribution function
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3 Metody pro odhadováńı parametr̊u

Empirické odhady

Z empirické distribučńı funkce lze odvodit odhady mnoha základńıch charakteris-
tik rozděleńı FX . Necht’ θX = t(FX) je hledaný parametr. Umı́me-li jej spoč́ıtat
ze skutečné distribučńı funkce FX , můžeme jej stejným zp̊usobem spoč́ıtat i z em-

pirické distribučńı funkce F̂n. Dostaneme tak odhad θ̂n
df
= t(F̂n). Těmto odhad̊um

ř́ıkáme empirické odhady. Uvid́ıme, že v řadě př́ıpad̊u maj́ı empirické odhady ro-
zumné vlastnosti.

Ukažme si tento postup nejprve na př́ıkladě empirického odhadu středńı hod-
noty. Máme

EXi =

∫ ∞
−∞

x dFX(x).

Empirický odhad středńı hodnoty źıskáme dosazeńım F̂n na mı́sto neznámé funkce
FX . Dostaneme∫ ∞

−∞
x dF̂n(x) =

∫ ∞
−∞

x d
( 1

n

n∑
i=1

I(−∞,x〉(Xi)
)

=

=
1

n

n∑
i=1

∫ ∞
−∞

x d I〈Xi,∞)(x) =
1

n

n∑
i=1

Xi,

kde jsme využili toho, že I〈Xi,∞)(x) je pro pevné Xi vlastně distribučńı funkćı
konstanty nabývaj́ıćı hodnoty Xi s pravděpodobnost́ı 1. Došli jsme tedy k tomu,
že empirickým odhadem středńı hodnoty je aritmetický pr̊uměr, o němž již v́ıme,
že je nestranný a konsistentńı.

Empirické odhady moment̊u

Necht’ X1, X2, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı FX a h je měřitelná reálná
funkce taková, že E |h(Xi)| < ∞. Dá se snadno ověřit, že empirickým odhadem
parametru Eh(Xi) je pr̊uměr naměřených hodnot h(Xi), tj. n−1

∑n
i=1 h(Xi). Tento

odhad je nestranný a konsistentńı.
Odvod’me si empirický odhad rozptylu σ2

X = EX2
i − (EXi)

2. Vı́me, že empi-
rickým odhadem EXi je Xn a empirickým odhadem EX2

i je n−1
∑n

i=1X
2
i . Empi-

rický odhad rozptylu tedy je σ̂2
n = n−1

∑n
i=1X

2
i −X

2
n = n−1

∑n
i=1(Xi −Xn)2.

Poznámka. Plat́ı S2
n = n

n−1 σ̂
2
n. Pro velká n je rozd́ıl mezi σ̂2

n a S2
n malý, nebot’

σ̂2
n−S2

n
P−→ 0. Jak plyne z věty 1.2, výběrový rozptyl S2

n je nestranný a konsistentńı
odhad σ2

X . Empirický odhad rozptylu σ̂2
n je konsistentńı, ale neńı nestranný.
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3 Metody pro odhadováńı parametr̊u

Podobně můžeme odvodit empirické odhady pro momenty vyšš́ıch řád̊u. Empi-
rické odhady necentrálńıch moment̊u µ′k = EXk

i jsou

µ̂′k =
1

n

n∑
i=1

Xk
i .

Empirické odhady centrálńıch moment̊u µk = E (Xi − EXi)
k jsou

µ̂k =
1

n

n∑
i=1

(Xi −Xn)k.

Empirické necentrálńı momenty jsou evidentně nestranné a konsistentńı. Empi-
rické centrálńı momenty jsou konsistentńı, nikoli však obecně nestranné.

Empirický odhad šikmosti je

γ̂1 =
µ̂3

(σ̂2
n)3/2

,

empirický odhad špičatosti je

γ̂2 =
µ̂4

σ̂4
n

.

Oba jsou konsistentńı (z věty o spojité transformaci).

Empirický odhad kvantilu

Necht’ α je předem dané č́ıslo z intervalu (0, 1). Kvantilová funkce rozděleńı FX
je definována jako F−1

X (α) = inf{x : FX(x) ≥ α}; α-kvantilem rozděleńı FX
rozumı́me č́ıslo uX(α) = F−1

X (α). Pro α-kvantil plat́ı

lim
h↘0

FX(uX(α)− h) ≤ α a FX(uX(α)) ≥ α.

Jako empirický odhad použijeme hodnotu α-kvantilu empirické distribučńı funkce,
tedy F̂−1

n (α) = inf{x : F̂n(x) ≥ α}.

Definice 3.2 (Výběrový kvantil). Označme kα = αn, pokud αn je celé č́ıslo,
kα = [αn] + 1 pokud αn neńı celé č́ıslo. Empirický (výběrový) α-kvantil∗ ûn(α)
definujeme jako kα-tou pořádkovou statistiku náhodného výběru X1, . . . , Xn, tedy
ûn(α) = X(kα).

Poznámka.
• Pro α = 0.5 dostaneme výběrový medián†: m̂n = X(n+1

2
) pro n liché a m̂n =

X(n/2) pro n sudé.

∗ Angl. empirical quantile, sample quantile † Angl. sample median
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• Výběrový α-kvantil splňuje nerovnosti

lim
h↘0

F̂n(ûn(α)− h) ≤ α a F̂n(ûn(α)) ≥ α

tj. alespoň nα pozorováńı je menš́ı nebo rovno ûn(α) a zároveň alespoň
n(1− α) pozorováńı je větš́ı nebo rovno ûn(α).

• Existuje alespoň 10 r̊uzných definic výběrového α-kvantilu.

Vlastnosti výběrového kvantilu budeme dokazovat pouze pro spojitá rozděleńı
s ostře rostoućı distribučńı funkćı FX a hustotou fX .

Věta 3.2. Necht’ α ∈ (0, 1). Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr ze spojitého
rozděleńı s distribučńı funkćı FX , spojitou kvantilovou funkćı F−1

X a hustotou fX ,
která je spojitá a nenulová v okoĺı uX(α). Potom plat́ı:

(i) ûn(α) je konsistentńı odhad uX(α);

(ii)
√
n
[
ûn(α)− uX(α)

] D−→ N(0, V (α)), kde V (α) =
α(1− α)

f2
X(uX(α))

.

Poznámka. Asymptotický rozptyl V (α) výběrového kvantilu se špatně odhaduje,
protože nemáme k disposici univerzálně použitelný a spolehlivý odhad hustoty.

V d̊ukazu věty 3.2 se použ́ıvá následuj́ıćı lemma, které se odvod́ı snadnou apli-
kaćı věty o transformaci náhodného vektoru (tvrzeńı P.5.4).

Lemma 3.3. Necht’ Z1, . . . , Zn+1 je náhodný výběr z rozděleńı Exp(1). Vezměme
nějaké k ∈ {1, . . . , n} a označme U =

∑k
i=1 Zi, V =

∑n+1
i=k+1 Zi. Potom náhodná

veličina U
U+V má rozděleńı B(k, n− k + 1).

Empirické odhady pro náhodné vektory

Empirické odhady prvńıch dvou moment̊u můžeme snadno rozš́ı̌rit na náhodné
vektory. Necht’X1, . . . ,Xn je náhodný výběr nezávislých k-rozměrných náhodných
vektor̊u s rozděleńım FX , které má středńı hodnotu µ a rozptylovou matici Σ. Jed-
notlivé složky vektoru Xi budeme značit Xij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k.

Empirickým odhadem µ je výběrový pr̊uměr

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi.

Empirickým odhadem Σ je výběrová rozptylová matice∗

Σ̂n =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)⊗2.

∗ Angl. sample covariation matrix
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Tvrzeńı 3.4.

• Je-li E |Xij | <∞, pak EXn = µ a Xn
P−→ µ.

• Je-li varXij <∞, pak E Σ̂n = Σ a Σ̂n
P−→ Σ.

Poznámka.

• Σ̂n má na diagonále odhady rozptylu jednotlivých složek Xi, tj.

S2
j =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xij −Xj)
2,

pro j = 1, . . . , k, kde Xj = 1
n

∑n
i=1Xij .

• Σ̂n má mimo diagonálu odhady kovarianćı dvojic složek Xi, tj.

Sjm =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xij −Xj)(Xim −Xm)

pro j = 1, . . . , k a m = 1, . . . , k, j 6= m. Těmto odhad̊um cov (Xij , Xim)
ř́ıkáme výběrové kovariance.

• Σ̂n má všechny vlastnosti rozptylové matice, např. je positivně semidefinitńı.

• Plat́ı

Σ̂n =
n

n− 1

( 1

n

n∑
i=1

X⊗2
i −X

⊗2
n

)
.

Definice 3.3. Výběrový korelačńı koeficient∗ %̂jm veličin Xij a Xim, j = 1, . . . , k
a m = 1, . . . , k, j 6= m, definujeme jako

%̂jm =
Sjm
SjSm

=

∑n
i=1(Xij −Xj)(Xim −Xm)√∑n

i=1(Xij −Xj)2
∑n

i=1(Xim −Xm)2
.

Poznámka.
• −1 ≤ %̂jm ≤ 1.
• %̂jm je konsistentńı odhad korelačńıho koeficientu %(Xij , Xim).
• %̂jm neńı nestranný.

∗ Angl. sample correlation coefficient
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3.2 Momentová metoda

Uvažujme nyńı parametrický model: máme náhodný výběr X1, . . . , Xn z rozděleńı
s hustotou f(x;θX), kde tvar funkce f(·; ·) je známý a θX je neznámý (vektorový)
parametr, jenž lež́ı v parametrickém prostoru Θ ⊆ Rd, d ≥ 1. Pracujeme tedy
s modelem

F = {rozděleńı s hustotou f(x;θ), θ ∈ Θ ⊆ Rd}
Ćılem je odhadnout parametr θX . Využijeme toho, že máme k dispozici konsis-

tentńı odhady moment̊u a že momenty rozděleńı Xi obvykle umı́me vyjádřit jako
funkce neznámých parametr̊u. Budeme předpokládat, že E |X|d <∞.

Uvažujme nejprve d = 1. Máme EXi = g(θX). Pokud je funkce g ryze mo-
notonńı, můžeme ji zinvertovat a dostaneme θX = g−1(EXi). Vı́me, že Xn je

konsistentńı odhad a, pokud varXi < ∞, pak
√
n(Xn − g(θX))

D−→ N(0, varXi).
Hledaný parametr θX můžeme odhadnout pomoćı θ̂n = g−1(Xn).

• Je-li g−1 spojitá funkce, pak θ̂n je konsistentńım odhadem θX [věta o spojité
transformaci].

• Má-li g−1 spojitou derivaci, pak
√
n(θ̂n−θX)

D−→ N(0, V (θX)). Asymptotický
rozptyl V (θX) spoč́ıtáme pomoćı ∆-metody a odhadneme pomoćı V (θ̂n).

Př́ıklady.

1. X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı Po(λX), EXi = λX . Momentovým
odhadem parametru λX je θ̂n = Xn.

2. X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı Geo(pX), EXi = 1−pX
pX

. Momen-

tovým odhadem parametru pX je θ̂n = 1
1+Xn

. Plat́ı
√
n(θ̂n − pX)

D−→
N(0, p2

X(1− pX)).

3. X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı R(0, θX), EXi = θX/2. Momen-

tovým odhadem parametru θX je θ̂n = 2Xn. Plat́ı
√
n(θ̂n−θX)

D−→ N(0, θ2
X/3).

Nyńı rozš́ı̌ŕıme momentovou metodu na d = 2 parametry.
Vyjádř́ıme (EXi, varXi)

T = g(θX). Řeš́ıme jako soustavu dvou rovnic o dvou
neznámých, z nichž se snaž́ıme jednoznačně vyjádřit θX jakožto funkci EXi a
varXi (lze, pokud je funkce g prostá). Dostaneme θX = g−1(EXi, varXi).

• Vı́me, že Xn a S2
n jsou konsistentńı odhady EXi a varXi. Je-li g−1 spojitá,

θ̂n = g−1(Xn, S
2
n) je konsistentńı odhad θX .

• Z věty 1.2, část (iv) v́ıme, že pokud EX4
i <∞, pak Xn a S2

n jsou sdruženě
asymptoticky normálńı. Má-li g−1 spojitou derivaci, pak podle ∆-metody má
i θ̂n asymptoticky sdružené normálńı rozděleńı s rozptylovou matićı, kterou
lze spoč́ıtat pomoćı věty 1.2 a ∆-metody.
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Př́ıklady.

1. X1, . . . , Xn je náhodný výběr z gama rozděleńı s parametry a a p. Momen-
tovou metodou dostaneme konsistentńı a asymptoticky normálńı odhady

â =
Xn

S2
n

a p̂ =
X

2
n

S2
n

.

2. X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı R(θ1, θ2). Momentovou metodou
dostaneme konsistentńı a asymptoticky normálńı odhady

θ̂1 = Xn −
√

3S2
n a θ̂2 = Xn +

√
3S2

n.

3. X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı B(α, β). Momentovou metodou
dostaneme konsistentńı a asymptoticky normálńı odhady

α̂ = Xn

(
Xn(1−Xn)

S2
n

− 1

)
a β̂ = (1−Xn)

(
Xn(1−Xn)

S2
n

− 1

)
(odhady jsou smysluplné pouze pokud S2

n < Xn(1−Xn)).

3.3 Metoda maximálńı věrohodnosti

Stále pracujeme s náhodným výběrem X = (X1, . . . , Xn) z rozděleńı s hustotou
f(x|θX) vzhledem k mı́̌re µ a parametrickým modelem

F = {rozděleńı s hustotou f(x|θ), θ ∈ Θ ⊆ Rd}.

Předpokládáme, že pro libovolné θ1 6= θ2 plat́ı f(x|θ1) 6= f(x|θ2). Tomuto požadavku
se ř́ıká identifikovatelnost modelu∗.

Princip maximálńı věrohodnosti

Náhodný výběrX1, . . . , Xn má sdruženou hustotu
∏n
i=1 f(xi|θX). Maximálně věrohodný

odhad θ̂ parametru θX je takový bod z Θ, který maximalisuje (přes všechny θ ∈ Θ)
sdruženou hustotu spoč́ıtanou v pozorovaných hodnotách X1, . . . , Xn.

Definice 3.4 (věrohodnost, maximálně věrohodný odhad).
• Náhodnou funkci

Ln(θ)
df
=

n∏
i=1

f(Xi|θ)

nazýváme věrohodnostńı funkćı (zkráceně věrohodnost́ı)† pro parametr θ v
modelu F .

∗ Angl. model identifiability † Angl. likelihood function
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• Maximálně věrohodný odhad∗ parametru θX v modelu F je definován jako

θ̂n = arg max
θ∈Θ

Ln(θ).

• Náhodnou funkci

`n(θ)
df
= logLn(θ) =

n∑
i=1

log f(Xi|θ)

nazýváme logaritmickou věrohodnost́ı†.

Poznámka. Jelikož logaritmus je ryze rostoućı funkce, Ln(θ) a `n(θ) nabývaj́ı
maxima v tomtéž bodě.

Značeńı. Označme Sθ = {x ∈ R : f(x|θ) > 0} nosič rozděleńı z modelu F při
hodnotě parametru θ.

Tvrzeńı 3.5. Pro každé θ 6= θX plat́ı

P [`n(θX) > `n(θ)]→ 1 při n→∞.

Při vzr̊ustaj́ıćım počtu pozorováńı bude s velmi velkou pravděpodobnost́ı hod-
nota (logaritmické) věrohodnosti ve skutečném parametru větš́ı než v jakémkoli
jiném parametru.

Výpočet maximálně věrohodných odhad̊u

Maximálně věrohodný odhad obvykle hledáme diferenciaćı logaritmické věrohodnosti.
Abychom našli maximum, polož́ıme prvńı derivaci rovnou nule a ověř́ıme, že druhá
derivace je záporná (negativně definitńı, pokud model obsahuje v́ıce než jeden pa-
rametr).

Definice 3.5 (skóre, informace).
• Náhodný vektor

U(θ|Xi)
df
=

∂

∂θ
log f(Xi|θ)

nazýváme skórovou funkćı‡ pro parametr θ v modelu F .
• Náhodný vektor

Un(θ|X)
df
=

n∑
i=1

U(θ|Xi) =

n∑
i=1

∂

∂θ
log f(Xi|θ)

nazýváme skórovou statistikou§.

∗ Angl. maximum likelihood estimator † Angl. log-likelihood ‡ Angl. score function § Angl.
score statistic
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• Náhodnou matici

I(θ|Xi)
df
= − ∂

∂θT
U(θ|Xi) = − ∂2

∂θ∂θT
log f(Xi|θ)

nazýváme př́ıspěvkem i-tého pozorováńı do informačńı matice.
• Náhodnou matici

In(θ|X)
df
= − 1

n

∂

∂θT
Un(θ|X) =

1

n

n∑
i=1

I(θ|Xi)

nazýváme pozorovanou informačńı matićı∗.
• Matici

I(θ)
df
= E I(θ|Xi) = −E

∂2

∂θ∂θT
log f(Xi|θ)

nazýváme očekávanou (Fisherovou) informačńı matićı†.

Je-li množina Θ otevřená, maximálně věrohodný odhad θ̂n řeš́ı soustavu rovnic
Un(θ̂n|X) = 0 neboli

n∑
i=1

∂

∂θ
log f(Xi|θ̂n) = 0.

Této soustavě se ř́ıká věrohodnostńı rovnice‡.
Řešeńı věrohodnostńı rovnice se často muśı hledat numericky. Řešeńı však ne-

muśı existovat nebo může existovat v́ıce řešeńı a ne každé z nich je nutně ma-
ximálně věrohodný odhad. Pokud plat́ı In(θ̂n|X) > 0 (pozorovaná informace
je positivně definitńı v bodě θ̂n), v́ıme, že θ̂n je alespoň lokálńı maximum. Je-
li In(θ|X) > 0 pro každé θ ∈ Θ, věrohodnostńı funkce je konkávńı a řešeńı
věrohodnostńı rovnice muśı být hledaným globálńım maximem.

Př́ıklady.

1. Data: X1, . . . , Xn ∼ Exp(λX)

Model: F = {Exp(λ), λ > 0}
Odhadovaný parametr: λX

Výsledek: Maximálně věrohodný odhad λ̂n parametru λX jest 1
Xn

.

2. Data: X1, . . . , Xn ∼ Alt(pX)

Model: F = {Alt(p), p > 0}
Odhadovaný parametr: pX

Výsledek: Maximálně věrohodný odhad p̂n parametru pX jest Xn.

∗ Angl. observed information matrix † Angl. expected (Fisher) information matrix ‡ Angl.
likelihood equation
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3. Data: X1, . . . , Xn ∼ N(µX , σ
2
X)

Model: F = {N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 > 0}
Odhadované parametry: µX = EXi, σ

2
X = varXi

Výsledek: Maximálně věrohodný odhad parametru µX jest Xn. Maximálně
věrohodný odhad parametru σ2

X jest σ̂2
n = 1

n

∑n
i=1(Xi −Xn)2.

4. Data: X1, . . . , Xn ∼ Γ(aX , pX)

Model: FX ∈ F = {Γ(a, p), a, p > 0}
Odhadované parametry: aX , pX

Výsledek: Maximálně věrohodný odhad p̂n parametru pX řeš́ı rovnici

log p̂n −
Γ′(p̂n)

Γ(p̂n)
= log

Xn

n
√∏

Xi

Maximálně věrohodný odhad parametru aX jest ân = p̂n
Xn

.

Vlastnosti maximálně věrohodných odhad̊u

Maximálně věrohodné odhady jsou konsistentńı a asymptoticky normálńı, pokud
plat́ı podmı́nky, kterým se v tomto kontextu ř́ıká podmı́nky regularity.

Podmı́nky (podmı́nky regularity pro maximálně věrohodné odhady).

R1. Počet parametr̊u d v modelu F je konstantńı.

R2. Nosič rozděleńı Sθ = {x ∈ R : f(x|θ) > 0} nezáviśı na parametru θ; všechna
rozděleńı v modelu F maj́ı stejný nosič.

R3. Parametrický prostor Θ je otevřená množina.

R4. Informačńı matice je konečná a positivně definitńı v okoĺı θX .

R5. Hustota f(x|θ) je dostatečně hladká funkce θ (aspoň dvakrát spojitě dife-
rencovatelná).

R6. Lze prohodit pořad́ı derivace a integrálu ve výrazech

∂

∂θ

∫
h(x,θ) dµ(x) =

∫
∂

∂θ
h(x,θ) dµ(x),

kde h(x,θ) je bud’ f(x|θ) nebo ∂f(x|θ)/∂θ.

U všech následuj́ıćıch tvrzeńı předpokládáme, že podmı́nky R1 – R6 jsou splněny.
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Poznámka. Vezměme rovnost∫ ∞
−∞

f(x|θ) dµ(x) = 1

a derivujme postupně dvakrát levou i pravou stranu podle θ. Z podmı́nky R6
plyne, že ∫ ∞

−∞

∂

∂θ
f(x|θ) dµ(x) =

∫ ∞
−∞

∂2

∂θ∂θT
f(x|θ) dµ(x) = 0 (3.1)

Věta 3.6 (konsistence maximálně věrohodného odhadu). Existuje posloupnost

řešeńı θ̂n věrohodnostńı rovnice Un(θ̂n|X) = 0 taková, že θ̂n
P−→ θX .

Poznámka. Je-li logaritmická věrohodnost ryze konkávńı, věrohodnostńı rovnice
má právě jedno řešeńı a to představuje konsistentńı odhad. Neńı-li logaritmická
věrohodnost ryze konkávńı, věrohodnostńı rovnice může mı́t v́ıce řešeńı; mezi nimi
je jedno (to nejbližš́ı k θX), které představuje konsistentńı odhad. Ostatńı řešeńı
nemuśı být bĺızko θX a nemuśı k němu konvergovat.

Věta 3.7 (vlastnosti skórové funkce a skórové statistiky).

(i) EU(θX |Xi) = 0, varU(θX |Xi) = I(θX).

(ii) 1√
n
Un(θX |X)

D−→ Nd(0, I(θX)).

Poznámka. Existuj́ı dva zp̊usobu výpočtu Fisherovy informačńı matice: z defi-
nice 3.5 (minus středńı hodnota druhé derivace logaritmu hustoty) anebo z věty 3.7
(rozptyl skórové funkce).

Věta 3.8 (asymptotická normalita maximálně věrohodného odhadu). Necht’

θ̂n je maximálně věrohodný odhad. Pak

√
n(θ̂n − θX)

D−→ Nd(0, I
−1(θX)).

Poznámka.
• Asymptotický rozptyl maximálně věrohodného odhadu je dán převrácenou

hodnotou Fisherovy informace; č́ım větš́ı informace t́ım větš́ı přesnost odha-
dováńı.

• Asymptotický rozptyl maximálně věrohodného odhadu je v jistém smyslu
optimálńı; odhady odvozené jinak, např. momentovou metodou, nemohou
mı́t menš́ı asymptotický rozptyl.

Věta 3.9 (asymptotické rozděleńı věrohodnostńıho poměru). Necht’ θ̂n je ma-
ximálně věrohodný odhad. Pak

2(`n(θ̂n)− `n(θX))
D−→ χ2

d.
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3 Metody pro odhadováńı parametr̊u

Věta 3.10 (transformace maximálně věrohodného odhadu). Necht’ q : Θ→ Rk
je spojitě diferencovatelná funkce. Označme νX = q(θX) a D(θ) = ∂q(θ)/∂θ. Pak
ν̂n = q(θ̂n) je maximálně věrohodný odhad parametru νX a plat́ı

√
n(ν̂n − νX)

D−→ Nk(0, D(θX)I−1(θX)D(θX)T).

Př́ıklady (Najděte maximálně věrohodné odhady a určete jejich asymptotické
rozděleńı).

Data: X1, . . . , Xn jsou náhodný výběr z rozděleńı s hustotou f(x|θX)

1. f(x|θ) = θ(1− x)θ−1I(0,1)(x), θ > 1.

Postup řešeńı:

Ln(θ) = θn
n∏
i=1

(1−Xi)
θ−1

`n(θ) = n log θ + (θ − 1)

n∑
i=1

log(1−Xi)

U(θ|Xi) =
1

θ
+ log(1−Xi)

Un(θ|X) =
n

θ
+

n∑
i=1

log(1−Xi)

θ̂n = −
[

1

n

n∑
i=1

log(1−Xi)

]−1

I(θ|Xi) =
1

θ2

In(θ|X) =
n

θ2
> 0

I(θX) =
1

θ2
X

Asymptotické rozděleńı θ̂n je

√
n(θ̂n − θX)

D−→ N(0, θ2
X)

2. f(x|θ) = 1√
2πθ

e−
(x−θ)2

2θ , θ > 0.

Postup řešeńı:
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3 Metody pro odhadováńı parametr̊u

Ln(θ) = (2πθ)−n/2e−
∑n
i=1

(Xi−θ)
2

2θ

`n(θ) = −n
2

log 2π − n

2
log θ −

n∑
i=1

(Xi − θ)2

2θ

U(θ|Xi) =
X2
i

2θ2
− 1

2θ
− 1

2

Un(θ|X) =
1

2θ2

n∑
i=1

X2
i −

n

2θ
− n

2

θ̂n =

√
µ̂′2 +

1

4
− 1

2

I(θ|Xi) =
X2
i

θ3
− 1

2θ2

In(θ|X) =
µ̂′2
θ3
− 1

2θ2

In(θ̂n|X) =
1

θ̂n
+

1

2θ̂2
n

> 0

I(θX) =
2θX + 1

2θ2
X

Asymptotické rozděleńı θ̂n je

√
n(θ̂n − θX)

D−→ N
(
0,

2θ2
X

2θX + 1

)
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4 Principy testováńı hypotéz

4.1 Základńı pojmy a definice

Necht’X1, . . . ,Xn je náhodný výběr nezávislých k-rozměrných náhodných vektor̊u
s rozděleńım FX ∈ F , kde F je model. Necht’ θ = t(F ) ∈ Rd je charakteristika
rozděleńı, která nás zaj́ımá (parametr), necht’ Θ = {t(F ), F ∈ F} ⊆ Rd označuje
všechny možné hodnoty parametru v modelu F . Označme skutečný parametr jako
θX = t(FX). Označme celá napozorovaná data symbolem X = (XT

1 , . . . ,X
T
n )T.

Zvolme si nyńı dvě neprázdné disjunktńı podmnožiny Θ, které označ́ıme Θ0 a
Θ1. Řekněme, že nás nyńı nezaj́ımá konkrétńı hodnota parametru θX , ale chceme
pouze odpovědět na otázku, zdali θX ∈ Θ0 nebo θX ∈ Θ1. (Většinou bereme
Θ1 = Θc

0, ale to neńı naprosto nutné.)

Definice 4.1 (Hypotéza a alternativa).
• Množinu Θ0 nazýváme [nulová] hypotéza, množinu Θ1 nazýváme alterna-

tiva. Hypotézu označujeme obvykle symbolem H0, alternativu symbolem H1.
Mluv́ıme o testováńı hypotézy H0 : θX ∈ Θ0 proti alternativě H1 : θX ∈ Θ1.

• Označme F0
df
= {F ∈ F : t(F ) ∈ Θ0}, tj. všechna rozděleńı v modelu

F , jejichž parametry splňuj́ı hypotézu. Jestliže F0 = {F0} (tj. v modelu
existuje právě jedno rozděleńı, které hypotézu splňuje), hypotézu nazýváme
jednoduchou, jinak složenou. Jednoduchou hypotézu tedy dostaneme, pokud
Θ0 = {θ0} je jednobodová množina a zároveň existuje právě jedno rozděleńı
F0 ∈ F takové, že t(F0) = θ0. Jednoduchou hypotézu znač́ıme H0 : θX = θ0.

• Označme F1
df
= {F ∈ F : t(F ) ∈ Θ1}, tj. všechna rozděleńı v modelu F ,

jejichž parametry splňuj́ı alternativu. Jestliže F1 = {F1} (tj. v modelu exis-
tuje právě jedno rozděleńı, které alternativu splňuje), alternativu nazýváme
jednoduchou, jinak složenou. Jednoduchou alternativu tedy dostaneme, po-
kud Θ1 = {θ1} je jednobodová množina a zároveň existuje právě jedno
rozděleńı F1 ∈ F takové, že t(F1) = θ1. Jednoduchou alternativu znač́ıme
H1 : θX = θ1.

Na základě náhodného výběru X1, . . . ,Xn chceme rozhodnout, zda H0 plat́ı
nebo nikoli. Použijeme k tomu nějakou vhodně zvolenou funkci dat S(X), které
ř́ıkáme testová statistika, a množinu C, které ř́ıkáme kritický obor. Testová statis-
tika je obvykle jednorozměrná; kritický obor je pak nějaká podmnožina R. Rozho-
dujeme se podle to, jestli testová statistika padne do kritického oboru, či nikoli.
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4 Principy testováńı hypotéz

• Pokud S(X) ∈ C, učińıme závěr, že zamı́táme hypotézu H0 ve prospěch
alternativy H1.

• Pokud S(X) 6∈ C, učińıme závěr, že hypotézu H0 nem̊užeme zamı́tnout ve
prospěch alternativy H1.

Definice 4.2 (Test). Statistický test je definován pomoćı testové statistiky S(X)
a kritického oboru C. Dva testy (S(X), C) a (S∗(X), C∗) nazveme ekvivalentńı
právě když S(X) ∈ C ⇔ S∗(X) ∈ C∗ skoro jistě, tj. oba testy vydávaj́ı s
pravděpodobnost́ı 1 totéž rozhodnut́ı.

Poznámka. Testovou statistiku voĺıme tak, aby jej́ı rozděleńı bylo citlivé na hod-
notu testovaného parametru, ale aby co nejméně záviselo na těch charakteristikách
rozděleńı F ∈ F , které testovat nechceme. Proto budeme vyžadovat, aby testová
statistika splňovala následuj́ıćı podmı́nku:

Pokud F1 6= F2 a t(F1) = t(F2) = θ, pak pro každou borelovskou množinu B
plat́ı∫

IB(S(x)) dF1(x1) · · · dF1(xn)−
∫

IB(S(x)) dF2(x1) · · · dF2(xn)→ 0 pro n→∞,

tj. rozděleńı testové statistiky S(X) je stejné (nebo aspoň přibližně stejné), at’

maj́ı data rozděleńı F1 nebo F2.
Plat́ı-li tato podmı́nka, pak rozděleńı testové statistiky nezáviśı na jiných cha-

rakteristikách rozděleńı FX než na testovaném parametru θ. Můžeme tedy označit

Pθ[S(X) ∈ B]
df
=

∫
IB(S(x)) dF (x1) · · · dF (xn),

kde F je libovolné rozděleńı splňuj́ıćı t(F ) = θ.

4.2 Hladina testu a śıla testu

Definice 4.3 (Hladina testu). Necht’ α ∈ (0, 1) je předem stanovené č́ıslo. Jestliže
kritický obor C splňuje podmı́nku

sup
θ∈Θ0

Pθ[S(X) ∈ C] = α

(pravděpodobnost, že testová statistika padne do kritického oboru, maj́ı-li data
rozděleńı F splňuj́ıćı nulovou hypotézu), ř́ıkáme, že test (S(X), C) má hladinu∗ α.

Jestliže kritický obor C splňuje podmı́nku

sup
θ∈Θ0

Pθ[S(X) ∈ C]→ α pro n→∞,

ř́ıkáme, že test (S(X), C) má asymptoticky (přibližně) hladinu α.

∗ Angl. level
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4 Principy testováńı hypotéz

Poznámka.
• Je-li množina Θ0 = {θ0} jednobodová, pak můžeme (asymptotickou) hladinu

testu zapsat jednodušeji:

α = lim
n→∞

Pθ0 [S(X) ∈ C] .

• Hladina testu je pravděpodobnost zamı́tnut́ı platné hypotézy (pokud je hy-
potéza jednoduchá) nebo maximalizovaná platnost zamı́tnut́ı platné hypotézy
(pokud je hypotéza složená).

• Připoušt́ıme pouze ty testy, které maj́ı požadovanou hladinu, nebo j́ı dosahuj́ı
alespoň přibližně při velkém rozsahu výběru n.

• Hladina se obvykle voĺı malá, v praxi je standartem α = 0.05.
• Abychom mohli dodržet stanovenou hladinu, muśıme být schopni spoč́ıtat

přesné nebo asymptotické rozděleńı testové statistiky za platnosti nulové
hypotézy, a to nesmı́ záviset na neznámých charakteristikách rozděleńı FX .

• U některých test̊u (přesné testy s diskrétńı testovou statistikou) neńı možné
dosáhnout zcela libovolné hladiny — pak se většinou spokojujeme s nižš́ı
hladinou nejbližš́ı k té, kterou bychom normálně požadovali.

Definice 4.4 (Śıla testu). Necht’ θ ∈ Θ1. Pak

β(θ) = Pθ[S(X) ∈ C]

(pravděpodobnost, že testová statistika padne do kritického oboru, maj́ı-li data
rozděleńı F porušuj́ıćı nulovou hypotézu) se nazývá śıla∗ testu proti alternativě
θ.

Poznámka. Śıla testu je pravděpodobnost zamı́tnut́ı neplatné hypotézy při dané
konkrétńı alternativě θ. Śıla záviśı na alternativě, pro ńıž ji vyhodnocujeme.
Funkci β(θ) můžeme snadno rozš́ı̌rit i na θ ∈ Θ0. Má-li test hladinu α, pak muśı
platit supθ∈Θ0

β(θ) = α (nebo → α pro n→∞).

Definice 4.5 (Nestranný test). Necht’ test (S(X), C) má hladinu α a śılu β(θ).
Test nazveme [asymptoticky] nestranný†, pokud pro každé θ ∈ Θ1 plat́ı β(θ) ≥ α
[limn→∞ β(θ) ≥ α].

Poznámka.
• Testy, které nejsou nestranné, nebudeme připouštět. Např. test, který vždy

zamı́tne H0 s pravděpodobnost́ı α zcela nezávisle na datech, je nestranný
(β(θ) = α splňuje požadavek nestrannosti).

• Rádi bychom maximalizovali śılu mezi všemi testy dosahuj́ıćımi požadovanou
hladinu. Většinou však neńı možné maximalizovat śılu pro všechny alterna-
tivy zároveň, zvlášt’ je-li model F bohatý.

∗ Angl. power † Angl. unbiased
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4 Principy testováńı hypotéz

Testovou statistiku voĺıme tak, aby
(i) jej́ı rozděleńı bylo co nejcitlivěǰśı na hodnotu testovaného parametru θ;
(ii) za platnosti H0 jej́ı rozděleńı nezáviselo na neznámých parametrech a bylo

známo aspoň asymptoticky.
Máme-li testovou statistiku, kritický obor voĺıme tak, aby
(i) zahrnoval hodnoty testové statistiky, které jsou za platnosti hypotézy méně

pravděpodobné než za platnosti alternativy;
(ii) byla dodržena požadovaná hladina testu.
Kritický obor C má ve většině př́ıpad̊u jeden z následuj́ıćıch tvar̊u:

• (cU (α),∞), tj. zamı́táme pro př́ılǐs velké hodnoty testové statistiky S(X);

• (−∞, cL(α)), tj. zamı́táme pro př́ılǐs malé hodnoty testové statistiky S(X);

• (−∞, cL(α)) ∪ (cU (α),∞), tj. zamı́táme jak pro př́ılǐs malé tak pro př́ılǐs
velké hodnoty testové statistiky S(X);

• (−∞,−cU (α)) ∪ (cU (α),∞), tj. zamı́táme pro př́ılǐs velké hodnoty |S(X)|.

Př́ıklad (Test středńı hodnoty normálńıho rozděleńı se známým rozptylem).

Data: X1, . . . , Xn ∼ N(µX , σ
2
0)

Model: F = {N(µ, σ2
0), µ ∈ R, σ2

0 známé}
Problém: H0 : µX = µ0 proti H1 : µX 6= µ0

Testová statistika:

S(X) =
√
n
Xn − µ0

σ0

Kritický obor: (−∞,−u1−α/2) ∪ (u1−α/2,∞)

Śıla testu: proti alternativě µ1 = µ0 + δ, δ > 0

β(µ1) ≈ 1− Φ

(
u1−α/2 −

√
n
δ

σ

)
Požadovaný rozsah výběru: pro dosažeńı śıly alespoň β proti alternativě µ1 = µ0 +δ

n ≥ (u1−α/2 + uβ)2σ
2

δ2

Poznámka. Śıla testu (S(X), C) záviśı na
• hladině testu α
• alternativě θ, respektive jej́ı vzdálenosti od hypotézy Θ0

• počtu pozorováńı n
• rozptylu pozorováńı varXi
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Poznámka (Interpretace výsledku testu).
• Skonč́ı-li test zamı́tnut́ım hypotézy H0, znamená to, že rozděleńı dat neod-

pov́ıdá rozděleńı, jaké by data měla za platnosti hypotézy. Hypotézu H0 vy-
vraćıme, prokázali jsme platnost alternativy H1. Pravděpodobnost chybného
rozhodnut́ı v př́ıpadě, že hypotéza plat́ı, je omezena shora hladinou α, která
je malá.

• Skonč́ı-li test t́ım, že hypotézu H0 nem̊užeme zamı́tnout, znamená to pouze,
že rozděleńı dat neńı dostatečně odlǐsné od rozděleńı, jaké by data měla za
platnosti hypotézy. Proto nemůžeme usoudit, že hypotéza H0 plat́ı a alterna-
tiva neplat́ı. Pravděpodobnost chybného rozhodnut́ı v př́ıpadě, že hypotéza
neplat́ı, neńı omezena shora a může tedy být značně velká.

• Hypotéza H0 a alternativa H1 při testováńı vystupuj́ı asymetricky. Hypotézu
můžeme někdy vyvrátit ve prospěch alternativy, ale nemůžeme ji nikdy po-
tvrdit.

4.3 P-hodnota

Posuzovat výsledek testu podle toho, zda S(X) padne do C, neńı jediný ani
nejběžněǰśı zp̊usob vyhodnocováńı. Výsledek testu se častěji posuzuje pomoćı tzv.
p-hodnoty neboli dosažené hladiny testu.

Uvažujme hypotézu H0 : θX = θ0 proti alternativě H1 : θX 6= θ0 a test
(S(X), C) s kritickým oborem tvaru C = R \ (cL, cU ), kde −∞ ≤ cL < cU ≤ ∞.
Hodnoty S(X) v intervalu (cL, cU ) tedy považujeme za hodnoty v souladu s hy-
potézou, ty ostatńı hypotéze protǐreč́ı. Označme sx realizovanou hodnotu testové
statistiky S(X), kterou jsme napozorovali pro náš datový soubor. Označme dále
symbolem F0 distribučńı funkci testové statistiky S(X) za platnosti nulové hy-
potézy (přesnou nebo asymptotickou); pro jednoduchost předpokládejme, že S(X)
má spojité rozděleńı. Chceme rozhodnout, jestli pozorovaná hodnota sx testové
statistiky stač́ı k zamı́tnut́ı nulové hypotézy na hladině α.

Definice 4.6 (P-hodnota). P-hodnotu∗ neboli dosaženou hladinu testu definujeme
jako

• p(x) = Pθ0 [S(X) ≥ sx] = 1− F0(sx) pokud cL = −∞;
• p(x) = Pθ0 [S(X) ≤ sx] = F0(sx) pokud cU =∞;
• p(x) = 2 min(Pθ0 [S(X) ≥ sx] ,Pθ0 [S(X) ≤ sx]) = 2 min(1− F0(sx), F0(sx))

pokud cL a cU jsou konečné a F0(cL) = 1− F0(cU ) = α/2.

Poznámka.
• P-hodnota je funkćı pozorovaných hodnot x = (x1, . . . , xn) náhodného výběru
X = (X1, . . . , Xn).

∗ Angl. p-value
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• P-hodnotu můžeme slovně popsat jako pravděpodobnost, že bychom za plat-
nosti hypotézy napozorovali data, která by byla s hypotézou ve stejném nebo
větš́ım rozporu, než analyzovaný náhodný výběr.

• Je-li hustota S(X) je za platnosti hypotézy symetrická kolem 0 a cL = −cU
(častý př́ıpad v praxi), pak můžeme p-hodnotu spoč́ıtat jako
p(x) = Pθ0 [|S(X)| ≥ |sx|] = 2[1− F0(|sx|)].

• Je-li distribučńı funkce F0 asymptotická, přidáme před výraz definuj́ıćı p-
hodnotu ještě limn→∞.

• Testujeme-li hypotézu H0 : θX ∈ Θ0, kde Θ0 6= ∅ neńı jednobodová množina,
přidáme před výraz definuj́ıćı p-hodnotu ještě supθ∈Θ0

.

Tvrzeńı 4.1. Zamı́táme-li hypotézu podle pravidla

H0 zamı́táme, jestliže p(x) ≤ α
H0 nezamı́táme, jestliže p(x) > α,

výsledný test má hladinu α (přesně nebo asymptoticky).

Poznámka.
• Zamı́táme-li pomoćı p-hodnoty, nemuśıme uvádět kritický obor a nemuśıme

jej přepoč́ıtávat, pokud se rozhodneme změnit hladinu testu (měnit hladinu
testu poté, co je znám výsledek, však neńı legitimńı). P-hodnota do jisté
mı́ry vyjadřuje, s jakou rezervou k zamı́tnut́ı hypotézy došlo.

• Mezi laiky rozš́ı̌rená představa o p-hodnotě jakožto
”

pravděpodobnosti, že
nulová hypotéza plat́ı“ je zcela mylná a nesmyslná.

4.4 Intervalové odhady a testováńı hypotéz

Uvažujme náhodný výběr X1, . . . ,Xn z rozděleńı FX ∈ F , kde F je model, necht’

θ = t(F ) ∈ R je parametr, který nás zaj́ımá a θX = t(FX) je jeho skutečná
hodnota. V kapitole 2.2 jsme se zabývali problémem intervalového odhadu θX ,
tj. nalezeńı náhodných veličin CL a CU takových, že P [(CL, CU ) 3 θX ] = 1 − α
(nebo → 1− α). Nyńı se zabýváme testováńım; snaž́ıme se rozhodnout, zdali θX
nabývá nějaké zadané hodnoty θ0 či nikoli. Oba problémy se řeš́ı postupem, který
vypadá na pohled dosti podobně, ale lǐśı se v detailech – obě úlohy jsou principiálně
odlǐsné. Nicméně mezi testováńım hypotézy o parametru a intervalovým odhadem
pro parametr existuje jakási dualita, kterou je dobré si uvědomovat a rozumět j́ı.

Tvrzeńı 4.2 (Ekvivalence intervalových odhad̊u a testováńı).
1. Necht’ je dán oboustranný interval spolehlivosti pro parametr θX s pravděpodobnost́ı

pokryt́ı 1−α (přesnou nebo asymptotickou), který má tvar (CL(X), CU (X))
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. Uvažujme test hypotézy H0 : θX = θ0 proti H1 : θX 6= θ0 založený na roz-
hodovaćım pravidle

H0 zamı́táme, jestliže θ0 6∈ (CL(X), CU (X))

H0 nezamı́táme, jestliže θ0 ∈ (CL(X), CU (X)).

Pak má výsledný test hladinu α (přesně nebo asymptoticky).
2. Necht’ je dán test hypotézy H0 : θX = θ proti H1 : θX 6= θ na hladině
α (přesné nebo asymptotické). Sestavme množinu BX obsahuj́ıćı všechny
parametry θ ∈ Θ, pro něž se při pozorovaných datech X nezamı́tá hypotéza
H0 : θX = θ. Pak P [BX 3 θX ] = 1− α (nebo → 1− α) a (je-li BX interval)
jedná se o interval spolehlivosti pro parametr θX s pravděpodobnost́ı pokryt́ı
1− α (přesnou nebo asymptotickou).

4.5 Asymptotické testy založené na metodě maximálńı
věrohodnosti

Vlastnosti maximálně věrohodných odhad̊u uvedené v kapitole 3.3 lze použ́ıt k od-
vozováńı asymptotických test̊u v parametrických modelech. Ukážeme si, jak takové
testy vypadaj́ı.

Pracujeme s náhodným výběrem X1, . . . , Xn z rozděleńı∗ s hustotou f(x|θX)
vzhledem k mı́̌re µ a parametrickým modelem

F = {rozděleńı s hustotou f(x|θ), θ ∈ Θ ⊆ Rd}.

Předpokládáme, že plat́ı všechny podmı́nky zaručuj́ıćı platnost vět z kapitoly 3.3,
tj. identifikovatelnost modelu a podmı́nky regularity R1 – R6 uvedené na str. 26.

Testováńı jednoduchých hypotéz

Chceme testovat hypotézu H0 : θX = θ0 proti H1 : θX 6= θ0, kde θ0 ∈ Θ. Jde
o jednoduchou hypotézu, nebot’ v modelu F je právě jedno rozděleńı s hustotou
f(x|θ0). Hypotéza H0 znamená, že všechny parametry modelu nabývaj́ı nějakých
předurčených hodnot obsažených ve vektoru θ0.

Př́ıklad.

F = {N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 > 0}
θX = (µX , σ

2
X)T,θ0 = (0, 1)T

H0 : θX = θ0, tj. µX = 0 a σ2
X = 1

∗ může j́ıt i o výběr náhodných vektor̊u, ale ve značeńı to nezohledňujeme.

36



4 Principy testováńı hypotéz

Pozorujeme data z nějakého normálńıho rozděleńı a zaj́ımá nás, jestli pocházej́ı z
normovaného normálńıho rozděleńı N(0, 1).

Definujme si tři testové statistiky. Použ́ıváme značeńı zavedené v kapitole 3.3.

Definice 4.7.

(i) Statistika

λn =
Ln(θ̂n)

Ln(θ0)

se nazývá věrohodnostńı poměr∗.

(ii) Statistika
Wn = n(θ̂n − θ0)TÎn(θ̂n)(θ̂n − θ0)

se nazývá Waldova statistika†.

(iii) Statistika

Rn =
1

n
Un(θ0|X)TÎ−1

n (θ0)Un(θ0|X)

se nazývá Raova (skórová) statistika‡.

Poznámka. Symbolem În rozumı́me nějaký konsistentńı odhad Fisherovy in-
formačńı matice. Můžeme si vybrat jednu ze tř́ı možnost́ı:

1. În(θ) = In(θ|X) = − 1
n

∑n
i=1

∂2

∂θ∂θT
log f(θ|Xi) (výběrová informačńı matice)

2. În(θ) = 1
n

∑n
i=1U(θ|Xi)

⊗2 (výběrový rozptyl skórové funkce)

3. În(θ) = I(θ) (Fisherova informačńı matice)

Do Waldovy statistiky se obvykle dosazuje În(θ̂n) = In(θ̂n|X). Do Raovy statis-
tiky se obvykle dosazuje În(θ0) = 1

n

∑n
i=1U(θ0|Xi)

⊗2.

Poznámka.
• Věrohodnostńı poměr vyžaduje výpočet θ̂n a Ln nebo `n. Nevyžaduje výpočet
Un a În.

• Waldova statistika vyžaduje výpočet θ̂n a În. Nevyžaduje výpočet Ln a Un.
• Raova statistika vyžaduje výpočet Un a În. Nevyžaduje výpočet θ̂n a Ln.

Poznámka. Je-li d = 1 (jeden parametr) a θ0 = 0, pak lze Waldovu statistiku
přepsat jako

Wn =

[
θ̂n√

n−1Î−1
n (θ̂n)

]2

,

kde n−1Î−1
n (θ̂n) je odhad asymptotického rozptylu θ̂n.

∗ Angl. likelihood ratio † Angl. Wald statistic ‡ Angl. Rao (score) statistic
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4 Principy testováńı hypotéz

Věta 4.3. Necht’ je splněna hypotéza H0 : θX = θ0. Pak plat́ı:

(i)

2 log λn = 2(`n(θ̂n)− `n(θ0))
D−→ χ2

d;

(ii)

Wn
D−→ χ2

d;

(iii)

Rn
D−→ χ2

d.

Poznámka. Plat́ı-li H0, očekáváme, že θ̂n je bĺızko θ0, Ln(θ̂n) je bĺızko Ln(θ0) a
Un(θ0|X) je bĺızko 0. Za platnosti H0 maj́ı všechny tři testové statistiky hodnoty
bĺızko 0. Velké hodnoty statistik svědč́ı proti platnosti H0.

Důsledek. Necht’ χ2
d(1 − α) je (1 − α)-kvantil rozděleńı χ2

d. Uvažujme testy hy-
potézy H0 : θX = θ0 proti proti H1 : θX 6= θ0 dané pravidlem: H0 zamı́tneme ve
prospěch H1, pokud

(i) 2 log λn ≥ χ2
d(1− α) (test poměrem věrohodnost́ı)

(ii) Wn ≥ χ2
d(1− α) (Wald̊uv test)

(iii) Rn ≥ χ2
d(1− α) (skórový test)

Potom každý z těchto tř́ı test̊u má asymptoticky (pro n→∞) hladinu α.

Poznámka. Všechny tři testy jsou asymptoticky ekvivalentńı; pro velké roz-
sahy výběru dávaj́ı velmi podobné výsledky. V menš́ıch rozsaźıch výběru se je-
jich výsledky mohou lǐsit. V takových situaćıch je nevhodněǰśı test poměrem
věrohodnost́ı, méně vhodný je skórový test, nejméně vhodný je Wald̊uv test.

Je třeba si vybrat jeden z těchto test̊u předt́ım než spoč́ıtáme jejich testové
statistiky. Neńı možně spoč́ıtat všechny tři a vybrat si tu největš́ı. Taková pro-
cedura by porušovala hladinu testu mnohem výrazněji, než kterýkoli ze tř́ı test̊u
provedený samostatně.

Testováńı složených hypotéz

Velmi často se setkáváme s úlohou otestovat jeden parametr v modelu, který
obsahuje v́ıce parametr̊u, ale ty ostatńı nás nezaj́ımaj́ı.

Př́ıklad.

F = {N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 > 0}
θX = (µX , σ

2
X)T,

H∗0 : µX = 0, H∗1 : µX 6= 0

Pozorujeme data z nějakého normálńıho rozděleńı a zaj́ımá nás, jestli maj́ı nulovou
středńı hodnotu.
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4 Principy testováńı hypotéz

Nejedná se o testováńı jednoduché hypotézy, protože v modelu je mnoho rozděleńı,
která H∗0 splňuj́ı.

Rozdělme si parametr θ na část θA obsahuj́ıćı prvńıch m složek θ a část θB
obsahuj́ıćı zbylých d−m složek θ. Máme tedy

θ = (θA,θB)T = (θ1, . . . , θm, θm+1, . . . , θd)
T

Chceme testovat hypotézu H∗0 : θX ∈ Θ0 proti H∗1 : θX 6∈ Θ0, kde Θ0 = {θ :
θA = θA0} ⊂ Θ. Zaj́ımá nás tedy, zdali prvńıch m složek θX nabylo hodnot
stanovených vektorem θA0 bez ohledu na zbylých d−m složek θX .

Podobně jako parametr θ rozděĺıme na prvńıch m složek (část A) a zbylých
d−m složek (část B) všechny vektory a matice vyskytuj́ıćı se ve značeńı pro teorii
maximálńı věrohodnosti. Např́ıklad

θ̂n =

(
θ̂An
θ̂Bn

)
, Un(θ) =

(
UAn(θ)
UBn(θ)

)
, I(θ) =

(
IAA(θ) IAB(θ)
IBA(θ) IBB(θ)

)
, apod.

Lemma 4.4 (Inverse blokové matice). Necht’

I =

(
IAA IAB
IBA IBB

)
je matice o plné hodnosti. Pak existuje inversńı matice k I a jej́ı tvar je

I−1 =

(
IAA IAB

IBA IBB

)
,

kde

IAA = I−1
AA.B,

IAB = −I−1
AA.BIABI

−1
BB,

IBA = −I−1
BB.AIBAI

−1
AA,

IBB = I−1
BB.A,

IAA.B = IAA − IABI−1
BBIBA

IBB.A = IBB − IBAI−1
AAIAB.

Jestliže plat́ı nulová hypotéza H∗0 : θX ∈ Θ0 v́ıme, že θAX = θA0, neznáme však
hodnotu θBX . Můžeme odhadnout θBX pomoćı metody maximálńı věrohodnosti
aplikované na vnořený model (submodel)

F0 = {rozděleńı s hustotou f(x|(θA,θB)), θA = θA0, θB ∈ ΘB ⊆ Rd−m},
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4 Principy testováńı hypotéz

který má d−m neznámých parametr̊u.
Označme maximálně věrohodný odhad parametru θX v submodelu F0 jako

θ̃n =
( θ̃An
θ̃Bn

)
, kde θ̃An = θA0 a θ̃Bn řeš́ı soustavu věrohodnostńıch rovnic

UBn(θA0, θ̃Bn) = 0.

Fisherova informačńı matice pro pro θB v tomto modelu je IBB(θX).
Podle vět 3.7 a 3.8 v modelu F0 plat́ı

1√
n
UBn(θX)

D−→ Nd−m(0, IBB(θX))

a √
n(θ̃Bn − θBX)

D−→ Nd−m(0, I−1
BB(θX)),

zat́ımco podle těchtýž vět a lemmatu 4.4 v širš́ım modelu F plat́ı

1√
n
UBn(θX)

D−→ Nd−m(0, IBB(θX))

a √
n(θ̂Bn − θBX)

D−→ Nd−m(0, I−1
BB.A(θX)),

kde
I−1
BB.A = (IBB − IBAI−1

AAIAB)−1 ≥ I−1
BB.

Asymptotický rozptyl maximálně věrohodného odhadu parametru θBX tedy záviśı
na tom, jestli známe θAX nebo ne. Pokud známe θAX (za platnosti H∗0 ), je

asymptotický rozptyl odhadu θ̃Bn obecně menš́ı než asymptotický rozptyl odhadu
θ̂Bn při neznalosti θAX .

Pokud však IBA = 0 (odhady θAX a θBX jsou asymptoticky nezávislé), potom
jsou asymptotické rozptyly θ̃Bn a θ̂Bn stejné a nezálež́ı na tom, jestli θAX známe,
nebo ne.

Zobecněme si tři testové statistiky zavedené v předchoźı kapitole na testováńı
složené hypotézy H∗0 : θX ∈ Θ0 proti H∗1 : θX 6∈ Θ0, kde Θ0 = {θ : θA = θA0} ⊂
Θ.

Definice 4.8.

(i) Statistika

λ∗n =
Ln(θ̂n)

Ln(θ̃n)
> 1

se nazývá věrohodnostńı poměr.
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4 Principy testováńı hypotéz

(ii) Statistika
W ∗n = n(θ̂An − θA0)TÎAA.B(θ̂n)(θ̂An − θA0)

se nazývá Waldova statistika.

(iii) Statistika

R∗n =
1

n
Un(θ̃n)TÎ−1

n (θ̃n)Un(θ̃n)

se nazývá Raova (skórová) statistika.

Poznámka.
• Výrazem ÎAA.B ve Waldově statistice rozumı́me inverzi levého horńıho bloku

matice Î−1
n .

• Jelikož UBn(θ̃n) = 0, Raova statistika jde přepsat do tvaru

R∗n =
1

n
UAn(θ̃n)TÎ−1

AA.B(θ̃n)UAn(θ̃n)

• Raova statistika nevyžaduje výpočet θ̂n, stač́ı j́ı jen odhad θ̃n pro zmenšený
model (za hypotézy).

Věta 4.5. Necht’ je splněna hypotéza H∗0 : θX ∈ Θ0, kde Θ0 = {θ : θA = θA0}.
Pak plat́ı:

(i)

2 log λ∗n = 2(`n(θ̂n)− `n(θ̃n))
D−→ χ2

m;

(ii)

W ∗n
D−→ χ2

m;

(iii)

R∗n
D−→ χ2

m.

Poznámka. Plat́ı-li H∗0 , očekáváme, že θ̂n je bĺızko θ̃n, Ln(θ̂n) je bĺızko Ln(θ̃n)

a Un(θ̃n) je bĺızko 0. Za platnosti H∗0 maj́ı všechny tři testové statistiky hodnoty
bĺızko 0. Velké hodnoty statistik svědč́ı proti platnosti H∗0 .

Důsledek. Necht’ χ2
m(1 − α) je (1 − α)-kvantil rozděleńı χ2

m. Uvažujme testy
hypotézy H∗0 : θX ∈ Θ0, kde Θ0 = {θ : θA = θA0}, proti H∗1 : θX 6∈ Θ0 dané
pravidlem: H∗0 zamı́tneme ve prospěch H∗1 , pokud

(i) 2 log λ∗n ≥ χ2
m(1− α) (test poměrem věrohodnost́ı)

(ii) W ∗n ≥ χ2
m(1− α) (Wald̊uv test)

(iii) R∗n ≥ χ2
m(1− α) (skórový test)

Potom každý z těchto tř́ı test̊u má asymptoticky (pro n→∞) hladinu α.

Poznámka. Počet stupň̊u volnosti v referenčńım χ2
m rozděleńı je roven počtu

testovaných parametr̊u.
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5 Jednovýběrové a párové problémy pro
nominálńı data

V této kapitole uvažujeme náhodný výběr X1, . . . , Xn reálných veličin se spojitou
distribučńı funkćı FX patř́ıćı do modelu F . Zaj́ımá nás parametr θX = t(FX).
Chceme testovat hypotézu H0 : θX = θ0 proti alternativě H1 : θX 6= θ0, př́ıpadně
sestrojit intervalový odhad θX .

5.1 Kolmogorovov̊uv-Smirnov̊uv test

Model: F = {všechna spojitá rozděleńı}
Testovaný parametr: celá distribučńı funkce FX

Hypotéza a alternativa:

H0 : FX(x) = F0(x) ∀x ∈ R, H1 : ∃x ∈ R : FX(x) 6= F0(x),

kde F0 je nějaká pevně specifikovaná spojitá distribučńı funkce (bez neznámých
parametr̊u).

Testová statistika:
Kn = sup

x∈R

∣∣∣F̂n(x)− F0(x)
∣∣∣ ,

kde F̂n je empirická distribučńı funkce náhodného výběru X1, . . . , Xn.
Nulovou hypotézu budeme zamı́tat, pokud se empirická distribučńı funkce př́ılǐs

lǐśı od distribučńı funkce za nulové hypotézy, tj. pokud je testová statistika př́ılǐs
velká.

Označme K+
n = supx∈R(F̂n(x) − F0(x)) a K−n = supx∈R(F0(x) − F̂n(x)). Pak

Kn = max(K+
n ,K

−
n ).

Tvrzeńı 5.1. Plat́ı

K+
n = max

1≤i≤n

(
i

n
− F0(X(i))

)
, K−n = max

1≤i≤n

(
F0(X(i))−

i− 1

n

)
.

Poznámka. Předchoźı tvrzeńı ukazuje několik zaj́ımavých věćı.
• K výpočtu Kn neńı třeba poč́ıtat F̂n.
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• RozděleńıKn za platnosti nulové hypotézy nezáviśı na F0 (plat́ı-liH0, F0(X(i))
má podle věty 1.8 beta rozděleńı).

Tvrzeńı 5.2. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr ze spojitého rozděleńı s dis-
tribučńı funkćı FX . Pak pro každé y ∈ R plat́ı

P

[√
n sup
x∈R

∣∣∣F̂n(x)− FX(x)
∣∣∣ ≤ y]→ 1− 2

∞∑
k=1

(−1)k+1e−2k2y2 pro n→∞.

Z tvrzeńı 5.2 plyne, že
√
nKn za platnosti nulové hypotézy konverguje v distri-

buci k náhodné veličině s distribučńı funkćı FK(y) = 1−2
∑∞

k=1(−1)k+1e−2k2y2 . To
nám umožńı určit kritickou hodnotu pro zamı́táńı H0, aby měl test asymptotickou
hladinu α.

Kritický obor:
H0 zamı́tneme ⇔

√
nKn ≥ cα,

kde cα je konstanta splňuj́ıćı rovnost

2
∞∑
k=1

(−1)k+1e−2k2c2α = α.

Řešeńı této rovnice je třeba naj́ıt numericky.

Poznámka.
• Je možné spoč́ıtat i přibližnou kritickou hodnotu Kolmogorovova-Smirnovova

testu pro diskrétńı rozděleńı anebo přesnou kritickou hodnotu pro spojité
rozděleńı a malé n.

• Výhodou tohoto testu je jeho universalita (reaguje na jakýkoli rozd́ıl v
rozděleńı dat proti nulové hypotéze) a absence předpoklad̊u o rozděleńı FX .

• Nevýhodou Kolmogorovova-Smirnovova testu je to, že F0 muśı být známa
přesně (nesmı́ obsahovat neznámé parametry ani jejich odhady) a to, že test
má malou śılu v situaćıch, kdy některé druhy porušeńı H0 jsou častěǰśı nebo
d̊uležitěǰśı než jiné. Pak je lepš́ı použ́ıt test, který je specificky zaměřen na
konkrétńı typ porušeńı H0.

5.2 Jednovýběrový t-test

Model: F = {N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 > 0}
Testovaný parametr: Středńı hodnota µX = EXi

Hypotéza a alternativa:

H0 : µX = µ0, H1 : µX 6= µ0,
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kde µ0 je předem daná konstanta.

Testová statistika:

Tn =
√
n
Xn − µ0

Sn
,

kde Xn je aritmetický pr̊uměr a S2
n je výběrový rozptyl (viz definice 1.4).

Poznámka.
• Nulovou hypotézu budeme zamı́tat, pokud se výběrový pr̊uměr př́ılǐs lǐśı od

hypotetické středńı hodnoty, tj. pokud je testová statistika bud’ moc velká
nebo moc malá.

• Věta 1.5 implikuje, že za platnosti nulové hypotézy má Tn rozděleńı tn−1.

Kritický obor:
H0 zamı́tneme ⇔ |Tn| ≥ tn−1(1− α/2),

kde tn−1(1− α/2) je (1− α/2)-tý kvantil t-rozděleńı s n− 1 stupni volnosti.

Poznámka. Jednovýběrový t-test∗ je přesný test zaměřený na středńı hodnotu.
Vyžaduje normálńı rozděleńı pozorovaných dat.

P-hodnota: p = 2(1 − Fn(|Tn|)), kde Tn je pozorovaná hodnota testové statistiky
a Fn je distribučńı funkce rozděleńı tn−1.

Interval spolehlivosti pro µX : Interval spolehlivosti pro středńı hodnotu normálńıho
rozděleńı při neznámém rozptylu je(

Xn −
Sn√
n
tn−1(1− α

2
), Xn +

Sn√
n
tn−1(1− α

2
)

)
(viz (2.1) na str. 14 a předcházej́ıćı př́ıklad).

5.3 Jednovýběrový z-test

Model: F = L2

Testovaný parametr: Středńı hodnota µX = EXi

Hypotéza a alternativa:

H0 : µX = µ0, H1 : µX 6= µ0,

kde µ0 je předem daná konstanta.

Testová statistika:

Tn =
√
n
Xn − µ0

Sn
,

kde Xn je aritmetický pr̊uměr a S2
n je výběrový rozptyl.

∗ Angl. one-sample t-test
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Poznámka.
• Testová statistika je naprosto stejná jako u t-testu. Věta 1.4 implikuje,

že za platnosti nulové hypotézy má Tn asymptoticky normované normálńı
rozděleńı.

• Budeme-li zamı́tat H0, pokud |Tn| ≥ u1−α/2, test bude mı́t asymptotickou
hladinu α. Nahrad́ıme-li kvantil normálńıho rozděleńı kvantilem rozděleńı
tn−1, test bude mı́t stále asymptotickou hladinu α a bude mı́t lepš́ı vlastnosti
pro konečné n .

Kritický obor:
H0 zamı́tneme ⇔ |Tn| ≥ tn−1(1− α/2),

kde tn−1(1− α/2) je (1− α/2)-tý kvantil t-rozděleńı s n− 1 stupni volnosti.

Poznámka. Tento test je ekvivalentńı jednovýběrovému t-testu, ale bez předpokladu
normality dat. Zat́ımco jednovýběrový t-test je přesný, tento test je pouze asympto-
tický a vyžaduje tedy dostatečně velký počet pozorováńı (v praxi většinou stač́ı
n ≥ 30).

P-hodnota: p = 2(1 − Fn(|Tn|)), kde Tn je pozorovaná hodnota testové statistiky
a Fn je distribučńı funkce rozděleńı tn−1.

Interval spolehlivosti pro µX :
Interval (2.1) má pravděpodobnost poktyt́ı konverguj́ıćı k 1−α. Viz př́ıklad na

str. 14.

5.4 Jednovýběrový znaménkový test

Model: F = {všechna spojitá rozděleńı}
Testovaný parametr: Medián mX = F−1

X (0.5)

Hypotéza a alternativa:

H0 : mX = m0, H1 : mX 6= m0,

kde m0 je předem daná konstanta.

Testová statistika:

Yn =

n∑
i=1

I(0,∞)(Xi −m0)

(počet pozorováńı větš́ıch než m0).

Věta 5.3. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z libovolného spojitého rozděleńı
s mediánem mX . Pak
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(i)
n∑
i=1

I(0,∞)(Xi −mX) ∼ Bi(n, 1/2)

(ii)

1√
n

n∑
i=1

[
I(0,∞)(Xi −mX)− 1

2

]
D−→ N(0, 1/4)

Poznámka.
• Hypotézu budeme zamı́tat pro př́ılǐs malé nebo př́ılǐs velké hodnoty Yn.
• Prvńı část věty udává přesné rozděleńı Yn za platnosti hypotézy H0 : mX =
m0.

• Druhá část věty udává asymptotické rozděleńı Yn za platnosti hypotézy
H0 : mX = m0 při n→∞.

Kritický obor (p̌resný test):

H0 zamı́tneme ⇔ Yn ≤ c1n(α) nebo Yn ≥ c2n(α)

kde c1n(α) je největš́ı celé č́ıslo k1, které splňuje 2−n
∑k1

j=0

(
n
j

)
≤ α

2 a c2n(α) je

nejmenš́ı celé č́ıslo k2, které splňuje 2−n
∑n

j=k2

(
n
j

)
≤ α

2 . (Ze symetrie binomického
rozděleńı plyne, že c1n(α) + c2n(α) = n.) Tento test má hladinu nejvýše α (přesné
hladiny α nemuśı být možné dosáhnout).

Kritický obor (asymptotický test):

H0 zamı́tneme ⇔
∣∣∣∣ 2√
n
Yn −

√
n

∣∣∣∣ ≥ u1−α/2.

5.5 Jednovýběrový Wilcoxon̊uv test

Model: F = { spojitá rozděleńı s hustotou f splňuj́ıćı ∃δ ∈ R : f(δ−x) = f(δ+x)
∀x ∈ R}
Testovaný parametr: Střed symetrie δX

Poznámka. Model vyžaduje, aby hustota Xi byla symetrická kolem nějakého
bodu δX . Pak muśı platit mX = δX a pokud Xi ∈ L1, pak i EXi ≡ µX = δX .

Hypotéza a alternativa:

H0 : δX = δ0, H1 : δX 6= δ0,

kde δ0 je předem daná konstanta.
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Poznámka. Za platnosti modelu F je hypotéza H0 ekvivalentńı hypotéze H∗0 :
mX = δ0 (test na medián). Pokud nav́ıc Xi ∈ L1, pak je hypotéza H0 též ekviva-
lentńı hypotéze H∗∗0 : µX = δ0 (test na středńı hodnotu).

Testová statistika:
WS =

∑
i∈I

Ri,

kde I ⊂ {1, . . . , n} je množina všech index̊u takových, že Zi
df
= Xi − δ0 má kladné

znaménko pro i ∈ I, a R1, R2, . . . , Rn jsou pořad́ı náhodných veličin |Zi| mezi
všemi |Z1| , . . . , |Zn|.

Poznámka. Testová statistika WS jednovýběrového Wilcoxonova testu∗ může
nabývat hodnot 0, 1, . . . , n(n+ 1)/2. Spoč́ıtá se následuj́ıćım zp̊usobem:

1. Spoč́ıtáme odchylky Zi = Xi − δ0 a urč́ıme množinu index̊u I.
2. Seřad́ıme všechny Zi podle jejich absolutńı hodnoty od nejmenš́ı do největš́ı;

źıskáme uspořádaný výběr

0 <
∣∣Z(1)

∣∣ < ∣∣Z(2)

∣∣ < · · · < ∣∣Z(n)

∣∣ .
3. Urč́ıme pořad́ı Ri náhodné veličiny |Zi| mezi všemi

∣∣Z(1)

∣∣ , . . . , ∣∣Z(n)

∣∣. Plat́ı
|Zi| =

∣∣Z(Ri)

∣∣.
4. Sečteme pořad́ı Ri pro i ∈ I.

Velikost množiny I je rovna počtu pozorováńı, pro něž plat́ı Xi > δ0 (srv. s
testovou statistikou znaménkového testu).

Tvrzeńı 5.4. Necht’X1, . . . , Xn je náhodný výběr z libovolného spojitého rozděleńı
splňuj́ıćıho model F a necht’ plat́ı H0 : δX = δ0. Pak

(i)

EWS =
n(n+ 1)

4
, varWS =

n(n+ 1)(2n+ 1)

24
.

(ii)
WS − EWS√

varWS

D−→ N(0, 1).

Poznámka.
• Předchoźı tvrzeńı dává návod k nalezeńı kritických hodnot pro zamı́táńı

nulové hypotézy, které zaručuj́ı asymptotickou hladinu α.
• Hypotézu budeme zamı́tat pro př́ılǐs malé nebo př́ılǐs velké hodnoty WS .
• Neńı-li n př́ılǐs velké, lze nalézt i přesné rozděleńı testové statistiky WS

(numericky nebo v tabulkách).

∗ Angl. one-sample Wilcoxon test, Wilcoxon signed rank test
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Kritický obor (asymptotický test):

H0 zamı́tneme ⇔

∣∣∣WS − n(n+1)
4

∣∣∣√
n(n+1)(2n+1)

24

≥ u1−α/2.

Poznámka. Jednovýběrový Wilcoxon̊uv test bere v úvahu i velikost odchylek
od δ0, nikoli jen jejich znaménko (jako znaménkový test). Jeho śıla pro testováńı
mediánu je obecně větš́ı než śıla znaménkového testu. Hladinu však dodržuje pouze
tehdy, je-li rozděleńı jednotlivých pozorováńı symetrické, zat́ımco znaménkový test
žádný takový předpoklad nevyžaduje.

5.6 Jednovýběrový χ2 test na rozptyl

Model: F = {N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 > 0}
Testovaný parametr: Rozptyl σ2

X = varXi.

Hypotéza a alternativa:

H0 : σ2
X = σ2

0, H1 : σ2
X 6= σ2

0,

kde σ2
0 je předem daná konstanta.

Testová statistika:
(n− 1)S2

n

σ2
0

,

kde S2
n je výběrový rozptyl (viz definice 1.4).

Poznámka.
• Z věty 1.2 (bod 3) v́ıme, že testová statistika má za platnosti modelu a

nulové hypotézy přesně rozděleńı χ2
n−1.

• Nulovou hypotézu budeme zamı́tat, pokud se výběrový rozptyl př́ılǐs lǐśı od
hypotetického rozptylu, tj. pokud je testová statistika bud’ moc velká nebo
moc malá.

Kritický obor:

H0 zamı́tneme ⇔ (n− 1)S2
n

σ2
0

≤ χ2
n−1(α/2) nebo

(n− 1)S2
n

σ2
0

≥ χ2
n−1(1− α/2),

kde χ2
n−1(α/2) a χ2

n−1(1 − α/2) jsou po řadě (α/2)-tý a (1 − α/2)-tý kvantil χ2

rozděleńı s n− 1 stupni volnosti.

Poznámka. Jednovýběrový χ2 test rozptylu je přesný test. Vyžaduje normálńı
rozděleńı pozorovaných dat.
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P-hodnota: p = 2 min(1 − Fn(s), Fn(s)), kde s je pozorovaná hodnota testové
statistiky a Fn je distribučńı funkce rozděleńı χ2

n−1.

Interval spolehlivosti pro σ2
X : (viz (2.2))(

(n− 1)S2
n

χ2
n−1(1− α/2)

,
(n− 1)S2

n

χ2
n−1(α/2)

)

5.7 Párové testy

Uvažujme náhodný výběr (
X1

Y1

)
, . . . ,

(
Xn

Yn

)
dvousložkových náhodných vektor̊u s dvourozměrnou distribučńı funkćı. Chceme
porovnat nějakou charakteristiku marginálńıho rozděleńı FX náhodné veličiny Xi

se stejnou charakteristikou marginálńıho rozděleńı FY náhodné veličiny Yi. Pozo-
rováńı Xi a Yi ovšem nejsou nezávislá.

Hlavńı myšlenka párových test̊u je jednoduchá: Vezmeme rozd́ıly Zi = Xi − Yi
(jež tvoř́ı náhodný výběr z nějakého jednorozměrného rozděleńı) a na ně prove-
deme vhodný jednovýběrový test. Muśıme se však zamyslet na t́ım, jestli hypotéza
testovaná jednovýběrovým testem provedeným na Zi má nějakou rozumnou inter-
pretaci pro porovnáńı rozděleńı Xi a Yi. Někdy tomu tak je, ale v řadě př́ıpad̊u
taková interpretace neexistuje.

Necht’ např́ıklad jednovýběrový test provedený na rozd́ıly Zi testuje středńı
hodnotu, třeba H0 : EZi = 0. Tato hypotéza je splněna právě tehdy, když EXi =
EYi a výsledný test tedy testuje rovnost středńıch hodnot Xi a Yi.

U jiných charakteristik toto neplat́ı: testujeme-li nulovost mediánu Zi, nezna-
mená to bez daľśıch předpoklad̊u, že se za platnosti této hypotézy rovnaj́ı mediány
Xi a Yi. Testováńı rozptylu Zi jednovýběrovým testem pak neř́ıká v̊ubec nic o tom,
jak a v čem se lǐśı rozděleńı Xi od rozděleńı Yi.

5.8 Párový t-test

Párový t-test∗ je ekvivalentńı jednovýběrovému t-testu provedenému na rozd́ıly
Zi.
Model: F = {Zi = Xi − Yi ∼ N(µ, σ2), µ ∈ R, σ2 > 0}
Testované parametry: Středńı hodnoty µX = EXi a µY = EYi.

Hypotéza a alternativa:

H0 : µX − µY = d0, H1 : µX − µY 6= d0,

∗ Angl. paired t-test

49
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kde d0 je předem daná konstanta (obvykle d0 = 0).

Testová statistika:

Tn =
√
n
Zn − d0

S
(Z)
n

,

kde Zn je aritmetický pr̊uměr rozd́ıl̊u Zi (což je rovno Xn−Y n) a S
(Z)
n je výběrová

směrodatná odchylka rozd́ıl̊u Zi.

Kritický obor:
H0 zamı́tneme ⇔ |Tn| ≥ tn−1(1− α/2),

kde tn−1(1− α/2) je (1− α/2)-tý kvantil t-rozděleńı s n− 1 stupni volnosti.

P-hodnota: p = 2(1 − Fn(|Tn|)), kde Tn je pozorovaná hodnota testové statistiky
a Fn je distribučńı funkce rozděleńı tn−1.

Interval spolehlivosti pro µX − µY : Samostatné cvičeńı.

5.9 Párový z-test

Párový z-test je ekvivalentńı jednovýběrovému z-testu provedenému na rozd́ıly Zi.
Je to asymptotická verze párového t-testu na nenormálńı data.
Model: F = {Zi = Xi − Yi ∈ L2}
Testované parametry: Středńı hodnoty µX = EXi a µY = EYi.

Hypotéza a alternativa:

H0 : µX − µY = d0, H1 : µX − µY 6= d0,

kde d0 je předem daná konstanta (obvykle d0 = 0).

Testová statistika:

Tn =
√
n
Zn − d0

S
(Z)
n

,

kde Zn je aritmetický pr̊uměr rozd́ıl̊u Zi (což je rovno Xn−Y n) a S
(Z)
n je výběrová

směrodatná odchylka rozd́ıl̊u Zi.

Kritický obor:
H0 zamı́tneme ⇔ |Tn| ≥ tn−1(1− α/2),

kde tn−1(1− α/2) je (1− α/2)-tý kvantil t-rozděleńı s n− 1 stupni volnosti.

P-hodnota: p = 2(1 − Fn(|Tn|)), kde Tn je pozorovaná hodnota testové statistiky
a Fn je distribučńı funkce rozděleńı tn−1.
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5.10 Párový znaménkový test

Model: F = {všechna spojitá rozděleńı}
Testovaný parametr: Medián mZ rozd́ılu Zi.

Hypotéza a alternativa:

H0 : mZ = 0, H1 : mZ 6= 0.

Poznámka. 1. Medián Zi obecně nelze vyjádřit pomoćı medián̊u Xi a Yi.
2. H0 plat́ı právě když P [Xi ≤ Yi] = P [Xi ≥ Yi] = 1/2, tj. Xi je s polovičńı

pravděpodobnost́ı větš́ı než Yi a s polovičńı pravděpodobnost́ı menš́ı než Yi.
3. Má-li nav́ıc Zi konečnou středńı hodnotu a hustotu symetrickou kolem 0,

pak muśı platit EZi = EXi − EYi = 0. Za těchto dodatečných předpoklad̊u
je H0 ekvivalentńı hypotéze o rovnosti středńıch hodnot Xi a Yi.

Testová statistika:

Yn =
n∑
i=1

I(0,∞)(Zi)

(počet rozd́ıl̊u větš́ıch než 0).

Kritický obor (p̌resný test): Viz jednovýběrový znaménkový test.

Kritický obor (asymptotický test):

H0 zamı́tneme ⇔
∣∣∣∣ 2√
n
Yn −

√
n

∣∣∣∣ ≥ u1−α/2.

Poznámka. Výhodou párového znaménkového testu∗ je to, že nevyžaduje vyč́ısleńı
rozd́ılu mezi Xi a Yi. Stač́ı informace o tom, že Xi je

”
lepš́ı“ než Yi, resp. Xi

je
”
horš́ı“ než Yi. Tento test je vhodný pro aplikace, v nichž může být určeńı

konkrétńıch hodnot Xi a Yi problematické.

5.11 Párový Wilcoxon̊uv test

Model: F = {Zi má spojité rozděleńı s konečnou středńı hodnotou a s hustotou f
splňuj́ıćı ∃δ ∈ R : f(δ − x) = f(δ + x) ∀x ∈ R}

Poznámka. Na rozd́ıl od jednovýběrového Wilcoxonova testu u párového testu†

vyžadujeme, aby rozd́ıly Zi = Xi−Yi měly konečnou středńı hodnotu. Předpoklad
o symetrické hustotě se týká rozd́ıl̊u Zi, nikoli p̊uvodńıch pozorováńı Xi a Yi. V
modelu F muśı platit EZi = EXi − EYi = δX .

∗ Angl. paired sign test † Angl. paired Wilcoxon test, Wilcoxon signed rank test
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Testované parametry: Středńı hodnoty µX = EXi a µY = EYi.

Hypotéza a alternativa:

H0 : µX − µY = δ0, H1 : µX − µY 6= δ0,

kde δ0 je předem daná konstanta (obvykle δ0 = 0).

Testová statistika:
WS =

∑
i∈I

Ri,

kde I ⊂ {1, . . . , n} je množina všech index̊u takových, že Z∗i
df
= Xi − Yi − δ0 má

kladné znaménko pro i ∈ I, a R1 < R2 < · · · < Rn jsou pořad́ı náhodných veličin
|Z∗i | mezi všemi |Z∗1 | , . . . , |Z∗n|.

Vlastnosti testové statistiky a kritický obor: viz jednovýběrový Wilcoxon̊uv test.
K testováńı hypotézyH0 je asymptotický párový t-test (=párový z-test) vhodněǰśı

než párový Wilcoxon̊uv test, protože nevyžaduje symetrii hustoty.
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Nyńı budeme řešit situace, kdy máme k dispozici dva nezávislé náhodné výběry:
X1, . . . , Xn je náhodný výběr s distribučńı funkćı FX a Y1, . . . , Ym je náhodný
výběr s distribučńı funkćı FY . Model F specifikuje množinu uvažovaných dis-
tribučńıch funkćı FX a FY . Máme daný parametr θ = t(F ), jehož hodnotu chceme
pro oba výběry porovnat. Označme si θX = t(FX) a θY = t(FY ). Obvykle chceme
testovat hypotézu H0 : θX = θY proti alternativě H1 : θX 6= θY , př́ıpadně sestrojit
intervalový odhad pro rozd́ıl θX − θY .

Existuje ještě druhý zp̊usob, jak zformulovat dvouvýběrový problém. Představme
si, že pozorujeme náhodný výběr z dvourozměrného rozděleńı(

Z1

G1

)
, . . . ,

(
ZN
GN

)
,

kde Zj jsou hodnoty nezávislých stejně rozdělených měřeńı a Gj má alternativńı
rozděleńı s parametrem pG ∈ (0, 1). Indikátor Gj určuje, do které z porovnávaných
skupin j-té pozorováńı patř́ı (jestliže Gj = 0, pak do prvńı skupiny, jinak do
druhé). Přeznač́ıme-li si měřeńı Zj na Xi anebo Yi podle toho, do jaké skupiny
dané pozorováńı patř́ı

(X1, . . . , Xn)
df
= (Zj : Gj = 0) a (Y1, . . . , Ym)

df
= (Zj : Gj = 1),

źıskáme prvńı formulaci problému (dva nezávislé výběry). Chceme porovnat podmı́něné
rozděleńı Zj v obou skupinách, tj. zaj́ımaj́ı nás podmı́něné distribučńı funkce
FX(x) = P [Zj ≤ x | Gj = 0 ] a FY (x) = P [Zj ≤ x | Gj = 1 ], př́ıpadně jejich pa-
rametry θX = t(FX) a θY = t(FY ).

Data podle prvńı formulace źıskáme obvykle tak, že si předem stanov́ıme, ko-
lik měřeńı z každě skupiny chceme mı́t, a pak napozorujeme př́ıslušný počet
veličin pro každou skupinu zvlášt’. Data podle druhé formulace vzniknou, po-
kud stanov́ıme celkový počet pozorováńı N = n + m, učińıme N pozorováńı
a u každého pozorováńı teprve dodatečně urč́ıme, do které skupiny patř́ı. Obě
formulace jsou ekvivalentńı, až na to, že u prvńı formulace jsou m a n pevná
č́ısla, zat́ımco u druhé formulace jsou m a n náhodné veličiny s binomickým
rozděleńım (n =

∑N
j=1(1 − Gj) ∼ Bi(N, 1 − pG)). U druhé formulace se snáze
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použ́ıvaj́ı asymptotické výsledky pro N → ∞. Chceme-li použ́ıvat asymptotické
metody u prvńı formulace, muśıme mı́t n→∞ i m→∞, ale nav́ıc ještě muśıme
předpokládat, že n/m → q, kde 0 < q < ∞ (tj. rozsahy obou výběr̊u konverguj́ı
do nekonečna stejně rychle).

Všechny metody uváděné v této kapitole se hod́ı pro obě formulace dvouvýběrového
problému.

6.1 Dvouvýběrový Kolmogorovov̊uv-Smirnov̊uv test

Model: F = {všechna spojitá rozděleńı}
Testované parametry: celé distribučńı funkce FX a FY

Hypotéza a alternativa:

H0 : FX(x) = FY (x) ∀x ∈ R, H1 : ∃x ∈ R : FX(x) 6= FY (x).

Testujeme, zdali oba výběry pocházej́ı z téhož rozděleńı.

Testová statistika:
Kn,m = sup

x∈R

∣∣∣F̂X(x)− F̂Y (x)
∣∣∣ ,

kde F̂X je empirická distribučńı funkce náhodného výběru X1, . . . , Xn a F̂Y je
empirická distribučńı funkce náhodného výběru Y1, . . . , Ym.

Tvrzeńı 6.1. Necht’ X1, . . . , Xn a Y1, . . . , Ym jsou nezávislé náhodné výběry ze
spojitého rozděleńı s distribučńı funkćı F0. Pak plat́ı

P

[√
mn

n+m
Kn,m ≤ x

]
→ 1− 2

∞∑
k=1

(−1)k+1e−2k2x2 pro m,n→∞.

Poznámka.
• Nulovou hypotézu budeme zamı́tat, pokud se empirické distribučńı funkce

obou výběr̊u od sebe př́ılǐs lǐśı, tj. pokud je testová statistika velká.

• Tvrzeńı 6.1 implikuje, že za platnosti nulové hypotézy konverguje
√

mn
n+mKn,m

v distribuci k náhodné veličině s distribučńı funkćı 1−2
∑∞

k=1(−1)k+1e−2k2x2

(stejná, jako u jednovýběrového Kolmogorovova-Smirnovova testu). To nám
umožńı určit kritickou hodnotu pro zamı́táńı H0, aby měl test asymptotickou
hladinu α (muśı se spoč́ıtat numericky).

Kritický obor:

H0 zamı́tneme ⇔
√

mn

n+m
Kn,m ≥ cα,
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6 Dvouvýběrové problémy pro nominálńı data

kde cα je konstanta splňuj́ıćı rovnost

2

∞∑
k=1

(−1)k+1e−2k2c2α = α.

Poznámka.
• Je možné spoč́ıtat i přesnou kritickou hodnotu dvouvýběrového Kolmogorovova-

Smirnovova testu pro spojitá rozděleńı s malými rozsahy výběru n, m.
• Výhodou tohoto testu je jeho universalita (reaguje na jakýkoli rozd́ıl v

rozděleńıch obou skupin) a absence omezuj́ıćıch předpoklad̊u. Nevýhodou
tohoto testu je, že má malou śılu proti specifickým druh̊um porušeńı H0.
Zaj́ımá-li nás pouze určitý typ porušeńı H0 (třeba rozd́ıl ve středńı hod-
notě), je lepš́ı použ́ıt test, který je zaměřen na tento konkrétńı parametr.

6.2 Dvouvýběrový t-test

Model:

F = {FX = N(µX , σ
2), FY = N(µY , σ

2), µX , µY ∈ R, σ2 > 0}

Oba výběry maj́ı normálńı rozděleńı s totožným rozptylem, mohou se lǐsit pouze
středńı hodnotou.

Testované parametry: Středńı hodnoty µX = EXi a µY = EYi

Hypotéza a alternativa:

H0 : µX = µY + δ0, H1 : µX 6= µY + δ0.

Testujeme, zdali se středńı hodnoty obou výběr̊u lǐśı o δ0 (obvykle se klade δ0 = 0).

Testová statistika:

Tn,m =

√
mn

n+m

Xn − Y m − δ0

Sn,m
,

kde Xn a Y m jsou aritmetické pr̊uměry obou výběr̊u a

S2
n,m

df
=

1

n+m− 2

[ n∑
i=1

(Xi −Xn)2 +
m∑
j=1

(Yj − Y m)2

]
=

n− 1

n+m− 2
S2
X +

m− 1

n+m− 2
S2
Y

je nestranný odhad společného rozptylu σ2 spoč́ıtaný z obou výběr̊u (vážený
pr̊uměr obou výběrových rozptyl̊u).
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Věta 6.2. Necht’X1, . . . , Xn a Y1, . . . , Ym jsou nezávislé náhodné výběry z normálńıch
rozděleńı se středńımi hodnotami µX a µY a se shodným rozptylem. Pak

T
df
=

√
mn

n+m

Xn − Y m − (µX − µY )

Sn,m
∼ tn+m−2

Poznámka.
• Hypotézu budeme zamı́tat, pokud se výběrové pr̊uměry obou skupin od sebe

př́ılǐs lǐśı, tj. pokud je testová statistika bud’ moc velká nebo moc malá.
• Věta 6.2 implikuje, že za platnosti modelu F a hypotézyH0 má Tn,m rozděleńı
tn+m−2.

Kritický obor:
H0 zamı́tneme ⇔ |Tn,m| ≥ tn+m−2(1− α/2),

kde tn+m−2(1−α/2) je (1−α/2)-tý kvantil t-rozděleńı s n+m−2 stupni volnosti.

Poznámka.
• Dvouvýběrový t-test∗ je přesný test zaměřený na středńı hodnotu. Vyžaduje

normálńı rozděleńı pozorovaných dat a shodný rozptyl v obou výběrech.
• Nemaj́ı-li data normálńı rozděleńı, věta 6.2 plat́ı přibližně pro m,n → ∞.

Nemaj́ı-li data shodný rozptyl, věta 6.2 neplat́ı a test nemá správnou hladinu
ani asymptoticky.

P-hodnota: p = 2(1−F (|Tn,m|)), kde Tn,m je pozorovaná hodnota testové statistiky
a F je distribučńı funkce rozděleńı tn+m−2.

Interval spolehlivosti pro µX−µY : Z věty 6.2 lze odvodit přesný interval spolehlivosti
pro rozd́ıl středńıch hodnot obou výběr̊u. Dostaneme

P

[
Xn − Y m − Sn,m

√
1

n
+

1

m
tn+m−2(1− α/2) < µX − µY <

Xn − Y m + Sn,m

√
1

n
+

1

m
tn+m−2(1− α/2)

]
= 1− α.

6.3 Dvouvýběrový z-test

Model:
F = {FX , FY maj́ı konečné rozptyly}

Testované parametry: Středńı hodnoty µX = EXi a µY = EYi

∗ Angl. two-sample t-test
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Hypotéza a alternativa:

H0 : µX = µY + δ0, H1 : µX 6= µY + δ0.

Testujeme, zdali se středńı hodnoty obou výběr̊u lǐśı o δ0 (obvykle se klade δ0 = 0).

Testová statistika:

Zn,m =
Xn − Y m − δ0√
S2
X/n+ S2

Y /m
,

kde Xn, Y m jsou aritmetické pr̊uměry obou výběr̊u a S2
X , S2

Y jsou výběrové roz-
ptyly.

Věta 6.3. Necht’X1, . . . , Xn a Y1, . . . , Ym jsou nezávislé náhodné výběry z rozděleńı
se středńımi hodnotami µX a µY a konečnými rozptyly. Pak

Z
df
=
Xn − Y m − (µX − µY )√

S2
X/n+ S2

Y /m

D−→ N(0, 1)

Poznámka.
• Hypotézu budeme zamı́tat, pokud se výběrové pr̊uměry obou skupin od sebe

př́ılǐs lǐśı, tj. pokud je testová statistika bud’ moc velká nebo moc malá.
• Věta 6.3 implikuje, že za platnosti modelu F a hypotézy H0 má Zn,m

asymptoticky rozděleńı N(0, 1).

Kritický obor:
H0 zamı́tneme ⇔ |Zn,m| ≥ u1−α/2,

kde u1−α/2 je (1− α/2)-tý kvantil normovaného normálńıho rozděleńı.

Poznámka. Dvouvýběrový z-test je asymptotický test zaměřený na středńı hod-
notu. Na rozd́ıl od dvouvýběrového t-testu nevyžaduje ani normálńı rozděleńı
pozorovaných dat ani shodný rozptyl v obou výběrech.

P-hodnota: p = 2(1−Φ(|Zn,m|)), kde Zn,m je pozorovaná hodnota testové statistiky
a Φ je distribučńı funkce rozděleńı N(0, 1).

Interval spolehlivosti pro µX − µY : Z věty 6.3 lze odvodit přibližný interval spoleh-
livosti pro rozd́ıl středńıch hodnot obou výběr̊u. Dostaneme

P

[
Xn − Y m −

√
S2
X

n
+
S2
Y

m
u1−α/2 < µX − µY <

Xn − Y m +

√
S2
X

n
+
S2
Y

m
u1−α/2

]
→ 1− α.
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Poznámka. Existuj́ı i lepš́ı aproximace kritických hodnot pro tento test, založené
na t-rozděleńı s počtem stupň̊u volnosti, který záviśı na počtu pozorováńı v obou
skupinách a výběrových rozptylech. Takových aproximaćı je několik∗. Jedna z
variant této aproximace, tzv. Welch̊uv test†, je implementována v R jako stan-
dardńı metoda testováńı rovnosti středńıch hodnot dvou výběr̊u (funkce t.test).
Welch̊uv test je vlastně náš dvouvýběrový z-test s vylepšenými kritickými hodno-
tami.

6.4 Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test

Model: F = {X ∼ FX , Y ∼ FY , kde FX(x) = FY (x− δ) pro nějaké δ ∈ R
a FX je libovolná spojitá d.f.}

(tzv. model posunut́ı v poloze)

Testovaný parametr: Posunut́ı δX .

Hypotéza a alternativa:

H0 : δX = 0, H1 : δX 6= 0.

Poznámka.
• Na rozd́ıl od jednovýběrového a párového Wilcoxonova testu nevyžadujeme

symetrii hustoty.
• Pokud plat́ı model F a hypotéza H0, rozděleńı X a Y jsou totožná. Po-

tom plat́ı mX = mY a EX = EY (existuj́ı-li středńı hodnoty). To jest,
za platnosti modelu F lze dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test‡ chápat jako test
rovnosti středńıch hodnot i medián̊u. Všimněte si, že nejsou-li rozptyly X a
Y totožné, model F nemůže platit.

Testová statistika:

Wn,m =
n∑
i=1

Ri,

kde R1, R2, . . . , Rn jsou pořad́ı náhodných veličin Xi ve spojeném náhodném
výběru X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym.

Poznámka. Testová statistika Wn,m může nabývat hodnot n(n+ 1)/2, . . . ,mn+
n(n+ 1)/2. Spoč́ıtá se následuj́ıćım zp̊usobem:

1. Vezmeme spojený výběr (Z1, . . . , Zn+m)
df
= (X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym).

2. Seřad́ıme všechny Zj nejmenš́ı do největš́ı; źıskáme uspořádaný výběr

Z(1) < Z(2) < · · · < Z(n+m).

∗ lze je nalézt např. v knize Anděl: Statistické metody, Matfyzpress, Praha, 1998, kap. 8.1.
† Angl. Welch test ‡ Angl. two-sample Wilcoxon test
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3. Urč́ıme pořad́ı Ri náhodné veličiny Xi mezi všemi Z(1), . . . , Z(n+m). Plat́ı
Xi = Z(Ri).

4. Sečteme pořad́ı Ri pro i = 1, . . . , n.

Tvrzeńı 6.4. Plat́ı-li model F a hypotéza H0, pak

(i)

EWn,m =
n(m+ n+ 1)

2
, varWn,m =

mn(m+ n+ 1)

12
.

(ii) Pokud n,m→∞,
Wn,m − EWn,m√

varWn,m

D−→ N(0, 1).

Poznámka.
• Hypotézu budeme zamı́tat pro př́ılǐs malé nebo př́ılǐs velké hodnoty Wn,m.
• Předchoźı tvrzeńı dává návod k nalezeńı kritických hodnot pro zamı́táńı

nulové hypotézy, které zaručuj́ı asymptotickou hladinu α.
• Nejsou-li n a m př́ılǐs velká, lze nalézt i přesné rozděleńı testové statistiky
Wn,m (numericky nebo v tabulkách).

Kritický obor (asymptotický test):

H0 zamı́tneme ⇔

∣∣∣Wn,m − n(m+n+1)
2

∣∣∣√
mn(m+n+1)

12

≥ u1−α/2.

Mann-Whitneyho formulace Wilcoxonova testu

Uvažujme všechny dvojice (Xi, Yj) pro i = 1, . . . , n a j = 1, . . . ,m. Spočtěme,
kolik z nich splňuje podmı́nku Xi < Yj :

W ∗n,m =

n∑
i=1

m∑
j=1

I{Xi<Yj}.

Náhodná veličina W ∗n,m, tzv. Mann-Whitneyho statistika, může nabývat hodnot
0, . . . , nm.

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že mezi dvouvýběrovou Wilcoxonovou statistikou
Wn,m a Mann-Whitneyho statistikouW ∗n,m je deterministický lineárńı vztah. Můžeme
tedy snadno spoč́ıtat momenty W ∗n,m.

Tvrzeńı 6.5.
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(i)

Wn,m +W ∗n,m = mn+
n(n+ 1)

2
.

(ii) Plat́ı-li H0,

EW ∗n,m =
nm

2
, varW ∗n,m =

mn(m+ n+ 1)

12
.

(iii) Pokud min(n,m)→∞ a plat́ı H0, pak (mn)−1W ∗n,m
P−→ 1/2

Testy založené na dvouvýběrové Wilcoxonově statistice a Mann-Whitneyho sta-
tistice jsou ekvivalentńı, jeden z nich zamı́tá hypotézu tehdy a jen tehdy, zamı́tá-li
druhý.

Mann-Whitneyho statistika lépe ukazuje, jakou hypotézu vlastně dvouvýběrový
Wilcoxon̊uv test testuje: i pokud neplat́ı model F a data maj́ı zcela obecná
rozděleńı FX a FY , lze ukázat, že W ∗n,m/nm je nestranným a konsistentńım od-
hadem parametru P [Xi < Yj ]. Protože zamı́táme hypotézu pro př́ılǐs velké i př́ılǐs
malé hodnoty W ∗n,m dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test v obecném modelu vlastně
testuje

H∗0 : P [Xi < Yj ] =
1

2
proti alternativě H∗1 : P [Xi < Yj ] 6=

1

2
.

Hypotéza H∗0 je však těžko interpretovatelná. Nelze ji obecně vyjádřit pomoćı rov-
nosti charakteristik obou rozděleńı. Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test proto obecně
neńı ani test rovnosti medián̊u ani test rovnosti středńıch hodnot. Může se totiž
stát, že EXi = EYj , ale P [Xi < Yj ] 6= 1/2, tud́ıž Wilcoxon̊uv test při dostatečně
velkém rozsahu výběru zamı́tne hypotézu. Nebo naopak, v situaci, kdy EXi 6=
EYj , ale P [Xi < Yj ] = 1/2, Wilcoxon̊uv test při jakémkoli rozsahu výběru zamı́tá
hypotézu pouze s pravděpodobnost́ı α.

Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test tedy neńı vhodný pro testováńı rovnosti středńıch
hodnot. Takový problém je lépe řešit asymptotickým z-testem (nebo jeho Welcho-
vou aproximaćı).

6.5 Dvouvýběrový F test na rozptyl

Model: F = {Xi ∼ N(µX , σ
2
X), Yi ∼ N(µY , σ

2
Y ), µX , µY ∈ R, σ2

X > 0, σ2
Y > 0}

Testované parametry: Rozptyly σ2
X = varXi a σ2

Y = var Yj .

Hypotéza a alternativa:

H0 : σ2
X = σ2

Y , H1 : σ2
X 6= σ2

Y .
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Testová statistika:

Fn,m =
S2
X

S2
Y

,

kde S2
X je výběrový rozptyl výběru X1, . . . , Xn a S2

Y je výběrový rozptyl výběru
Y1, . . . , Yn.

Poznámka.
• Z věty 1.6 plyne, že testová statistika má za platnosti modelu a nulové

hypotézy přesně rozděleńı Fn−1,m−1.
• Nulovou hypotézu budeme zamı́tat, pokud se výběrové rozptyly př́ılǐs lǐśı,

tj. pokud je testová statistika bud’ moc velká nebo moc malá.

Kritický obor:

H0 zamı́tneme ⇔ Fn,m ≤ Fn−1,m−1(α/2) nebo Fn,m ≥ Fn−1,m−1(1− α/2),

kde Fn−1,m−1(α/2) a Fn−1,m−1(1 − α/2) jsou po řadě (α/2)-tý a (1 − α/2)-tý
kvantil F rozděleńı s n− 1 a m− 1 stupni volnosti.

Poznámka. Dvouvýběrový F test na rozptyl je přesný test. Vyžaduje normálńı
rozděleńı v obou výběrech.

P-hodnota: p = 2 min(1−F (s), F (s)), kde s je pozorovaná hodnota testové statis-
tiky a F je distribučńı funkce rozděleńı Fn−1,m−1.

Interval spolehlivosti pro σ2
X/σ

2
Y : Z věty 1.6 lze odvodit interval spolehlivosti pro

pod́ıl rozptyl̊u. Dostaneme

P

[
S2
X

S2
Y

1

Fn−1,m−1(1− α
2 )

< σ2
X/σ

2
Y <

S2
X

S2
Y

1

Fn−1,m−1(α2 )

]
= 1− α.
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V této kapitole a v kapitole následuj́ıćı se budeme zabývat kategoriálńımi veličinami.
Pod pojmem kategoriálńı veličina rozumı́me diskrétńı náhodnou veličinu nabývaj́ıćı
konečně mnoha hodnot, typicky 1, . . . ,K, jej́ıž hodnoty nemuśı mı́t numerickou
interpretaci, ale označuj́ı členstv́ı v nějaké skupině (kategorii). Např́ıklad

Y =

{
1 . . . muž

2 . . . žena
Y =


1 . . . základńı vzděláńı

2 . . . středńı vzděláńı

3 . . . VŠ vzděláńı

Y =


1 . . . Praha

2 . . . Středočeský kraj

. . .

14 . . . Zĺınský kraj

Veličiny, které nejsou kategoriálńı, nazýváme nominálńı. Nominálńı veličiny mo-
hou být spojité i diskrétńı; diskrétńı nominálńı veličiny mohou být např. počty
nějakých sledovaných událost́ı.

Charakteristiky rozděleńı, které obvykle poč́ıtáme u nominálńıch veličin (EX,
varX atp.), nemaj́ı u kategoriálńıch veličin žádnou přirozenou interpretaci. Analýza
kategoriálńıch dat se proto soustřed́ı výhradně na pravděpodobnosti jednotlivých
hodnot.

7.1 Alternativńı a binomické rozděleńı

Alternativńı rozděleńı je nejjednodušš́ım modelem pro kategoriálńı veličinu, která
nabývá pouze dvou hodnot. Chceme-li použ́ıt alternativńı rozděleńı, zakódujeme
tyto dvě hodnoty jako 0 a 1 (v libovolném pořad́ı).

Necht’ Y1, . . . , Yn je náhodný výběr z alternativńıho rozděleńı Alt(pX), pX ∈
(0, 1), označuj́ıćı klasifikaci n jedinc̊u do kategorie 0 a 1. Parametr pX označuje
pravděpodobnost, že libovolný jedinec je klasifikován do skupiny 1. Označ́ıme-li
Xn =

∑n
i=1 Yi, dostaneme počet jedinc̊u klasifikovaných do skupiny 1 a v́ıme, že

tato veličina má rozděleńı Bi(n, pX). Počet jedinc̊u klasifikovaných do skupiny 0
je n−Xn ∼ Bi(n, 1− pX).
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Odhad parametru pX a testováńı hypotézy H0 : pX = p0

Nestranným a konsistentńım odhadem parametru pX je relativńı četnost p̂n =
Xn/n = n−1

∑n
i=1 Yi = Y n. Tento odhad lze odvodit jako odhad empirický, mo-

mentovou metodou nebo metodou maximálńı věrohodnosti.

Věta 7.1. Necht’ pX ∈ (0, 1). Pak plat́ı
(i) np̂n = Xn ∼ Bi(n, pX)

(ii) E p̂n = pX (nestrannost), var p̂n = pX(1−pX)
n

(iii) p̂n
P−→ pX (konsistence)

(iv)
√
n(p̂n − pX)

D−→ N(0, pX(1− pX)) (asymptotická normalita I.)

(v) Zn
df
=
√
n p̂n−pX√

p̂n(1−p̂n)

D−→ N(0, 1) (asymptotická normalita II.)

Poznámka. Se všemi částmi věty 7.1 jsme se seznámili již dř́ıve.

Poznámka. Povšimněte si, že pro libovolné pevné n jest P [p̂n = 1] > 0 a P [p̂n = 0] >
0, z čehož plyne P [Zn =∞] > 0 a E |Zn| = ∞ pro všechna n. Přesto však

Zn
D−→ N(0, 1).

V kapitole 2.2 na str. 14 jsme odvodili přibližný interval spolehlivosti pro pX
založený na bodě (v) věty 7.1:(

p̂n −
√
p̂n(1− p̂n)√

n
u1−α

2
, p̂n +

√
p̂n(1− p̂n)√

n
u1−α

2

)
. (7.1)

Totéž tvrzeńı lze použ́ıt k odvozeńı přibližného testu hypotézy H0 : pX = p0 proti
alternativě H1 : pX 6= p0. Tento test má kritický obor

H0 zamı́tneme ⇔
√
n
|p̂n − p0|√
p̂n(1− p̂n)

≥ u1−α/2. (7.2)

Přesný test a přesný interval spolehlivosti lze založit na bodě (i) věty 7.1. Přesný
test má kritický obor

H0 zamı́tneme ⇔ Xn ≤ cL(α) nebo Xn ≥ cU (α),

kde cL(α) je největš́ı celé č́ıslo, které splňuje
∑cL(α)

j=0

(
n
j

)
pj0(1− p0)n−j ≤ α

2 a cU (α)

je nejmenš́ı celé č́ıslo, které splňuje
∑n

j=cU (α)

(
n
j

)
pj0(1− p0)n−j ≤ α

2 . Tento test má
hladinu nejvýše α (přesné hladiny α nemuśı být možné dosáhnout).
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Odhad šance a testováńı hypotéz o šanci

Alternativńı př́ıstupy k testováńı hypotéz a konstrukci intervalu spolehlivosti pro
pX jsou založeny na transformaci parametru pX .

Pod́ıl pX
1−pX pravděpodobnosti úspěchu a neúspěchu se nazývá šance∗ na úspěch.

Pojem šance se běžně použ́ıvá při kursových sázkách.
Zvolme jako odhadovaný parametr logaritmus šance θX = log pX

1−pX . Funkce
g(x) = log x

1−x je rostoućı a spojitě diferencovatelná pro x ∈ (0, 1) a zobrazuje

interval (0, 1) na R. Inversńı transformace je g−1(y) = exp{y}
1+exp{y} . Šance θX tedy

může nabývat libovolné hodnoty v R a můžeme z ńı vyjádřit pravděpodobnost pX
jako pX = exp{θX}

1+exp{θX} .

Logaritmus šance θX odhadneme transformaćı g(p̂n) odhadu p̂n. Dostaneme
odhad

θ̂n = log
p̂n

1− p̂n
,

který je podle tvrzeńı P.7.3 konsistentńım (ne však nestranným) odhadem θX .
Asymptotické rozděleńı θ̂n źıskáme aplikaćı bodu (iv) věty 7.1 a delta metody

(věta P.7.11).

Věta 7.2. Necht’ pX ∈ (0, 1). Pak plat́ı
(i)

√
n(θ̂n − θX)

D−→ N(0,
1

pX
+

1

1− pX
)

(ii) √
Xn(n−Xn)

n
(θ̂n − θX)

D−→ N(0, 1)

Označme Dn =
√

n
Xn(n−Xn) . Je to vlastně odhad směrodatné chyby θ̂n.

Na základě věty 7.2 můžeme sestrojit asymptotický test hypotézy H0 : pX = p0.
Označme θ0 = log p0

1−p0 . Hypotézu H0 můžeme vyjádřit jako H0 : θX = θ0 a
zamı́táme ji ve prospěch alternativy H1 : θX 6= θ0 pokud

1

Dn

∣∣∣θ̂n − θ0

∣∣∣ ≥ u1−α/2.

Interval spolehlivosti pro θX s pravděpodobnost́ı pokryt́ı konverguj́ıćı k 1 − α
má tvar (

θ̂n − u1−α
2
Dn, θ̂n + u1−α

2
Dn

)
.

∗ Angl. odds
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Aplikujeme-li ryze rostoućı funkci g−1 na oba krajńı body tohoto intervalu, do-
staneme přibližný 100(1− α)-procentńı interval spolehlivosti pro pX ve tvaru(

p̂n
1−p̂n e−u1−α/2Dn

1 + p̂n
1−p̂n e−u1−α/2Dn

,

p̂n
1−p̂n eu1−α/2Dn

1 + p̂n
1−p̂n eu1−α/2Dn

)
. (7.3)

Interval (7.3) zaručuje, že oba jeho krajńı body lež́ı uvnitř (0, 1), což neplat́ı v
př́ıpadě intervalu (7.1). Nav́ıc konvergence θ̂n k normálńımu rozděleńı je rych-
leǰśı než konvergence p̂n, takže limitńı aproximace založená na θ̂n je přesněǰśı než
aproximace založená na p̂n.

7.2 Multinomické rozděleńı

Multinomické rozděleńı zobecňuje binomické rozděleńı na situaci, kdy kategoriálńı
veličina může nabývat v́ıce než dvou hodnot.

Multinomické rozděleńı: definice a vlastnosti

Definice 7.1 (Multinomické rozděleńı). Necht’ K ≥ 2 a n ≥ 1 jsou přirozená
č́ısla a pX = (p1, . . . , pK)T je vektor konstant splňuj́ıćı pk > 0 ∀k a

∑K
k=1 pk = 1.

Náhodný vektor X = (X1, . . . , XK)T má multinomické rozděleńı MultK(n,pX),
právě když jeho hustota vzhledem k součinové č́ıtaćı mı́̌re na ZK je

P [X1 = x1, X2 = x2, . . . , XK = xK ] =


n!

x1! · · ·xK !
px11 p

x2
2 · · · p

xK
K

∑K
k=1 xk = n

xk ≥ 0 ∀k

0 jinak.

Multinomické rozděleńı je rozděleńı počtu pozorováńı přidělených do každé z K
možných přihrádek v n nezávislých experimentech, přičemž v každém experimentu
jsou pravděpodobnosti přǐrazeńı do jednotlivých přihrádek dány složkami vektoru
pravděpodobnost́ı pX .

Věta 7.3 (Rozklad multinomického rozděleńı.). Necht’ Y1, . . . ,Yn jsou nezávislé
náhodné vektory s rozděleńım MultK(1,pX). Pak X =

∑n
i=1 Yi ∼ MultK(n,pX).

Věta 7.4 (Vlastnosti multinomického rozděleńı.). Necht’ X ∼ MultK(n,pX). Pak
(i) Xk ∼ Bi(n, pk),
(ii) EXk = npk, varXk = npk(1− pk),

(iii) cov (Xj , Xk) = −npjpk,
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(iv)

varX = n
[
diag (pX)− p⊗2

X

]
=

= n diag (
√
pX)(IK −

√
pX
⊗2)diag (

√
pX),

kde
√
pX = (

√
p1, . . . ,

√
pK)T.

Poznámka.
• Matice IK −

√
pX
⊗2 je idempotentńı. Jej́ı hodnost (a stopa) je rovna K − 1.

• Matice varX je singulárńı, jej́ı hodnost je K− 1. Složky náhodného vektoru
X splňuj́ı podmı́nku

∑K
k=1Xi = n.

Věta 7.5 (Asymptotické vlastnosti multinomického rozděleńı.).
Necht’ X ∼ MultK(n,pX). Pak
(i)

Zn
df
=

1√
n

diag (
√
pX)−1(X − npX)

D−→ NK(0, IK −
√
pX
⊗2),

(ii)

ZT
nZn =

K∑
k=1

(Xk − npk)2

npk

D−→ χ2
K−1

Odhady parametr̊u multinomického rozděleńı

Pro odhadováńı pk, testováńı hypotéz o pk a konstrukci intervalových odhad̊u pro
pk můžeme použ́ıt metody popsané v kapitole 7.1, nebot’ podle věty 7.4(i) plat́ı
Xk ∼ Bi(n, pk),

Celý vektor pX odhadneme pomoćı p̂n = X/n. Sdružené asymptotické rozděleńı
odhadu p̂n źıskáme z věty 7.5(i):

√
n(p̂n − pX)

D−→ NK(0, diag (pX)− p⊗2
X ).

Pro libovolný vektor konstant c o délce K, plat́ı

√
n(cTp̂n − cTpX)

D−→ N(0, cT[diag (pX)− p⊗2
X ]c).

Pokud cT[diag (pX) − p⊗2
X ]c 6= 0 a Vc

df
= cT[diag (p̂n) − p̂⊗2

n ]c 6= 0, dostaneme ze
Sluckého věty

√
n
cTp̂n − cTpX√

Vc

D−→ N(0, 1). (7.4)

Odtud můžeme snadno odvodit přibližné testy hypotéz H0 : cTpX = γ0. Vez-
meme testovou statistiku

Tc =
√
n
cTp̂n − γ0√

Vc
,
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která má podle (7.4) za platnosti hypotézy asymptoticky normované normálńı
rozděleńı a H0 zamı́tneme právě když |Tc| ≥ u1−α/2.

Přibližný interval spolehlivosti pro cTpX založený na konvergenci (7.4) jest(
cTp̂n −

√
Vc
n
u1−α/2, c

Tp̂n +

√
Vc
n
u1−α/2

)
.

Vektor c vybereme tak, aby součin cTpX vytvořil lineárńı kombinaci parametr̊u,
která nás v dané aplikaci zaj́ımá. Chceme-li např́ıklad vědět, zdali pravděpodobnosti
prvńı a posledńı kategorie jsou stejné, a sestrojit interval spolehlivosti pro rozd́ıl
jejich hodnot, zvoĺıme c = (1, 0, . . . , 0,−1)T a γ0 = 0.

χ2 test dobré shody pro multinomické rozděleńı

Pojmem χ2 test dobré shody∗ rozumı́me test hypotézy H0 : pX = p0 založený na
větě 7.5(ii). Tato hypotéza ř́ıká, že pravděpodobnosti kategoríı pX = (p1, . . . , pK)T

jsou rovny předem stanoveným hypotetickým pravděpodobnostem p0 = (p0
1, . . . , p

0
K)T,

tj. pk = p0
k pro všechna k = 1, . . . ,K.

Plat́ı-li hypotéza H0, pak testová statistika

χ2 =

K∑
k=1

(Xk − np0
k)

2

np0
k

má asymptoticky rozděleńı χ2
K−1. Testová statistika porovnává pozorovanou četnost

Xk v kategorii k s četnost́ı np0
k očekávanou za platnosti hypotézy. Velké hodnoty

testové statistiky svědč́ı proti H0. Hypotézu H0 zamı́tneme, pokud

χ2 =

K∑
k=1

(Xk − np0
k)

2

np0
k

≥ χ2
K−1(1− α),

kde χ2
K−1(1− α) znač́ı (1− α)-kvantil rozděleńı χ2

K−1.

Poznámka. Asymptotická aproximace χ2 rozděleńım vyžaduje, aby celkový počet
pozorováńı n byl dostatečně velký. Jako jednoduché orientačńı pravidlo můžeme
vźıt např. požadavek, aby očekávané četnosti np0

k překročily 5 ve všech kategoríıch
k = 1, . . . ,K. Vyskytuj́ı-li se v hodnotách X velmi malé četnosti nebo nuly, χ2

aproximace může být velmi nepřesná.

Poznámka. Vezmeme-li K = 2, p0
1 ≡ p0, X2 = n−X1, p0

2 = 1− p0, dostaneme

χ2 =
(X1 − np0)2

np0
+

[n−X1 − n(1− p0)]2

n(1− p0)
=

[
√
n

p̂n − p0√
p0(1− p0)

]2

,

∗ Angl. χ2 test of goodness of fit
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takže testová statistika χ2 testu pro K = 2 kategorie je v podstatě čtvercem
testové statistiky (7.2) pro asymptotický test hypotézy H0 : pX = p0 (až na to, že
ve jmenovateli je rozptyl za hypotézy, nikoli rozptyl odhadnutý).

Př́ıklady.

1. Je kostka pravidelná? Hod́ıme n-krát kostkou a zaznamenáme, kolikrát padly
výsledky 1 – 6: dostaneme četnosti X1, . . . , X6. Nastav́ıme p0

k = 1/6, k =
1, . . . , 6. Zamı́tne-li χ2 test hypotézu H0, prokázali jsme, že na kostce nepa-
daj́ı všechna č́ısla stejně často.

2. Rod́ı se děti během roku rovnoměrně? Máme dány počty dět́ı narozených
v jednotlivých měśıćıch během kalendářńıho roku: X1, . . . , X12. Nastav́ıme
p0
k = mk/365, kde mk je počet dńı v měśıci k. Zamı́tne-li χ2 test hypotézu
H0, prokázali jsme, že děti se nerod́ı během roku rovnoměrně.

3. Pocháźı náhodný výběr z distribučńı funkce F0? Uvažujme náhodný výběr
Z1, . . . , Zn. Stanov́ıme si intervaly (ak−1, ak〉, k = 1, . . . ,K, a0 = −∞, aK =
∞ tak, že jejich početK je výrazně menš́ı než počet pozorováńı n. Spoč́ıtáme,
kolik pozorováńı padlo do k-tého intervalu:Xk =

∑n
i=1 I(ak−1,ak〉(Zi). Pocháźı-

li náhodný výběr Z1, . . . , Zn z rozděleńı s distribučńı funkćı F0(x) = F (x;θ0),
kde θ0 je známo, pravděpodobnosti jednotlivých interval̊u jsou p0

k = F (ak;θ0)−
F (ak−1;θ0). Zamı́tne-li χ2 test hypotézu H0, prokázali jsme, že náhodný
výběr Z1, . . . , Zn nepocháźı z rozděleńı F (x;θ0).

7.3 Modelováńı pravděpodobnost́ı v multinomickém
rozděleńı

V posledńım z př́ıklad̊u uvedených na konci minulé kapitoly pravděpodobnosti
jednotlivých kategoríı p0

k závisely na vektoru parametr̊u θ0, který jsme museli
znát, abychom mohli provést test dobré shody. Situace, kdy pravděpodobnosti
kategoríı závisej́ı na parametrech, neńı zdaleka ojedinělá, avšak tyto parametry
jsou v praxi většinou neznámé.

Uvažujme následuj́ıćı model F0: Necht’ Y1, . . . ,Yn je náhodný výběr z rozděleńı
MultK(1,p(θX)), kde θX ∈ Θ ⊂ Rd je neznámý d-rozměrný parametr, d < K, a
p je funkce zobrazuj́ıćı Θ do (0, 1)K taková, že p(θ)T1K = 1 pro všechna θ ∈ Θ
(součet všech složek p(θ) je vždy 1). Náhodný vektor X =

∑n
i=1 Yi (pozorované

četnosti kategoríı 1, . . . ,K) pak má rozděleńı MultK(n,p(θX)).

Př́ıklad. V nějaké populaci se určitý gen vyskytuje ve dvou variantách (alelách) A
(např. tmavé oči) a a (např. světlé oči). Mezi všemi geny v celé populaci tvoř́ı alela
A pod́ıl θX ∈ (0, 1) a alela a 1− θX . Každý jedinec má dva exempláře př́ıslušného
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genu (jeden po otci, jeden po matce). Pokud se geny mı́chaj́ı nezávisle (plat́ı
tzv. Hardyho-Weinbergovo ekvilibrium), pravděpodobnosti tř́ı možných variant
genotypu jedince jsou:

Genotyp Pravděpodobnost

AA θ2
X

Aa 2θX(1− θX)
aa (1− θX)2

Budeme-li pozorovat genotypy n nezávislých jedinc̊u a označ́ıme-li X1, X2, X3

počty jedinc̊u s genotypem (po řadě)AA,Aa, aa, bude mı́t vektorX = (X1, X2, X3)T

rozděleńı Mult3(n,p(θX)), kde p(θX) = (θ2
X , 2θX(1− θX), (1− θX)2)T. Na základě

pozorováńı X můžeme cht́ıt
• odhadnout parametr θX ;
• otestovat, zdali se populace nacháźı v Hardyho-Weinbergově ekvilibriu.

Parametry θX můžeme odhadnout metodou maximálńı věrohodnosti takto:

Ln(θ) = C

n∏
i=1

K∏
k=1

pk(θ)Yik = C

K∏
k=1

pk(θ)Xk , kde C je konstanta neobsahuj́ıćı θ,

`n(θ) =
K∑
k=1

Xk log pk(θ) + logC,

Ui(θ) =
K∑
k=1

Yik
ṗk(θ)

pk(θ)
= ṗ(θ)TD−1

θ Yi.

Zavedli jsme značeńıDθ = diag (p(θ)), ṗk(θ)
df
= ∂pk(θ)

∂θ a ṗ(θ)
df
= ∂p(θ)

∂θ . Předpokládáme,
že matice ṗ(θ) má plnou hodnost d. Jelikož p(θ)T1K = 1, muśı být ṗ(θ)T1K = 0.

Máme

EUi(θX) = ṗ(θX)TD−1
θX

EYi = ṗ(θX)TD−1
θX
p(θX) = ṗ(θX)T1K = 0

a

varUi(θX) = ṗ(θX)TD−1
θX

varYiD
−1
θX
ṗ(θX) =

= ṗ(θX)TD−1
θX
ṗ(θX)− ṗ(θX)TD−1

θX
p(θX)p(θX)TD−1

θX
ṗ(θX) =

= ṗ(θX)TD−1
θX
ṗ(θX) = ATA,

kde A
df
= D

−1/2
θX

ṗ(θX). Dále

Un(θ) =

K∑
k=1

Xk
ṗ(θ)

pk(θ)
= ṗ(θ)Tdiag−1(p(θ))X = ṗ(θ)Tdiag−1(p(θ))[X − np(θ)],

I(θX) = varUi(θX) = ṗ(θX)TD−1
θX
ṗ(θX) = ATA.
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Informačńı matice I(θX) je positivně semidefinitńı a má plnou hodnost d, tud́ıž
existuje jej́ı inverse.

Maximálně věrohodný odhad θ̂n dostaneme řešeńım soustavy rovnic

ṗ(θ̂n)TD−1

θ̂n
X = 0. (7.5)

Asymptotické rozděleńı θ̂n je

√
n(θ̂n − θX)

D−→ Nd(0, (A
TA)−1).

Asymptotické rozděleńı p(θ̂n) můžeme dostat delta metodou. Jeho asymptotický
rozptyl je menš́ı než asymptotický rozptyl odhadu p̂n uvažovaného v kapitole 7.2.

Nyńı zobecńıme větu 7.5 na současný př́ıpad.

Věta 7.6 (Asymptotické vlastnosti multinomického rozděleńı s odhadnutými pa-
rametry.).

Necht’ plat́ı model F0, tj. X ∼ MultK(n,p(θX)), kde θX ∈ Θ ⊂ Rd, d < K.
Necht’ funkce p splňuje p(θ)T1K = 1, necht’ ṗ(θ) existuje a má plnou hodnost d.
Necht’ θ̂n je maximálně věrohodný odhad parametru θX v modelu F0. Označme

Dθ = diag (p(θ)) a A = D
−1/2
θX

ṗ(θX). Pak
(i)

Z∗n
df
=

1√
n
D
−1/2

θ̂n
[X − np(θ̂n)]

D−→ NK(0, IK −
√
pX
⊗2 −A(ATA)−1AT),

(ii)

Z∗n
TZ∗n =

K∑
k=1

[Xk − npk(θ̂n)]2

npk(θ̂n)

D−→ χ2
K−d−1.

χ2 test dobré shody pro multinomické rozděleńı s odhadnutými
parametry

Věta 7.6(ii) poskytuje nástroj pro testováńı hypotézy

H0 : ∃θX ∈ Θ pX = p(θX)

proti alternativě
H1 : ∀θX ∈ Θ pX 6= p(θX),

to jest testováńı platnosti menš́ıho modelu F0 proti širš́ımu modelu, podle něhož
má X zcela libovolné multinomické rozděleńı.
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Nejprve odhadneme parametr θX vyřešeńım soustavy (7.5). Plat́ı-li hypotéza
H0, pak testová statistika

χ2 =
K∑
k=1

[Xk − npk(θ̂n)]2

npk(θ̂n)

má asymptoticky rozděleńı χ2
K−d−1, tj. proti situaci se známým parametrem ztráćıme

jeden stupeň volnosti za každý odhadovaný parametr. Testová statistika porovnává
pozorovanou četnost Xk v kategorii k s četnost́ı npk(θ̂n) očekávanou za plat-
nosti hypotézy; velké hodnoty testové statistiky svědč́ı proti H0. Hypotézu H0

zamı́tneme, pokud

χ2 =
K∑
k=1

[Xk − npk(θ̂n)]2

npk(θ̂n)
≥ χ2

K−d−1(1− α),

kde χ2
K−d−1(1− α) znač́ı (1− α)-kvantil rozděleńı χ2

K−d−1.

Poznámka. I zde je nutné mı́t dostatečně velký počet pozorováńı v každé složce
vektoru X.

Př́ıklad. Uvažujme náhodný výběr Z1, . . . , Zn. Chceme vědět, zdali tento náhodný
výběr pocháźı z nějaké parametrické rodiny rozděleńı FX(x) = F (x;θX), kde
θX ∈ Θ neńı známo (např. nějaké normálńı, gama nebo Poissonovo rozděleńı).
Stanov́ıme si intervaly (ak−1, ak〉, k = 1, . . . ,K, a0 = −∞, aK = ∞ tak, že
jejich počet K je výrazně menš́ı než počet pozorováńı n. Spoč́ıtáme, kolik po-
zorováńı padlo do k-tého intervalu: Xk =

∑n
i=1 I(ak−1,ak〉(Zi). Odhadneme pa-

rametr θX řešeńım soustavy (7.5). Pocháźı-li náhodný výběr Z1, . . . , Zn z dané
rodiny rozděleńı, pravděpodobnosti jednotlivých interval̊u jsou přibližně pk(θ̂n) =
F (ak; θ̂n)−F (ak−1; θ̂n). Zamı́tne-li χ2 test hypotézuH0, prokázali jsme, že náhodný
výběr Z1, . . . , Zn nepocháźı z dané rodiny rozděleńı.
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8 Dvouvýběrové kategoriálńı problémy a
kontingenčńı tabulky

8.1 Dvouvýběrové kategoriálńı problémy

Nyńı se budeme zabývat porovnáńım dvou nezávislých binomických veličin X1 ∼
Bi(n, p1) a X2 ∼ Bi(m, p2).

Ćılem je zjistit, zdali a jakým zp̊usobem se lǐśı pravděpodobnosti p1 a p2. Je-
jich odlǐsnost můžeme vyjádřit r̊uznými zp̊usoby, podle toho dostaneme několik
alternativńıch variant odhad̊u a test̊u.

Pokud chápeme události, jejichž počty udávaj́ıX1 aX2, negativně (smrt, nemoc,
nezaměstnanost, bankrot) můžeme interpretovat parametry p1 a p2 jako rizika
události v obou populaćıch.

Pravděpodobnosti (rizika) p1 a p2 můžeme odhadnout metodami popsanými v
kapitole 7.1, tj. p̂1 = X1/n, p̂2 = X2/m. Plat́ı pro ně věta 7.1.

U všech asymptotických výsledk̊u budeme podobně jako v kapitole 6 předpokládat
n→∞, m→∞ a n/m→ q, kde 0 < q <∞.

8.1.1 Rozd́ıly pravděpodobnost́ı, nár̊ust rizika

Prvńı zp̊usob, jak můžeme vyjádřit odlǐsnost obou rozděleńı, je rozd́ıl pravděpodobnost́ı
(rizik)∗ dX = p1− p2. Tento parametr ř́ıká, o kolik je větš́ı riziko v populaci 1 než
v populaci 2. Může nabývat hodnot −1 až 1. Pravděpodobnosti (rizika) v obou
populaćıch jsou totožná právě když dX = 0.

Nestranným a konsistentńım odhadem parametru dX je d̂ = p̂1−p̂2. Z věty 7.1(iv)
a z nezávislosti X1 a X2 dostaneme technikou velmi podobnou d̊ukazu věty 6.3

Tvrzeńı 8.1.
d̂ − dX√

p̂1(1−p̂1)
n + p̂2(1−p̂2)

m

D−→ N(0, 1).

Pro asymptotický test hypotézy H0 : dX = 0 proti alternativě H1 : dX 6= 0

∗ Angl. risk difference, excess risk
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použijeme testovou statistiku

Td =
d̂√

p̂1(1−p̂1)
n + p̂2(1−p̂2)

m

a hypotézu zamı́tneme pokud |Td| ≥ u1−α/2.
Přibližný interval spolehlivosti pro dX je

P

[
d̂ −

√
p̂1(1− p̂1)

n
+
p̂2(1− p̂2)

m
u1−α/2 < dX <

d̂ +

√
p̂1(1− p̂1)

n
+
p̂2(1− p̂2)

m
u1−α/2

]
→ 1− α.

Tato metoda je obdobou dvouvýběrového z-testu pro nominálńı data.

8.1.2 Pod́ıly pravděpodobnost́ı, relativńı riziko

Jiný zp̊usob, jak vyjádřit odlǐsnost obou rozděleńı, je relativńı riziko∗ rX = p1/p2.
Tento parametr ř́ıká, kolikrát je větš́ı riziko v populaci 1 než v populaci 2. Může
nabývat hodnot v intervalu (0,∞). Pravděpodobnosti (rizika) v obou populaćıch
jsou totožná právě když rX = 1.

Konsistentńım (nikoli nestranným) odhadem parametru rX je r̂ = p̂1/p̂2. Zlo-
garitmováńım dostaneme log r̂ = log p̂1− log p̂2. Věta 7.1(iv) a delta metoda dává

√
n(log p̂1 − log p1)

D−→ N
(

0,
1− p1

p1

)
.

a √
m(log p̂2 − log p2)

D−→ N
(

0,
1− p2

p2

)
.

Odtud a z nezávislosti X1 a X2 dostaneme toto tvrzeńı:

Tvrzeńı 8.2.
log r̂ − log rX√

1−p̂1
np̂1

+ 1−p̂2
mp̂2

D−→ N(0, 1).

Pravděpodobnosti (rizika) v obou populaćıch jsou totožné právě když rX = 1
neboli log rX = 0. Pro asymptotický test hypotézy H0 : rX = 1 proti alternativě
H1 : rX 6= 1 použijeme testovou statistiku

Tr =
log r̂√

1−p̂1
np̂1

+ 1−p̂2
mp̂2

∗ Angl. relative risk
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a hypotézu zamı́tneme pokud |Tr| ≥ u1−α/2.
Přibližný interval spolehlivosti pro relativńı riziko rX je

P

[
r̂ exp

{
−
√

1−p̂1
np̂1

+ 1−p̂2
mp̂2

u1−α/2

}
< rX <

r̂ exp
{√

1−p̂1
np̂1

+ 1−p̂2
mp̂2

u1−α/2

}]
→ 1− α.

8.1.3 Poměr šanćı

Třet́ım možným zp̊usobem vyjádřeńı odlǐsnosti obou rozděleńı je poměr šanćı∗

oX =
p1/(1− p1)

p2/(1− p2)
=
p1(1− p2)

p2(1− p1)
.

Tento parametr ř́ıká, kolikrát je větš́ı šance v populaci 1 než v populaci 2. Může
nabývat hodnot v intervalu (0,∞). Pravděpodobnosti (rizika) v obou populaćıch
jsou totožná právě když oX = 1.

Konsistentńım (nikoli nestranným) odhadem parametru oX je

ô =
p̂1(1− p̂2)

p̂2(1− p̂1)
=
X1(m−X2)

X2(n−X1)
.

Zlogaritmováńım dostaneme log ô = log p̂1 − log(1 − p̂1) − log p̂2 + log(1 − p̂2). Z
věty 7.2(i) a z nezávislosti X1 a X2 plyne následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı 8.3. Necht’

V̂o =
1

np̂1
+

1

n(1− p̂1)
+

1

mp̂2
+

1

m(1− p̂2)
=

=
1

X1
+

1

n−X1
+

1

X2
+

1

m−X2
.

Pak
log ô − log oX√

V̂o

D−→ N(0, 1).

Pravděpodobnosti (šance) v obou populaćıch jsou totožné právě když oX = 1
neboli log oX = 0. Pro asymptotický test hypotézy H0 : oX = 1 proti alternativě
H1 : oX 6= 1 použijeme testovou statistiku

To =
log ô√
V̂o

∗ Angl. odds ratio
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a hypotézu zamı́tneme pokud |To| ≥ u1−α/2.
Přibližný interval spolehlivosti pro poměr šanćı oX je

P

[
ô exp

{
−
√
V̂o u1−α/2

}
< oX < ô exp

{√
V̂o u1−α/2

}]
→ 1− α.

8.2 Kontingenčńı tabulky

Necht’ X ∈ {1, . . . , J} a Z ∈ {1, . . . ,K} jsou dvě kategoriálńı veličiny. Uvažujme
náhodný výběr (X1, Z1)T, . . . , (XN , ZN )T o rozsahu N (pevném). Označme počet
jedinc̊u klasifikovaných do j-té kategorie veličiny X a k-té kategorie veličiny Z
jako njk =

∑N
i=1 I{Xi = j, Zi = k}, j = 1, . . . , J , k = 1, . . . ,K. Náhodnou veličinu

njk nazýváme pozorovanou četnost́ı kategorie j, k. Necht’ pjk = P [X = j, Z = k].
Zavedeme-li vektory n = (n11, . . . , nJK)T a p = (p11, . . . , pJK)T, pak n ∼

MultJK(N,p). Označme mjk = Enjk = Npjk.
Označme dále

nj+ =
K∑
k=1

njk, n+k =
J∑
j=1

njk, n++ =
J∑
j=1

K∑
k=1

njk = N,

mj+ =
K∑
k=1

mjk, m+k =
J∑
j=1

mjk, m++ =
J∑
j=1

K∑
k=1

mjk = N,

pj+ =

K∑
k=1

pjk, p+k =

J∑
j=1

pjk, p++ =

J∑
j=1

K∑
k=1

pjk = 1.

Pravděpodobnosti pjk určuj́ı sdružené rozděleńı X a Z. Pravděpodobnosti pj+ =
P [X = j] určuj́ı marginálńı rozděleńı X. Pravděpodobnosti p+k = P [Z = k] určuj́ı
marginálńı rozděleńı Z.

Pozorované četnosti můžeme sestavit do tabulky, kterou nazýváme kontingenčńı
tabulka∗.

Z = 1 . . . Z = K
∑

X = 1 n11 . . . n1K n1+

X = 2 n21 . . . n2K n2+

. . . . . . . . . . . . . . .
X = J nJ1 . . . nJK nJ+∑

n+1 . . . n+K N

Podobně můžeme sestavit tabulku pravděpodobnost́ı, která popisuje sdružené
rozděleńı vektoru (X,Z)T i marginálńı rozděleńı veličin X a Z.

∗ Angl. contingency table
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Z = 1 . . . Z = K
∑

X = 1 p11 . . . p1K p1+

X = 2 p21 . . . p2K p2+

. . . . . . . . . . . . . . .
X = J pJ1 . . . pJK pJ+∑

p+1 . . . p+K 1

Označme ještě podmı́něné pravděpodobnosti

P [X = j | Z = k ] = pj(k) =
pjk
p+k

,

P [Z = k | X = j ] = p(j)k =
pjk
pj+

.

8.2.1 Kontingenčńı tabulky 2 × 2

Nejprve se budeme zabývat speciálńım př́ıpadem J = 2 a K = 2, kdy obě veličiny
mohou nabývat pouze dvou hodnot. Výsledná kontingenčńı tabulka obsahuje 2×2
četnosti:

Z = 1 Z = 2
∑

X = 1 n11 n12 n1+

X = 2 n21 n22 n2+∑
n+1 n+2 N

Z = 1 Z = 2
∑

X = 1 p11 p12 p1+

X = 2 p21 p22 p2+∑
p+1 p+2 1

Tuto situaci jsme vlastně řešili v kapitole 8.1. Představme si, že veličina Z určuje
č́ıslo výběru: máme jeden výběr hodnot náhodné veličiny X z jedinc̊u splňuj́ıćıch
Z = 1 a druhý výběr náhodné veličiny X z jedinc̊u splňuj́ıćıch Z = 2. V prvńım
výběru bylo n11 hodnot X = 1 (úspěch) a n21 hodnot X = 2 (neúspěch), celkem
n+1 pozorováńı. Pravděpodobnost úspěchu v 1. výběru je p1(1) = p11/p+1. V
druhém výběru bylo n12 hodnot X = 1 (úspěch) a n22 hodnot X = 2 (neúspěch),
celkem n+2 pozorováńı. Pravděpodobnost úspěchu v 2. výběru je p1(2) = p12/p+2.

Značeńı zavedené v kapitole 8.1 můžeme snadno převést na značeńı použ́ıvané
nyńı a naopak. Např́ıklad studovaná kontingenčńı tabulka přepsaná ve značeńı
kapitoly 8.1 je

Z = 1 Z = 2
∑

X = 1 X1 X2 X1 +X2

X = 2 n−X1 m−X2 n+m−X1 −X2∑
n m n+m

Rozd́ıl proti situaci v kapitole 8.1 spoč́ıvá v tom, že tam byly oba výběry
nezávislé, zat́ımco nyńı uvažujeme jeden výběr z multinomického rozděleńı se
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čtyřmi možnými hodnotami. Tehdy byly rozsahy obou výběr̊u n,m pevné, nyńı
jsou to binomické náhodné veličiny a pouze celkový počet pozorováńı N = n+m
je pevný. Znovu jsme narazili na dvě r̊uzné formulace dvouvýběrového problému,
podobně jako v kapitole 6 o dvouvýběrových testech pro nominálńı data. Stejně
jako tam, i tady je jedno, kterou formulaci použ́ıváme a jakým zp̊usobem byla
kontingenčńı tabulka vytvořena. Všechny studované metody plat́ı pro obě dvě
formulace.

Protože v naš́ı současné formulaci pracujeme s multinomickým rozděleńım, můžeme
použ́ıvat všechny výsledky z kapitoly 7.2 a 7.3. Odhadem pravděpodobnosti pij je
nij/N . Odhadem vektoru p je p̂n = n/N .

Kapitola 8.1 nám dává návod, jak porovnat riziko události [X = 1] pro r̊uzné
hodnoty Z. Můžeme použ́ıt tři zp̊usoby porovnáńı:

• rozd́ıl rizik dX = p1(1) − p1(2) odhadneme pomoćı d̂ = n11
n+1
− n12

n+2
;

• relativńı riziko rX = p1(1)/p1(2) odhadneme pomoćı r̂ = n11n+2

n12n+1
;

• poměr šanćı oX =
p1(1)(1−p1(2))
p1(2)(1−p1(1))

odhadneme pomoćı ô = n11n22
n12n21

(proto se

poměru šanćı někdy ř́ıká kř́ı̌zový poměr∗).

Metody pro testováńı těchto parametr̊u a konstrukci interval̊u spolehlivosti jsou
uvedeny v kapitole 8.1.

Jsou-li náhodné veličiny X a Z nezávislé, muśı pro každé j, k ∈ {1, 2} platit

P [X = j, Z = k] = P [X = j] P [Z = k] neboli pjk = pj+p+k

anebo ekvivalentně

P [X = j | Z = k ] = P [X = j] neboli pj(k) = pj+.

Jelikož p2(k) = 1 − p1(k), nezávislost plat́ı právě když p1(1) = p1(2), což je ekviva-
lentńı kterémukoli ze vztah̊u

dX = 0, rX = 1, ox = 1.

Test na nulovost rozd́ılu rizik nebo jednotkovost relativńıho rizika či poměru šanćı
je v této situaci zároveň testem nezávislosti X a Z.

Testováńı nezávislosti χ2 testem

Jinou metodu jak otestovat nezávislost X a Z poskytuje χ2 test dobré shody pro
multinomické rozděleńı s odhadnutými parametry založený na větě 7.6. Pokud

∗ Angl. cross ratio
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plat́ı hypotéza, že X a Z jsou nezávislé, pravděpodobnosti p = (p11, p12, p21, p22)T

specifikuj́ıćı multinomické rozděleńı vektoru n jsou vlastně funkcemi pouze dvou
parametr̊u p1+ a p+1. Máme tedy p = p(θX), kde θX = (p1+, p+1)T. Maximálně
věrohodný odhad parametru θX za hypotézy nezávislosti je θ̂n = (p̂1+, p̂+1)T =
(n1+/N, n+1/N)T. Maximálně věrohodný odhad vektoru p za hypotézy nezávislosti
jest

p11(θ̂n) = p̂1+p̂+1 =
n1+n+1

N2

p12(θ̂n) = p̂1+(1− p̂+1) = p̂1+p̂+2 =
n1+n+2

N2

p21(θ̂n) = (1− p̂1+)p̂+1 = p̂2+p̂+1 =
n2+n+1

N2

p22(θ̂n) = (1− p̂1+)(1− p̂+1) = p̂2+p̂+2 =
n2+n+2

N2

Očekávané četnosti v kontingenčńı tabulce za platnosti hypotézy jsouNpjk(θ̂n) =
Np̂j+p̂+k = nj+n+k/N . Počet parametr̊u za nulové hypotézy je d = 2.

Testová statistika je

χ2 =
2∑
j=1

2∑
k=1

(
njk −

nj+n+k

N

)2

nj+n+k

N

.

Za platnosti hypotézy nezávislosti má asymptoticky rozděleńı χ2
4−d−1, kde d = 2,

tj. χ2
1. Hypotézu nezávislosti zamı́tneme, pokud χ2 ≥ χ2

1(1− α).

8.2.2 Kontingenčńı tabulky 2 × K

Nyńı rozš́ı̌ŕıme zkoumanou situaci na př́ıpad J = 2 a K ≥ 2. Kontingenčńı tabulka
obsahuje 2×K četnost́ı:

Z = 1 Z = 2 . . . Z = K
∑

X = 1 n11 n12 . . . n1K n1+

X = 2 n21 n22 . . . n2K n2+∑
n+1 n+2 . . . n+K N

Z = 1 Z = 2 . . . Z = K
∑

X = 1 p11 p12 . . . p1K p1+

X = 2 p21 p22 . . . p2K p2+∑
p+1 p+2 . . . p+K N
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Toto je zobecněńı situace řešené v kapitole 8.1. Můžeme si ji představit i tak,
že máme (po sloupćıch) K výběr̊u z binomického rozděleńı s potenciálně r̊uznými
pravděpodobnostmi úspěchu p1k/p+k nebo máme (po řádćıch) dva výběry z mul-
tinomického rozděleńı s potenciálně r̊uznými vektory pravděpodobnost́ı

(p11/p1+, p12/p1+, . . . , p1K/p1+)T a (p21/p2+, p22/p2+, . . . , p2K/p2+)T.

Testováńı nezávislosti χ2 testem

Jsou-li náhodné veličiny X a Z nezávislé, muśı pro každé j = 1, 2 a k = 1, . . . ,K
platit

P [X = j, Z = k] = P [X = j] P [Z = k] neboli pjk = pj+p+k

anebo ekvivalentně

P [X = j | Z = k ] = P [X = j] neboli pj(k) = pj+.

Jelikož p2(k) = 1− p1(k), nezávislost plat́ı právě když p1(1) = p1(2) = . . . = p1(K).
To vyžaduje, aby mezi kterýmikoli dvěma skupinami byl rozd́ıl rizik 0 nebo

relativńı riziko či poměr šanćı 1. Zat́ımco zobecnit testováńı pomoćı rozd́ıl̊u rizik,
jednotkovosti relativńıho rizika či poměr̊u šanćı na tento př́ıpad by vyžadovalo
daľśı práci, χ2 test nezávislosti lze zobecnit snadno.

Pokud plat́ı hypotéza, žeX a Z jsou nezávislé náhodné veličiny, pravděpodobnosti
p = (p11, p21, . . . , p1K , p2K)T specifikuj́ıćı multinomické rozděleńı vektoru n jsou
vlastně funkcemi pouze K parametr̊u p1+ a p+1, . . . , p+(K−1). Máme tedy p =

p(θX), kde θX = (p1+, p+1, . . . , p+(K−1))
T. Maximálně věrohodný odhad parame-

tru θX za hypotézy nezávislosti je θ̂n = (p̂1+, p̂+1, . . . , p̂+(K−1))
T = (n1+/N, n+1/N, . . . , n+(K−1)/N)T.

Maximálně věrohodné odhady složek vektoru p za hypotézy nezávislosti jsou

pjk(θ̂n) = p̂j+p̂+k =
nj+n+k

N2
,

j = 1, 2, k = 1, . . . ,K. Očekávané četnosti v kontingenčńı tabulce za platnosti
hypotézy jsou Npjk(θ̂n) = Np̂j+p̂+k = nj+n+k/N . Počet parametr̊u za nulové
hypotézy je d = K.

Testová statistika je

χ2 =

2∑
j=1

K∑
k=1

(
njk −

nj+n+k

N

)2

nj+n+k

N

.

Za platnosti hypotézy nezávislosti má asymptoticky rozděleńı χ2
2K−K−1, tj. χ2

K−1.
Hypotézu nezávislosti zamı́tneme, pokud χ2 ≥ χ2

K−1(1− α).
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Test nezávislosti zároveň testuje i hypotézu žeK výběr̊u z binomického rozděleńı
má stejné pravděpodobnosti úspěchu (jde tedy o K-výběrový test na binomické
rozděleńı) a hypotézu, že dva výběry z multinomického rozděleńı maj́ı stejné vek-
tory pravděpodobnost́ı (jde tedy o dvouvýběrový test na multinomické rozděleńı).

8.2.3 Kontingenčńı tabulky J × K

Zobecněńı na situaci J ≥ 2 a K ≥ 2 je nyńı snadné. Kontingenčńı tabulka obsahuje
J ×K četnost́ı:

Z = 1 . . . Z = K
∑

X = 1 n11 . . . n1K n1+

X = 2 n21 . . . n2K n2+

. . . . . . . . . . . . . . .
X = J nJ1 . . . nJK nJ+∑

n+1 . . . n+K N

Z = 1 . . . Z = K
∑

X = 1 p11 . . . p1K p1+

X = 2 p21 . . . p2K p2+

. . . . . . . . . . . . . . .
X = J pJ1 . . . pJK pJ+∑

p+1 . . . p+K 1

Můžeme si ji představit i tak, že máme (po sloupćıch) K výběr̊u z multino-
mického rozděleńı MultJ s potenciálně r̊uznými vektory pravděpodobnost́ı nebo
(po řádćıch) J výběr̊u z multinomického rozděleńı MultK s potenciálně r̊uznými
vektory pravděpodobnost́ı.

Testováńı nezávislosti χ2 testem

Jsou-li náhodné veličiny X a Z nezávislé, muśı pro každé j = 1, . . . , J a k =
1, . . . ,K platit

P [X = j, Z = k] = P [X = j] P [Z = k] neboli pjk = pj+p+k

anebo ekvivalentně

P [X = j | Z = k ] = P [X = j] neboli pj(k) = pj+.

Nezávislost plat́ı právě když pj(1) = pj(2) = . . . = pj(K) pro všechna j = 1, . . . , J .To
vyžaduje, aby v kterékoli podtabulce 2×2 obsahuj́ıćı hodnoty X = j, j′ a Z = k, k′

byl rozd́ıl rizik 0 nebo relativńı riziko či poměr šanćı 1.
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8 Dvouvýběrové kategoriálńı problémy a kontingenčńı tabulky

Pokud plat́ı hypotéza, žeX a Z jsou nezávislé náhodné veličiny, pravděpodobnosti
p = (p11, . . . , pJK)T specifikuj́ıćı multinomické rozděleńı vektoru n jsou vlastně
funkcemi pouze J − 1 + K − 1 parametr̊u p1+, . . . , p(J−1)+ a p+1, . . . , p+(K−1).

Máme tedy p = p(θX), kde θX = (p1+, . . . , p(J−1)+, p+1, . . . , p+(K−1))
T. Ma-

ximálně věrohodný odhad parametru θX za hypotézy nezávislosti je

θ̂n = (p̂1+, . . . , p̂(J−1)+, p̂+1, . . . , p̂+(K−1))
T

= (n1+/N, . . . , n(J−1)+/N, n+1/N, . . . , n+(K−1)/N)T.

Maximálně věrohodné odhady složek vektoru p za hypotézy nezávislosti jsou

pjk(θ̂n) = p̂j+p̂+k =
nj+n+k

N2
,

j = 1, . . . , J , k = 1, . . . ,K. Očekávané četnosti v kontingenčńı tabulce za platnosti
hypotézy jsou Npjk(θ̂n) = Np̂j+p̂+k = nj+n+k/N . Počet parametr̊u za nulové
hypotézy je d = J +K − 2.

Testová statistika je

χ2 =
J∑
j=1

K∑
k=1

(
njk −

nj+n+k

N

)2

nj+n+k

N

.

Za platnosti hypotézy nezávislosti má asymptoticky rozděleńı χ2
JK−(J+K−2)−1, tj.

χ2
(J−1)(K−1). Hypotézu nezávislosti zamı́tneme, pokud χ2 ≥ χ2

(J−1)(K−1)(1− α).

Test nezávislosti zároveň testuje i hypotézu že K (J) výběr̊u z multinomického
rozděleńı má stejné vektory pravděpodobnost́ı (jde tedy o K-výběrový test na
multinomické rozděleńı).
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9 Analýza rozptylu

Dvouvýběrové testy se hod́ı, chceme-li zjistit, jestli se dvě disjunktńı skupiny
nezávislých pozorováńı lǐśı v nějaké charakteristice, nejčastěji ve středńı hodnotě.
Jak ale porovnat středńı hodnoty, je-li skupin v́ıce? Pro kategoriálńı data (bino-
mické či multinomické rozděleńı) jsme tento problém řešili v minulé kapitole. Nyńı
budeme studovat tento problém pro nominálńı (numerické) náhodné veličiny.

Máme k ≥ 2 nezávislých náhodných výběr̊u

Y11, . . . , Y1n1 z rozděleńı F1,

Y21, . . . , Y2n2 z rozděleńı F2,

...

a Yk1, . . . , Yknk z rozděleńı Fk.

Pozorováńı označujeme Yij , kde i je č́ıslo výběru jdoućı od 1 do k a j je index
pozorováńı v rámci daného výběru běž́ıćı od 1 do ni, kde ni je rozsah i-tého výběru.

Model F specifikuje množinu uvažovaných distribučńıch funkćı F1, . . . , Fk. Pa-
rametrem, který chceme porovnat, budiž středńı hodnota. Označme si µi = EYij
středńı hodnotu i-tého výběru. Chceme testovat hypotézu

H0 : µ1 = · · · = µk

proti alternativě
H1 : ∃i 6= j : µi 6= µj .

Kdybychom chtěli porovnat středńı hodnoty pouze dvou vybraných skupin i
a j, mohli bychom použ́ıt třeba dvouvýběrový t-test nebo z-test. Šlo by takto
provést dvouvýběrové testy pro všechny možné dvojice skupin a otestovat všechny
hypotézy H ij

0 : µi = µj . Pokud by některý test zamı́tl H ij
0 na hladině α, pak středńı

hodnoty nemohou být u všech výběr̊u stejné. Bohužel, jak lze snadno nahlédnout,
celková pravděpodobnost zamı́tnut́ı platné H0 by byla mnohem větš́ı než ono α, na
němž provád́ıme jednotlivé dvouvýběrové testy hypotéz H ij

0 . Proto potřebujeme
jinou metodu, která zaruč́ı dodržeńı požadované hladiny. Metoda, kterou si nyńı
ukážeme, se nazývá analýza rozptylu∗. (Vlastně p̊ujde jen o nejjednodušš́ı speciálńı
př́ıpad analýzy rozptylu, tzv. jednoduché tř́ıděńı – one way ANOVA.)

∗ Angl. analysis of variance, ANOVA
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9 Analýza rozptylu

Model:
F = {Fi = N(µi, σ

2), µi ∈ R, i = 1, . . . , k, σ2 > 0}

Všechny výběry maj́ı mı́t normálńı rozděleńı s totožným rozptylem, mohou se lǐsit
pouze středńı hodnotou.

Testované parametry: Středńı hodnoty µi = EYij

Hypotéza a alternativa:

H0 : µ1 = · · · = µk, H1 : ∃i 6= j : µi 6= µj .

Testujeme, zdali maj́ı všechny výběry stejnou středńı hodnotu.

Značeńı. Označme n =
∑k

i=1 ni. Necht’ Yi+
df
=
∑ni

j=1 Yij a Y i+
df
= n−1

i

∑ni
j=1 Yij

jsou součty a pr̊uměry jednotlivých výběr̊u, necht’ Y++
df
=
∑k

i=1

∑ni
j=1 Yij je celkový

součet a Y++
df
= n−1

∑k
i=1

∑ni
j=1 Yij je celkový pr̊uměr.

Definice 9.1. Součty čtverc̊u v analýze rozptylu

• SSC
df
=
∑k

i=1

∑ni
j=1(Yij − Y++)2 nazýváme celkový součet čtverc̊u∗.

• SSA
df
=
∑k

i=1 ni(Y i+ − Y++)2 nazýváme součet čtverc̊u skupin†.

• SSe
df
=
∑k

i=1

∑ni
j=1(Yij − Y i+)2 nazýváme residuálńı součet čtverc̊u‡.

Věta 9.1. Plat́ı
SSC = SSA + SSe.

Poznámka. Jelikož Y i+ je odhadem µi a Y++ je odhadem celkové středńı hodnoty
(za H0), bude za platnosti hypotézy SSA malé vzhledem k SSe. Pokud je SSA
velké vzhledem k SSe, znamená to, že se pr̊uměry jednotlivých skupin od sebe
př́ılǐs lǐśı a hypotézu o rovnosti středńıch hodnot bychom měli zamı́tat.

Věta 9.2 (rozděleńı součt̊u čtverc̊u). Za platnosti modelu F máme

1.
SSe
σ2
∼ χ2

n−k, E
SSe
n− k

= σ2.

2. Plat́ı-li nav́ıc hypotéza H0, pak

SSC
σ2
∼ χ2

n−1, E
SSC
n− 1

= σ2.

∗ Angl. total sum of squares † Angl. between group sum of squares ‡ Angl. residual sum of
squares, error sum of squares
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9 Analýza rozptylu

3. Plat́ı-li nav́ıc hypotéza H0, pak

SSA
σ2
∼ χ2

k−1, E
SSA
k − 1

= σ2.

4. Plat́ı-li nav́ıc hypotéza H0, pak SSA a SSe jsou nezávislé.

Poznámka.
• SSe/(n− k) je vždy nestranným odhadem rozptylu σ2 (bez ohledu na plat-

nost hypotézy).
• SSA/(k − 1) je nestranným odhadem rozptylu pouze za hypotézy. Pokud

hypotéza neplat́ı, lze ukázat, že

E
SSA
k − 1

= σ2 +
1

k − 1

k∑
i=1

ni(µi − µ)2,

kde µ = n−1
∑k

i=1 niµi.
• Tato metoda se nazývá analýza rozptylu kv̊uli tomu, jakým zp̊usobem je se-

stavena testová statistika. Účelem analýzy rozptylu neńı analyzovat rozptyl.

Testová statistika:

FA =
SSA
k − 1

/
SSe
n− k

Hypotézu budeme zamı́tat pro př́ılǐs velké hodnoty FA.

Věta 9.3. Za platnosti modelu F a hypotézy H0 plat́ı FA ∼ Fk−1,n−k.

Kritický obor:
H0 zamı́tneme ⇔ FA ≥ Fk−1,n−k(1− α)

kde Fk−1,n−k(1−α) je (1−α)-tý kvantil F rozděleńı s k−1 a n−k stupni volnosti.

Poznámka. Tetno test se nazývá F test analýzy rozptylu. Je to přesný test rov-
nosti středńıch hodnot v k ≥ 2 nezávislých výběrech. Vyžaduje normálńı rozděleńı
a stejný rozptyl ve všech výběrech.

P-hodnota: p = 1− F ∗(s), kde s je pozorovaná hodnota testové statistiky a F ∗ je
distribučńı funkce rozděleńı Fk−1,n−k.

Poznámka. Výsledky analýzy rozptylu se tradičně uváděj́ı formou tabulky.
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9 Analýza rozptylu

Zdroj Součet Stupň̊u
měnlivosti čtverc̊u volnosti

Pod́ıl F

Skupina SSA k − 1 SSA
k−1

SSA
k−1

/
SSe
n−k

Residuálńı SSe n− k SSe
n−k

Celkový SSC n− 1

Věta 9.4. Pokud k = 2, pak plat́ı

FA = T 2
n1,n2

,

kde FA je testová statistika analýzy rozptylu a T 2
n1,n2

je čtverec testové statis-
tiky dvouvýběrovéto t-testu. Pro porovnáńı dvou skupin je tedy analýza rozptylu
ekvivalentńı dvouvýběrovému t-testu.
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10 Základy regrese

10.1 Korelačńı analýza

Necht’
(
X
Y

)
je spojitý náhodný vektor s dvourozměrnou distribučńı funkćı F . Necht’(

X1

Y1

)
, . . . ,

(
Xn

Yn

)
je náhodný výběr z téže distribučńı funkce o rozsahu n ≥ 4. Korelačńı koeficient
veličin X a Y

% ≡ %(X,Y ) =
cov (X,Y )√
varX var Y

měř́ı śılu lineárńı závislosti mezi nimi.
V definici 3.3 jsme zavedli výběrový korelačńı koeficient

%̂n =
SXY
SXSY

,

kde

SXY =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)(Yi − Y n),

S2
X =

n∑
i=1

(Xi −Xn)2,

a S2
Y =

n∑
i=1

(Yi − Y n)2.

Vı́me, že se jedná o konsistentńı odhad korelačńıho koeficientu %.
Později v této kapitole dokážeme větu, s jej́ıž pomoćı budeme moci odvodit

následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 10.1. Necht’ (
X1

Y1

)
, . . . ,

(
Xn

Yn

)
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je náhodný výběr z dvourozměrného normálńıho rozděleńı s nulovým korelačńım
koeficientem %(X,Y ) = 0. Pak pro výběrový korelačńı koeficient %̂n plat́ı

T% =
√
n− 2

%̂n√
1− %̂2

n

∼ tn−2.

Tato věta nám dává nástroj k testováńı hypotézy H0 : % = 0 proti alternativě
H1 : % 6= 0 za předpokladu dvourozměrného normálńıho rozděleńı. Hypotézu H0

zamı́tneme na hladině α, pokud

|T%| ≥ tn−2(1− α/2),

kde tn−2(1 − α/2) je (1 − α/2)-kvantil rozděleńı tn−2. Pomoćı věty 10.1 ovšem
nelze sestrojit interval spolehlivosti pro %.

Jinou metodu založenou na transformaci funkćı

arctghx =
1

2
log

1 + x

1− x

navrhl R. A. Fisher. Ř́ıká se j́ı Fisherova Z-transformace. Fisher ukázal platnost
následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 10.2. Necht’ (
X1

Y1

)
, . . . ,

(
Xn

Yn

)
je náhodný výběr z dvourozměrného normálńıho rozděleńı s korelačńım koeficien-
tem %. Pak pro výběrový korelačńı koeficient %̂n plat́ı

√
n− 3(arctgh %̂n − arctgh %)

D−→ N(0, 1).

Chceme-li otestovat hypotézu H0 : % = %0 proti alternativě H1 : % 6= %0,
spoč́ıtáme testovou statistiku

Zn =
√
n− 3(arctgh %̂n − arctgh %0)

a H0 zamı́tneme na hladině α, pokud

|Zn| ≥ u1−α/2.

Interval spolehlivosti pro % źıskáme z intervalu spolehlivosti pro arctgh % zpětnou
transformaćı pomoćı funkce tghx = exp(2x)−1

exp(2x)+1 . Dostaneme interval(
tgh (arctgh %̂n − u1−α/2/

√
n− 3), tgh (arctgh %̂n + u1−α/2/

√
n− 3)

)
.
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10.2 Model lineárńı regrese

Lineárńı regrese zkoumá vztah mezi spojitou veličinou Y a vektorem X, který
může obsahovat jednu nebo v́ıce spojitých či diskrétńıch veličin. Předpokládáme,
že hodnota vektoru X může ovlivňovat středńı hodnotu Y , ale nikoli rozptyl Y .
Zaj́ımá nás, které komponenty X ovlivňuj́ı EY a jakým zp̊usobem. Můžeme také
cht́ıt předpov́ıdat Y pro danou hodnotu X.

Data se sestávaj́ı z n nezávislých pozorováńı vektor̊u (Yi,Xi), i = 1, . . . , n, kde
každé Xi má p < n složek (Xi1, . . . , Xip).

Definice 10.1.
• Náhodnou veličinu Yi nazýváme odezva. Alternativńı název: závisle proměnná∗.
• Komponenty náhodného vektoruXi nazýváme regresory. Alternativńı názvy:

nezávisle proměnné, vysvětluj́ıćı veličiny, prediktory, kovariáty†.

Poznámka. Původńı data nemuśı obsahovat př́ımo pozorováńı náhodných vek-
tor̊uXi, ale nějaké jiné veličinyZi = (Zi1, . . . , Ziq)

T, z nichžXi spoč́ıtáme nějakou
transformaćıXi = h(Zi). Jedńım z problémů, které regresńı analýza řeš́ı, je určeńı
vhodné transformace h p̊uvodńıch dat Zi. My se tu ale t́ımto problémem zabývat
nebudeme. Budeme předpokládat, že máme dány konkrétńı již ztransformované
regresory Xi.

Definice 10.2. Řekneme, že data (Yi,Xi), i = 1, . . . , n, splňuj́ı lineárńı regresńı
model‡, pokud plat́ı

Yi = β1Xi1 + β2Xi2 + · · ·+ βpXip + εi, (10.1)

kde β = (β1, . . . βp)
T je vektor neznámých parametr̊u a ε1, . . . , εn jsou nezávislé

náhodné veličiny splňuj́ıćı E εi = 0, var εi = σ2. Složky vektoru β nazýváme re-
gresńı koeficienty§, náhodné veličiny εi nazýváme chybové členy¶.

Model 10.1 můžeme přepsat několika daľśımi zp̊usoby. Např́ıklad pomoćı podmı́něných
moment̊u:

E (Yi | Xi ) = β1Xi1 + β2Xi2 + · · ·+ βpXip

var (Yi | Xi ) = σ2

Tento zápis zd̊urazňuje, že lineárńı regresńı model vyjadřuje podmı́něnou středńı
hodnotu Yi, je-li dáno Xi, pomoćı lineárńıho vztahu a předpokládá, že rozptyl Yi
je konstatńı a nezáviśı na Xi.

∗ Angl. response, dependent variable, outcome † Angl. regressors, independent variable, ex-

planatory variable, predictors, covariates ‡ Angl. linear regression model § Angl. regression

coefficients ¶ Angl. error terms
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Značeńı. Necht’ Y = (Y1, . . . , Yn)T, ε = (ε1, . . . , εn)T a

X =


XT

1

XT
2

...
XT
n

 .

Matice X se nazývá regresńı matice; má n řádk̊u a p sloupc̊u.

Regresńı matice obsahuje v řádćıch regresory jednotlivých pozorováńı. Budeme
předpokládat, že X má plnou hodnost, tj. r(X) = p čili sloupce matice X jsou
lineárně nezávislé. Model 10.1 nyńı můžeme přepsat vektorově:

Y = Xβ + ε,

kde E ε = 0 a var ε = σ2In.

Poznámka. V regresńı analýze většinou voĺıme Xi1 = 1 pro všechna i. Parametr
β1 pak nazýváme absolutńı člen∗.

Př́ıklady.

Absolutńı člen Nejjednodušš́ı regresńı model obsahuje pouze absolutńı člen: Yi =
β1 + εi. Plat́ı-li tento model, Y1, . . . , Yn jsou nezávislé veličiny se stejnou
středńı hodnotou a stejným rozptylem. Jsou-li Y1, . . . , Yn náhodným výběrem
z rozděleńı s konečným druhým momentem, pak splňuj́ı tento regresńı mo-
del. Regresńı matice je sloupec délky n obsahuj́ıćı jedničky.

Dvě skupiny Necht’ Zi je náhodná veličina nabývaj́ıćı hodnot 0 nebo 1 pozorovaná
spolu s Yi. Definujme Xi2 = Zi. Regresńı model jest Yi = β1 + β2Xi2 + εi.

Plat́ı-li tento model, Y1, . . . , Yn se děĺı na dvě skupiny podle hodnoty Zi.
Je-li Zi = 0, pak EYi = β1. Je-li Zi = 1, pak EYi = β1 + β2. Parametr
β2 představuje rozd́ıl středńıch hodnot obou skupin. Jsou-li Y1, . . . , Yn dva
(spojené) nezávislé náhodné výběry z rozděleńı s konečnými druhými mo-
menty, pak splňuj́ı tento regresńı model. Přidáme-li předpoklad normality,
tento model odpov́ıdá modelu pro dvouvýběrový t-test.

Regresńı matice X obsahuje v j-tém řádku vektor (1, Zi).

k skupin Necht’ Zi je náhodná veličina nabývaj́ıćı hodnot 1, . . . , k pozorovaná
spolu s Yi. Definujme Xij = I{Zi=j} pro j = 2, . . . , k. Regresńı model jest
Yi = β1 + β2Xi2 + · · ·+ βkXik + εi.

∗ Angl. intercept
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Plat́ı-li tento model, Y1, . . . , Yn se děĺı na k skupin podle hodnoty Zi. Je-li
Zi = 1, pak EYi = β1. Je-li Zi = j > 1, pak EYi = β1 + βj . Parametr βj
představuje rozd́ıl středńıch hodnot j-té a prvńı skupiny. Tvoř́ı-li Y1, . . . , Yn k
(spojených) nezávislých náhodných výběr̊u z rozděleńı s konečnými druhými
momenty, pak splňuj́ı tento regresńı model. Přidáme-li předpoklad normality,
tento model odpov́ıdá modelu pro analýzu rozptylu.

Regresńı matice X obsahuje v j-tém řádku vektor (1, I{Zi=2}, . . . , I{Zi=k}).

Jednoduchá lineárńı regrese Necht’ Zi je nominálńı (nikoli kategoriálńı) náhodná
veličina pozorovaná spolu s Yi. Definujme Xi2 = Zi. Regresńı model jest
Yi = β1 + β2Xi2 + εi. Tento model nazýváme jednoduchá lineárńı regrese.
V tomto modelu je EYi lineárńı funkćı regresoru Zi. Parametr β2 se nazývá
směrnice regresńı př́ımky∗.

Dosad́ıme-li Zi = 0, dostaneme β1 = E (Yi | Zi = 0 ), tj. absolutńı člen vy-
jadřuje středńı hodnotu Yi pro pozorováńı s nulovým regresorem. Dále,

β2 = E (Yi | Zi = x+ 1 )− E (Yi | Zi = x ) ,

čili β2 vyjadřuje rozd́ıl ve středńı hodnotě EYi po zvýšeńı regresoru Xi o
jednu jednotku. Je-li β2 = 0, znamená to, že regresor neovlivňuje středńı
hodnotu (ani rozptyl) Yi.

Regresńı matice X obsahuje v j-tém řádku vektor (1, Zi).

Kvadratická regrese Necht’ Zi je nominálńı (nikoli kategoriálńı) náhodná veličina
pozorovaná spolu s Yi. Definujme Xi2 = Zi a Xi3 = Z2

i . Regresńı model jest
Yi = β1 + β2Xi2 + β3Xi3 + εi. Tento model nazýváme kvadratická regrese. V
tomto modelu je EYi kvadratickou funkćı regresoru Zi.

Je-li β3 = 0, znamená to, že závislost středńı hodnoty na Zi neńı kvadratická,
ale lineárńı. Je-li β2 = 0 a β3 = 0, znamená to, že regresor neovlivňuje středńı
hodnotu (ani rozptyl) Yi.

Regresńı matice X obsahuje v j-tém řádku vektor (1, Zi, Z
2
i ).

Kvadratickou regresi lze snadno zobecnit na polynomiálńı regresi stupně p.

Po částech lineárńı regrese Necht’ Zi je nominálńı (nikoli kategoriálńı) náhodná
veličina pozorovaná spolu s Yi. Zvolme konstantu c0 ∈ R a definujme Xi2 =
Zi a Xi3 = (Zi−c0)I(c0,∞)(Zi). Regresńı model jest Yi = β1+β2Xi2+β3Xi3+
εi. V tomto modelu je EYi spojitou po částech lineárńı funkćı regresoru Zi
se zlomem ve směrnici v bodě c0.

∗ Angl. slope
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10 Základy regrese

Parametr β2 vyjadřuje směrnici regresńı př́ımky v intervalu (−∞, c0). Pa-
rametr β3 vyjadřuje změnu ve směrnici regresńı př́ımky pro Zi > c0. Na
intervalu (c0,∞) je směrnice β2 + β3.

Je-li β3 = 0, znamená to, že směrnice se v bodě c0 neměńı a závislost středńı
hodnoty na Zi je lineárńı. Je-li β2 = 0, znamená to, že na intervalu (−∞, c0)
nezáviśı středńı hodnota Yi na Zi. Je-li β2 = 0 a β3 = 0, znamená to, že
regresor neovlivňuje středńı hodnotu (ani rozptyl) Yi.

Regresńı matice X obsahuje v j-tém řádku vektor (1, Zi, (Zi−c0)I(c0,∞)(Zi)).

Po částech konstantńı regrese Necht’ Zi je nominálńı (nikoli kategoriálńı) náhodná
veličina pozorovaná spolu s Yi. Zvolme konstanty c0 = −∞ < c1 < c2 <
· · · < ck = ∞, Jk = (ck−1, ck〉 a definujme Xij = IJj (Zi), j = 2, . . . , k.
Regresńı model jest Yi = β1 + β2Xi2 + · · ·+ βkXik + εi. V tomto modelu je
EYi schodovitou po částech konstatńı funkćı regresoru Zi se skoky v bodech
c1, . . . , ck−1.

Je-li Zi < c1, pak EYi = β1. Je-li Zi ∈ Jj , j > 1, pak EYi = β1 + βj . Pa-
rametr βj představuje rozd́ıl středńıch hodnot na j-tém a prvńım intervalu.
Přidáme-li předpoklad normality, tento model odpov́ıdá modelu pro analýzu
rozptylu, kde skupiny jsou definovány pomoćı hodnoty Zi a dělićıch bod̊u
c1, . . . , ck−1.

Regresńı matice X obsahuje v j-tém řádku vektor (1, I{Zi∈J2}, . . . , I{Zi∈Jk}).

Interpretace parametr̊u obecného regresńıho modelu

Uvažujme regresńı model

E (Yi | Xi ) = β1 + β2Xi2 + β3Xi3 + · · ·+ βpXip.

Máme β1 = E (Yi | Xi = 0 ), tj. absolutńı člen vyjadřuje středńı hodnotu Yi pro
pozorováńı s nulovou hodnotou všech regresor̊u.

Pod́ıvejme se nyńı na parametr β2. Dostaneme

β2 = E (Yi | Xi2 = x+ 1, Xi3 = x3, . . . , Xip = xp )−
E (Yi | Xi2 = x,Xi3 = x3, . . . , Xip = xp )

čili parametr β2 vyjadřuje rozd́ıl ve středńı hodnotě EYi po zvýšeńı regresoru
Xi2 o jednu jednotku, přičemž všechny ostatńı regresory z̊ustávaj́ı konstantńı. Jde
tedy o efekt regresoru Xi2 očǐstěný od vlivu všech ostatńıch v modelu př́ıtomných
regresor̊u. Je-li β2 = 0, znamená to, že kdyby ostatńı regresory byly v celé populaci
konstantńı, neměl by regresor Xi2 žádný vliv na středńı hodnotu (ani rozptyl) Yi.
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To však neznamená, že Xi2 sám o sobě nemá vliv na EYi – tento vliv je ale zcela
zprostředkován (vysvětlen) závislost́ı mezi Xi2 a ostatńımi regresory.

Tato interpretace neplat́ı v situaci, kdy regresory Xi3, . . . , Xip jsou funkcemi
regresoru Xi2. Pak by nebylo možné, aby se regresor Xi2 změnil o jednotku a
přitom ostatńı regresory z̊ustaly beze změny.

10.3 Odhady metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

Necht’ β̂ je nějaký odhad vektoru parametr̊u β. Označme Ŷ = Xβ̂ odhadnuté
středńı hodnoty odezvy, tj.

Ŷi = β̂1Xi1 + β̂2Xi2 + · · ·+ β̂pXip = XT
i β̂.

Odhad β̂ vybereme tak, aby vektor Ŷ byl co nejbĺıže vektoru Y v euklidovské
vzdálenosti, tj.

β̂ = arg min
β∈Rp

n∑
i=1

(Yi −XT
i β)2.

Definice 10.3. Tento odhad β̂ nazýváme odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u∗.

Funkci, kterou minimalizujeme, lze přepsat jako

n∑
i=1

(Yi −XT
i β)2 = (Y −Xβ)T(Y −Xβ).

Vyjádřeńı pro odhad β̂ dostaneme snadno pomoćı maticových derivaćı:

∂

∂β
(Y −Xβ)T(Y −Xβ) = −XT(Y −Xβ)−[(Y −Xβ)TX] = −2(XTY −XTXβ).

Polož́ıme-li derivaci rovnou nule, zjist́ıme, že β̂ řeš́ı soustavu p lineárńıch rovnic o
p neznámých

(XTX)β̂ = XTY .

Řešeńı muśı být globálńım minimem, protože minimalizovaná funkce je konvexńı
v β. Jelikož matice X má plnou hodnost p, matice XTX (čtvercová, p × p) má
také plnou hodnost p. Tud́ıž existuje právě jedno řešeńı dané soustavy

β̂ = (XTX)−1XTY .

Poznámka.

∗ Angl. least squares estimator
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1. Vektor Ŷ = Xβ̂ = X(XTX)−1XTY nazýváme vektorem odhadnutých (vy-
rovnaných) hodnot odezvy∗. Je to lineárńı kombinace p̊uvodńıch pozorováńı
Y .

2. Matice H
df
= X(XTX)−1XT je idempotentńı. Plat́ı Ŷ = HY a HŶ =

HHY = Ŷ . Matice H je čtvercová n× n, jej́ı hodnost je p.

3. Čtvercová matice In −H = In −X(XTX)−1XT je také idempotentńı. Jej́ı
hodnost je n− p.

Definice 10.4.
• Náhodný vektor u

df
= Y − Ŷ = (In −H)Y se nazývá vektor residúı†. Jeho

prvek ui = Yi − Ŷi = Yi −XT
i β̂ se nazývá residuum.

• Náhodná veličina

SSe
df
= uTu =

n∑
i=1

(Yi −XT
i β̂)2

se nazývá residuálńı součet čtverc̊u‡. Je to vlastně minimalisovaný součet
čtverc̊u odchylek.

Poznámka. Pro vektor residúı plat́ı Eu = 0, varu = σ2(In −H). Residua tedy
nejsou nezávislá a nemaj́ı stejné rozptyly. Rozptylová matice vektoru residúı je
singulárńı (má hodnost n− p).

Věta 10.3 (Vlastnosti odhadu metodou nejmenš́ıch čtverc̊u).

1. β̂ je nestranný odhad, E β̂ = β

2. var β̂ = σ2(XTX)−1

3. Jsou-li (Yi,Xi) nezávislé a stejně rozdělené náhodné vektory, pak β̂ je kon-
sistentńı odhad β a

√
n(β̂ − β)

D−→ Np(0, σ
2(EXiX

T
i )−1)

Nyńı začneme předpokládat normalitu a dokážeme několik daľśıch užitečných
vlastnost́ı.

Věta 10.4. Necht’ v modelu (10.1) nav́ıc plat́ı ε ∼ Nn(0, σ2In). Pak

SSe
σ2
∼ χ2

n−p.

Poznámka.

∗ Angl. fitted values † Angl. residuals ‡ Angl. residual sum of squares
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• Z věty 10.4 plyne, že SSe
n−p je nestranný a konsistentńı odhad rozptylu σ2

(toto plat́ı i bez předpokladu normality).
• Věta 10.4 může být použita i ke konstrukci intervalu spolehlivosti pro σ2. Po-

stupem použitým v Kapitole 2 k odvozeńı intervalu (2.2) dostaneme přesný
interval (

SSe
χ2
n−p(1− α/2)

,
SSe

χ2
n−p(α/2)

)
. (10.2)

• Za předpokladu normality lze dokázat, že β̂ a SSe jsou nezávislé.

Věta 10.5. Necht’ v modelu (10.1) nav́ıc plat́ı ε ∼ Nn(0, σ2In). Necht’ c je libo-
volný p-rozměrný vektor reálných konstant. Pak

cTβ̂ − cTβ√
SSe
n−pc

T(XTX)−1c
∼ tn−p

Poznámka. Věta 10.5 se použ́ıvá k testováńı hypotéz o parametrech a lineárńıch
kombinaćıch parametr̊u a ke konstrukci interval̊u spolehlivosti. Chceme-li např́ıklad
otestovat hypotézu H0 : βj = 0, zvoĺıme c = ej (vektor nul kromě j-tého prvku,

který je 1). Dostaneme cTβ̂ = β̂j , c
Tβ = βj a cT(XTX)−1c = vj , kde vj je j-tý

diagonálńı prvek matice (XTX)−1. Použijeme testovou statistiku

Tj =
β̂j√
SSe
n−pvj

,

která má za platnosti H0 : βj = 0 rozděleńı tn−p. H0 budeme zamı́tat na hladině
α, pokud |Tj | ≥ tn−p(1− α/2).

Chceme-li testovat hypotézu H0 : β2 = β3, zvoĺıme c = (0, 1,−1, 0, . . . , 0)T a
dále postupujeme stejně.

Interval spolehlivosti pro βj s pravděpodobnost́ı pokryt́ı 1− α by vyšel

β̂j ∓ tn−p(1− α/2)

√
SSe
n− p

vj .

Poznámka. Pomoćı věty 10.5 lze dokázat větu 10.1 o výběrovém korelačńım
koeficientu.

Poznámka. Dvouvýběrový t-test je speciálńı př́ıpad věty 10.5 v modelu Yi =
β1 + β2Xi2 + εi, kde Xi2 nabývá pouze hodnot 0, 1 a c = (0, 1)T.

Věta 10.5 umožňuje testovat hypotézy o jednotlivých parametrech nebo lineárńıch
kombinaćıch parametr̊u. Následuj́ıćı věta zobecňuje tento výsledek na testováńı
v́ıce parametr̊u najednou.

94
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Necht’ plat́ı lineárńı model Y = Xβ + ε, kde X = (XA|XB) a β = (βT
A,β

T
B)T,

βB ∈ Rd, βA ∈ Rp−d. Model lze přepsat ve tvaru

Y = XAβA +XBβB + ε.

Pokud jsou všechny složky parametru βB nulové, lze z modelu vynechat regresory
XB a přej́ıt k jednodušš́ımu modelu s regresńı matićı XA.

Označme SSh residuálńı součet čtverc̊u v tomto jednodušš́ım modelu. Symbolem
SSe stále označujeme residuálńı součet čtverc̊u v plném modelu s regresńı matićı
X. Vzhledem k tomu, že metoda nejmenš́ıch čtverc̊u minimalizuje residuálńı součet
čtverc̊u, muśı platit nerovnost SSe < SSh.

Věta 10.6. Necht’ plat́ı hypotéza H0 : βB = 0. Pak statistika

F =
n− p
d

SSh − SSe
SSe

má rozděleńı F s d a n− p stupni volnosti.

Poznámka. F-test analýzy rozptylu je speciálńı př́ıpad věty 10.6 v modelu Yi =
β1 + β2Xi2 + · · · + βkXik + εi, kde Xij = I{Zi=j} pro j = 2, . . . , k, a βB =

(β2, . . . , βk)
T.

Poznámka. Věta 10.6 je d̊uležitá při budováńı regresńıho modelu, tj. rozho-
dováńı, které regresory do modelu zařadit a které nikoli.
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