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1 Nahodny vybér

1.1 Definice nahodného vybéru

Definice 1.1. Posloupnost X1, Xo, ..., X, nezavislych stejné rozdélenych nahodnych
veli¢in, z nichz kazda ma distribuéni funkci Fy, nazyvame ndhodny vybér z rozdélend
Fy.* Konstantu n nazyvame rozsah vijbéru.!

Prvky ndhodného vybéru mohou byt realné ndhodné veli¢iny i ndhodné vektory.
MuzZeme je nazyvat ,pozorovani“ nebo ,data“. Pro oznac¢eni ndhodného vybéru
jako celku budeme obc¢as pouzivat znaceni X.

Poznamka. Distribu¢ni funkci Fj, z niz pozorovani X, Xo,..., X, pochazeji,
nezname. Chceme pouzit pozorovani k tomu, abychom se o Fy néco potiebného
dozvédéli. O distribuéni funkci Fy predpokladdme, ze patii do né&jaké mnoziny
rozdéleni F, které iikame model.

Definice 1.2. Modelem for pozorovani X1, Xo, ..., X,, rozumime pifedem stano-
venou mnozinu rozdéleni F, do niz patii neznamé rozdéleni Fj.

Poznamka. O rozdéleni Fj se potfebujeme dozvédét jeho charakteristiky, které
nazyvame parametry. Jedna se o néjakou konstantu (nebo vektor konstant) 8y €
R*, kterou bychom uméli zjistit, kdybychom znali Fy. Parametr tedy mizeme
obecné zapsat ve tvaru Oy = t(Fp), kde t je néjaky funkciondl.

Piiklady (Typy modelu pro redlné ndhodné veliciny).

1. Model F muze byt mnozina vSech [diskrétnich, spojitych| rozdéleni na R
s konecnou stfedni hodnotou [s koneénym rozptylem|. Hledané parametry
mohou byt napi. E X;, var X;, P[X < 2] = Fy(z), Fy *(a). Takov§ model
nazyvame neparametricky, nebot neni mozné popsat vsechna rozdéleni v F
pomoci koneéné mnoha parametrii. Symbolem © oznatujeme mnozinu vsech
pripustnych hodnot parametru @ = ¢(F) : F € F.

2. Model F muze byt mnozina v8ech rozdéleni s hustotami tvaru f(z; @) pro 8 €
© C R*, kde f(-;-) je zndma funkce a € je nezndmé konstanta (napf. véechna
exponencialni, normélni, geometrickéd rozdéleni). Tyto modely nazyvime
parametrické. V parametrickém modelu lze jakékoli jiné parametry vzdy
vyjadrit jako funkce slozek 6.

* Angl. random sample from distribution Fo T Angl. sample size



1 N&ahodny vybér

Ptriklady (Parametrické modely).
o F={N(p,03), p € R, o} pevné ddno}; 6 = 1, © = R.
o F={N(u,0%), peR, 02 cR*}; 0 = (u,0%)7, © =R x RT.
o F={Exp(\), AeR"};0=) 06=R".
o F={Alt(p), p€(0,1)}; 0 =p, © =(0,1).

Poznamka. Model F a parametr 0, ktery nas zajimd, volime sami. Model vy-
jadfuje nasi apriorni (na datech nezdvislou) predstavu o rozdéleni pozorovanych
velicin. Volba parametru zavisi na otazce, kterou se snazime zodpovédét pomoci
statistické analyzy. Volba modelu a parametru ovliviiuje vybér metody pro analyzu
dat (a jeji vysledky).

1.2 Statistiky

Statisticka analyza postupuje tak, ze se z ndhodného vybéru pocitaji veli¢iny, které
obsahuji informaci o pozadovanych parametrech, a ty se dale zpracovavaji. Témto
velicinam se 7ika statistiky. Uvazujme ndhodny vybér X = (X1, Xo,..., X,).

Definice 1.3. Pojmem statistika® nazyvame libovolnou métitelnou funkei S(X)
pozorovani z ndhodného vybéru. Statistika je ndhodnd veli¢ina (ndhodny vektor,
je-li vicerozmérna).

Mezi nejcastéji pouzivané statistiky patii vybérovy prumér a vybérovy rozptyl.
Uvazujme nyni vybér redlnych ndhodnych veli¢in, nikoli vektor.

Definice 1.4.

(i) Veli¢ina X, = %2?21 X; se nazyvéa vgbérovy prumér’ ndhodného vybéru
X = (X1, Xo,..., Xn).

(i) Velicina S2 = 13" | (X; — X,)? se nazyvé vybérovy rozptyl* ndhodného
Vybéru X = (Xl, XQ, ce ,Xn)

Vybérovy rozptyl nema smysl poéitat z jediného pozorovani (n = 1); uvazujeme-
li vybérovy rozptyl, automaticky predpokladame, ze n > 2.
Vlastnosti vybérového priiméru

Pracujme v $irokém modelu F = £2? (vSechna rozdéleni s koneénymi druhymi
momenty). Oznaéme p = EX; a 0? = var X;.

Véta 1.1 (Vlastnosti pruméru). Necht var X; < oco. Pak plati

* Angl. statistic T Angl. sample mean ¥ Angl. sample variance
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2

(i) EX, =p, var X, = Z;
(i) X — pi;
(i) (X — p) — N(0, 02).
Poznamka. Plati-li predpoklad normalniho rozdéleni, tj. F = {N(u,o?), p €
R, 02 € R}, 1ze body (i) a (iii) piedchozi véty zesilit na

n

R — 0'2
Vn(X, — i) ~N(0,6%) neboli X, ~N <u, ) (1.1)

Vlastnosti vybérového rozptylu

Pracujme v $irokém modelu F = £2? (vSechna rozdéleni s koneénymi druhymi
momenty). Oznaéme p = E X; a 0? = var X;.

Poznamka. Vybérovy rozptyl 1ze prepsat jako

[ —— (:L;Xf—Xi) (1.2)

n—1
Pro vypocet je tento vzorec vétsinou vyhodnéjsi nez definice.
Véta 1.2 (Vlastnosti vybérového rozptylu).
(i) 2= o*
(i) ES2 = 0%
(iii) Jestlize F = £* (existuje kone¢ny étvrty moment X;), pak
V(82— 0?) = N(0, 0% (32 — 1)),
kde 79 je Spicatost rozdéleni X;.
(iv) Jestlize F = £*, pak

Al()- (2)) =m0

o? o

kde ¥ =
‘ (0371 ot(y2 — 1)

) a 1 je Sikmost rozdéleni X;.

Poznamka. Véta 1.2(iii) tikd, Ze variabilita vybérového rozptylu asymptoticky
zavisi na Spicatosti pozorovani. Véta 1.2(iv) fikd, ze vybérovy prumér a vybérovy
rozptyl maji asymptoticky sdruzené normalni rozdéleni. Jejich kovariance asympto-
ticky zavisi na Sikmosti pozorovani. Je-li §ikmost nulova, vybérovy prumér a
vybérovy rozptyl jsou asymptoticky nezavislé.



1 N&ahodny vybér

Nyni pfidame predpoklad normalniho rozdéleni, tj. budeme pracovat v mensim
modelu F = {N(u,0?), p € R, 0% € RT}.

Véta 1.3 (Vlastnosti vybérového rozptylu za normality). Necht X; ~ N(u,o?),
i=1,...,n. Pak plati
(i)
(n—1)Sq

o2 ~ X%L—l (13)

(ii) X, a S? jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny.

Poznamka. Pro velkd n mame z definice x? rozdéleni a z centrdlni limitni véty
X2 1 ~N(n—1,2(n—1)). Odtud a z (1.3) dostaneme pro velké n

(n—1)82 n—1
o ( ) 4 N(0,2)
n—1
a nakonec
n—1

Vn(S2 — o?) ~ N(0,20%).

n
Uvédomime-li si, ze §picatost normalniho rozdéleni je 3, vidime, ze tvrzeni (i)
z véty 1.3 dava v podstaté stejny vysledek, jako tvrzeni (iii) z véty 1.2. Véta 1.3(i)
udéva piesné rozdéleni S2 pro normélni data, zatimco véta 1.2(iii) udavd asympto-
tické rozdéleni S2 pro normalni i nenormalni data,

Poznamka. Véta 1.3(ii) tikd, Ze jsou-li data normdlni, X, a S2? jsou nezavislé
pro kazdé konecné n > 1.

Véta 1.4. Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z libovolného rozdéleni se stfedni
hodnotou p a s koneénym rozptylem o2. Pak

Yn—ﬂ
Sn

Nyni opét priddme predpoklad normaéalniho rozdéleni.

T=+n

25 N(0, 1).

Véta 1.5 (o T statistice). Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(u, o2).

Pak _
Xn — M
T =

Poznamka. Véta 1.5 udava presné rozdéleni statistiky 7' pro normalni data,
zatimco véta 1.4 udava asymptotické rozdéleni téze statistiky pro normélni i ne-

normalni data. Uvédomte si, ze pro n — oo hustota t,_; konverguje k hustoté
N(0,1).

~tp_1.
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Nyni budeme uvazovat dva nezavislé vybéry ze dvou riuznych normaélnich rozdéleni.

Véta 1.6 (o F statistice). Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdélenf N(ux, %)
aYi,..., Yy, jendhodny vybeér z rozdéleni N(uy, 02). Necht jsou vektory (X1,..., X,)T
a (Y1,...,Y)" nezévislé. Oznaéme vybérové priiméry obou vybéri X, a Y, a
vybérové rozptyly S% = - 30 (X, — X)? a S% = Lo > (Y — Y )% Pak
plati
S%/o%
S3 /o

~ Fn—l,m—l-

1.3 Usporadany nahodny vybér

Méjme ndhodny vybér Xi,..., X, z jednorozmérného spojitého rozdéleni s dis-
tribu¢ni funkei F' a hustotou f vzhledem k Lebesgueové mife. Necht n > 2. Je-
likoz X1, ..., X, jsou nezévislé a maji spojité rozdéleni, P [X; = X;] = 0 pro kazdé
i 7.

Definice 1.5 (Uspotddany nahodny vybér a poradi).

(i) Sefadime-li vSechny ndhodné veli¢iny Xi,..., X, od nejmensi do nejveétsi,
ziskame usporddany ndhodny vybér*

X(l) < X(g) << X(n—l) < X(n).

Symbolem X ;) rozumime k-tou nejmensi hodnotu mezi pozorovanimi X1, ..., Xp;
nazyvame ji k-t porddkovd statistika'.

(ii) Poradim* ndhodné veliciny X; ve vybéru Xi,..., X, rozumime pfirozené
¢islo R; € {1,...,n} takové, ze X; = X(p,.

Poznamka.
(i) Hodnoty Xi,..., X, lze jednozna¢né urcit z n-tice poradkovych statistik a
n-tice poradi.
(ii) Prvni porddkova statistika je minimum, n-t4 porddkova statistika je maxi-
mum v8ech veli¢in ndhodného vybéru.
(iii) Plati R; = Z?:l ]I<0700) (X; — Xj).
(iv) Poradkové statistiky a poradi jsou ndhodné veli¢iny a téz statistiky ve smyslu
definice 1.3.

Ozna¢me symbolem P,, mnozinu vsech permutaci posloupnosti (1,...,n). Tato
mnozina méa n! prvki.

* Angl. ordered random sample 1 Angl. order statistic * Angl. rank
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Véta 1.7. Sdruzend hustota ndhodného vektoru (X(l),...,X(n))T vzhledem k
Lebesgueové mite jest

nlf(yi)f(y2) - f(yn) pokud y1 <--- <yp,
p(yl,---,yn)={ w7 ) - £8) 3y "
0 jinak.
Poznamka. Néhodné veliciny X(y),..., X(,) nejsou nezdvislé. Nahodné veliciny
Rq, ..., R, nejsou nezavislé.

Veéta 1.8. Distribucéni funkce k-té poradkové statistiky jest

n

F(k)(ﬂf) =P [X(k) < :L’] = Z (?) Fl(x)[l o F(af)]"fﬁ _

= 1 /F(w) tF=L (1 — )Rt
 Bk,n—k+1) J, '

Dausledek.
e Maji-li X; rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1), pak X(;) mé beta rozdélen{
B(k,n — k +1). Z toho plyne

k(n—Fk+1)
(n+2)(n+1)%

EX(k,) = varX(k) =

n+1’

e Necht maji X; jakékoli spojité rozdéleni s ryze rostouci distribuéni funkei F.
Necht Z ~ B(k,n—k+1). Pak P [X(4) < z] =P [Z < F(2)] =P [F~}(Z) < «],
tj. X() mé stejné rozdélent jako F~Y(2).

Véta 1.9. Hustota k-té poradkové statistiky vzhledem k Lebesgueové mite jest

n—1

@ =n(} Z ) )S@F @ - P

Véta 1.10. Nahodny vektor (Ry, ..., R,)" nabyva viech hodnot na mnoziné P,
pricemz kazd4d z nich ma pravdépodobnost 1/n!.

Véta 1.11. Plati

(i) P[R; = k] = % pro viechna i,k € {1,...,n}.

(ii) PRy =k, Rj =m| = ﬁ pro viechna i # j,k #m € {1,...,n}.
(iii) ER; = 2L, varR; = "21;1 pro viechna i € {1,...,n}.
(iv) cov (R;, R;) = —™tL pro vsechna i # j € {1,...,n}.



2 Zaklady teorie odhadu

2.1 Bodovy odhad

Definice bodového odhadu

Méme nahodny vybér X1, Xo, ..., X, model F a parametr 8 = t(F) € R* pro
F € F, ktery chceme v daném modelu odhadnout. Necht Fx € F je skuteéné
rozdéleni ndhodného vektoru X; a Ox = t(Fx) je skuteénd hodnota hledaného
parametru.

Definice 2.1. Odhadem parametru 6x = t(Fx) rozumime libovolnou méfitelnou
funkei dat 6,, = T,,(X) = T,,(X1,..., Xp).”

Poznamka. Odhad je statistika ve smyslu definice 1.3.

Vlastnosti odhadu

Definice 2.2 (Nestrannost a konsistence).

1. Odhad Hn = T,(X) nazveme nestrannym odhadem parametru @x praveé
kdyz E Gn = 0x pro kazdé n.|

2. Odhad §n = T,(X) nazveme konsistentnim odhadem parametru @x pravé

kdyz §n LN 0x pron — oot

Poznamka.

e Nestrannost mé platit pro kazdé n. Nestrannost nezarucuje, ze se odhad
pii zvétsujicim se rozsahu vybéru pfiblizuje k hledanému parametru. Pro
nékteré modely neexistuji rozumné (nebo vubec zddné) nestranné odhady.

e Konsistence je asymptotickd vlastnost, kterd nic nerikd o kvalité odhadu pri
kone¢ném n. (Piiklad: 0 = 21.5 pro n < 10'9, 0 = X, pro n > 109 je
konsistentni odhad 0x = E Xj.)

e Odhady, které nejsou nestranné, ale jsou konsistentni, lze v praxi pouzivat
a Casto se s nimi setkdme. Odhady, které nejsou konsistentni, lze povazovat
za nevhodné.

* Angl. estimator, estimate ' Angl. unbiased estimator ¥ Angl. consistent estimator
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Priiklad.
1. Odhad 0x = EX; v modelu F = {vSechna rozdéleni s konecnou stredni
hodnotou }:
e Primér X, je nestranny a konsistentn{ odhad 0x [plyne z véty 1.1, (i)
a (ii)].
e Odhad 6, = X7 je nestranny odhad 6, ale neni konsistentni.
2. Odhad 0x = var X; v modelu F = {vSechna rozdéleni s kone¢nym rozptylem }:

e Vybérovy rozptyl S2 je nestranny a konsistentni odhad fx [plyne z
vety 1.2, (i) a (ii)].
52 — Ly X \2 g : . .
e Odhad 7; = > " (X; — X,)° je konsistentni odhad 6y, ale nenf
nestranny.

3. Odhad 0x = P [X; = 0] v modelu F = {Po(\), A > 0}:
e Odhad 6, = %Z?:l {0y (Xi) je nestranny a konsistentni odhad 60x.
e Odhad 0, = ("T_I)Z?:l Xi je také nestranny a konsistentni odhad 0.

4. Odhad x = e 22x v modelu F = {Po(\),A > 0} pron = 1:
Jediny nestranny odhad jest § = (—1)*, ktery ale nikdy nenabyvs hodnoty
pifpustné pro e =2 x .
Definice 2.3 (Vychyleni). Necht odhad 0, =T, (X) parametru 6x m4 kone¢nou
stfedni hodnotu. Rozdil E (6,, — Ox) nazyvame vychglenim odhadu 6,,.*

Véta 2.1. Necht é\n Je odhad parametru 6x, pro néjz plati Egn — Ox (vychyleni
konverguje k nule) a var 6, — 0 pro n — co. Pak je 6,, konsistentni odhad 0x.

Definice 2.4 (Stredni ¢tvercova odchylka). Necht odhad 6,, = T,,(X) parametru
0x ma kone¢ny rozptyl. Vyraz

MSE; = E (8, — 0x)*”

nazyvame stiedni ¢tvercovou odchylkou odhadu én.T

Poznambka.

e Plati: E (6, — 0x)®2 = var6, + [E (6, — 0x)]%2.

e Stifedni ¢tvercova odchylka MSE je jedno z nejobvyklejsich kritérii pro po-
rovnavani odhadi. Mame-li nékolik ruznych odhadu téhoz parametru v
tomtéz modelu, obvykle si vybereme si ten, ktery ma nejmensi MSE.

e MSE vétsinou nelze spocitat. Castéji se pouzivé asymptotickd stredni étvercova

vvvvvv

Pi#iklad. Odhad 0% = varX; v modelu F = {N(u,0?),p € R,0? > 0}. Plati:
MSEsgl > MSE&%

* Angl. bias T Angl. mean square error, MSE
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2.2 Intervalovy odhad

Definice

Definice 2.5. Interval B = B,,(X) C R se nazyva intervalovy odhad parametru
0x € R o spolehlivosti 1 — a, pravé kdyz P [B 3 x| = 1 — «. Interval B se nazyva
pribliznyg (asymptoticky) intervalovy odhad parametru 0x € R o spolehlivosti 1—a,
pravé kdyz P [B 3 0x] — 1 — a pro n — oc.

Poznamka.

e Interval B je ndhodny (spocitany z dat), zatimco parametr fx je pevny.
Vyraz B 3 6x Cteme ,interval B pokryva (skutecnou hodnotu) €x .
Intervalovému odhadu se bézné iika i jinak, napf. interval spolehlivosti s
pravdépodobnosti pokryti 1 —a nebo (1—a))100-procentni konfidencnd interval
pro parametr 6.* Cislo a € (0,1) je pfedem zvolené; obvykle se bere o = 0.05
a pocitaji se 95-tiprocentni intervaly. Muzeme se vSak setkat i s intervaly,
jez maji pokryti 90 % ¢i 99 %.

Ne vzdy je mozné & vhodné poéitat piesné intervaly spolehlivosti. Casto
se spokojujeme s intervaly ptibliznymi, jejichz pokryti se pro velké rozsahy
vybéru blizi k pozadované hodnoté.

Intervalové odhady zde definujeme pouze pro redlné parametry. Podobny
koncept vsak lze zavést i pro vektorové parametry; hleddme nadhodnou mnozinu
B, kterda pokryva skuteé¢nou hodnotu se zadanou pravdépodobnosti. Této
mnoziné pak fikdme region spolehlivosti. Tvar mnoziny B lze ale potom
volit mnoha riznymi zptsoby.

Poznamka. Rozeznavame intervalové odhady oboustranné a jednostranné (levo-
a pravo-stranné).

e Interval tvaru (Cr,Cp), kde Cr a Cy jsou dvé ndhodné veli¢iny spliujici
P[CL<Cy] =1, CrL > —0 a Cy < o0, nazyvame oboustranny interval
spolehlivosti. Obvykle jej sestrojujeme tak, aby platilo (alesponi asympto-
ticky)

o

, Plx >Cr,0x <Cyl=1-a, P[0X>CU]:§,

e Interval tvaru (Cf,00) nazyvame levostranny interval spolehlivosti. Mame
P[CL<9)(]:1—04.
e Interval tvaru (—oo, Cyy) nazyvame pravostranny interval spolehlivosti. Médme
P[@X <CU] =1—-a.

Plox < Cr] =

| Q

Priklad (stfedni hodnota normalniho rozdéleni se zndmym rozptylem). Vezméme
si problém intervalového odhadu stfedni hodnoty pro normalné rozdélenda data se
znamym rozptylem.

* Angl. confidence interval with coverage probability 1 — «

11
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Data: X4,...,X,, ~ Fx
Model: Fy € F = {N(u,0%), u € R, 0% znadmo}
Odhadovany parametr: x = EX; = ux
Postup:
1. Mame bodovy odhad X,,, ktery je nestranny a konsistentni pro px. Vime,
7e Xy ~ N(ux, 0% /n). Tudiz

X, —
Vn 2T NG, 1).
ox

2. Vyjdeme z rovnosti

P [u% <vVn(X, —pux)/ox < ul,%} =1-aq,

kde uq je a-kvantil normovaného normélniho rozdéleni, a postupnymi tpravami
(s vyuzitim symetrie hustoty N(0,1) kolem 0) dojdeme k

P [Yn—axul,%/\/ﬁ< 175 <Yn+axu1,%/\/ﬁ} =1-o.

3. Ziskali jsme oboustranny interval spolehlivosti (Cp, Cyr). Jeho hranice jsou

ox = | 0Xx

%ul,%, CU—Xn—FﬁUl,%.

4. Jednostranny interval bychom ziskali drobnou modifikaci kroku 2. Levostranny
interval vyjde (Cp,0), kde Cr, = X,, — ”—\/’%ul_a. Pravostranny interval

Cp =X, -

vyjde (—o0,Cy), kde Cy = X, + %ul,a. Jednostranné intervaly se od
oboustranného lis{ hodnotou kvantilu normalntho rozdéleni (pouzivaji ui_q
namisto u;_g).

Poznamka. Délka intervalu spolehlivosti zavisi na:
e poctu pozorovani n,
e rozptylu dat Jg(,
e pravdépodobnosti pokryti 1 — a.

Pi#iklad. Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdélenf N(ux, 0% ), rozptyl o%
zname. Kolik pozorovani potfebujeme, aby délka intervalu spolehlivosti pro stiedni
hodnotu px nepiekrocila stanovenou mez d > 07

Méme 2u;_q/20x/v/n < d. Tudiz potiebujeme alespoii 4u%7a/20§(/d2 pozZo-
rovani.

Poznamka (transformace parametri). Je-li (Cr,Cy) interval spolehlivosti pro
parametr Ox s pravdépodobnosti pokryti 1 —a a je-li ¥ rostouci redlna funkce, pak
(¥(CL),¥(Cr)) je interval spolehlivosti pro parametr ¥ (0x) s pravdépodobnosti
pokryti 1 — a.
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2 Zaklady teorie odhadu

Konstrukce intervalovych odhadii

Necht X = (X],..., X7, kde X1, Xs,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni
Fx € F. Odhadujeme parametr 0x = t(Fx) € R.

Intervalovy odhad parametru 6 x muzeme sestrojit postupem, ktery si zde popiSeme
(pro piipad konstrukce oboustrannych intervalovych odhadu):

1. Nalezneme funkci ¢(x, 0x) takovou, ze ¢ je prosta funkce fx pro kazdé x a
rozdéleni nahodné velic¢iny Z,, = ¢(X,0x) je znamé alespon asymptoticky
(nezévisi ani na fx ani na jinych nezndmych parametrech). Ndhodn4 veli¢ina
Zy, se nazyva pivotdlni statistika. Oznacime Fz distribuéni funkci Z,, ¢, =
F, (@) budiz a-kvantil rozdéleni F. Pii konstrukei funkce ¢ miizeme vyjit
napi. z bodového odhadu parametru fx, jehoz rozdéleni vétsinou zname
alespon asymptoticky.

2. Zinvertujeme ¢(z, ) jakozto funkci argumentu 6 pfi pevném x — necht exis-
tuje @(x, z) takovd, ze p(x, p(x,2)) = z a p(x, p(x,0)) = 6 pro viechna x,
zal.

3. Mame P [Ca/2 < Zn< cl,a/g] = 1 —a. Aplikaci funkce @(x, -) na obé nerov-
nosti (predpokladaje, ze je rostouci funkei argumentu z) dostaneme

p [@(Xaca/Q) < ‘9X < @(chl—a/Q)} =1-a.

4. Ziskali jsme interval spolehlivosti (Cr,, Cyy) s pravdépodobnosti pokryti 1 —c,
kde Cp, = @(Xv Coc/2) aCy = @(Xa cl—a/Z)'

Piiklad (stfedni hodnota normalniho rozdéleni s nezndmym rozptylem). Vezméme
si problém intervalového odhadu stfedni hodnoty pro normélné rozdélena data s
neznamym rozptylem.
Data: X4,...,X,, ~ Fx
Model: Fx € F = {N(u,0?), u € R,0? > 0}
Odhadovany parametr: x = E X; = ux
Postup:

Odhad X, je nestranny a konsistentni pro ux, odhad S2 je nestranny a konsi-
stentni pro 0% = var X;. Z véty 1.5 vime, ze

X _
Tn:\/ﬁnTNXNtn—l-
n

Vezmeme tedy T, jako pivotdlni statistiku, Fz je distribu¢ni funkce rozdéleni ¢,,_;
a cq = tn—1(a) (a-kvantil rozdéleni ¢,,_1).

13



2 Zaklady teorie odhadu

Vyjdeme z rovnosti
P [ta-1(a/2) < V(X — pix)/Sn < to-1(1 —a/2)] =1 —a

a stejnym postupem jako u normalniho rozdéleni se zndmym rozptylem dojdeme
k intervalu

<Xn - j%tnl (1 - %) X+ j%tnl (1 - ;‘)) . (2.1)

ktery ma pravdépodobnost pokryti pfesné 1 — .

Priklad (stfedni hodnota libovolného rozdéleni s koneénym rozptylem). Vezméme
si problém intervalového odhadu stiedni hodnoty bez pfedpokladu normality dat.
Data: X4,...,X,, ~ Fx
Model: Fx € F = £2? (v8echna rozdéleni s koneénym rozptylem)
Odhadovany parametr: x = EX; = ux
Postup:

Odhad X, je nestranny a konsistentni pro ux, odhad S? je nestranny a konsi-
stentni pro Jg( =var X;. Z véty 1.4 vime, ze

X
T, = vn 22X Dy N0, 1).
Sn
Vezmeme tedy T}, jako pivotalni statistiku.
Vyjdeme z rovnosti

P [u% <X, —pux)/Sn < ul,%] —1—a piin— oco.

Jelikoz pro n — oo kvantil ¢,_1(«) konverguje k u, (pro libovolné 0 < a < 1),
mame

P [tn_l(a/Q) <vVn(Xy — px)/Sn < tn_1(1— a/2)] —1—a piin— oco.

Proto interval (2.1), ktery byl pfesnym intervalem spolehlivosti pro px u vybéru
z normalniho rozdéleni, je zédroven pfibliznym intervalem spolehlivosti pro ux pro
data pochazejici z jakéhokoli rozdéleni s kone¢nym rozptylem.

Ptriklad (alternativni rozdéleni). Vezméme si problém intervalového odhadu pravdépodobnosti
uspéchu v alternativnim rozdéleni.

Data: X4,..., X, ~ Fx

Model: F = {Alt(p),p € (0,1)}

Odhadovany parametr: px = EX; =P [X; = 1]
Postup:

14



2 Zaklady teorie odhadu

Jelikoz odhadujeme stiedni hodnotu, vyjdeme z bodového odhadu p,, = X,,
ktery je nestranny a konsistentni (véta 1.1). Z centralni limitni véty (tvrzeni P.7.10)

vime, ze \/n(pn, — px) D, N(0, px (1 — px)). Tudiz

\/EM D, N(0,1).
px(1—px)

Leva strana je nelinearni a nemonotonni funkei px, proto by se odtud px Spatné
vyjadfovalo. Z konsistence p,, a véty o spojité transformaci (tvrzeni P.7.3) vsak
vime, Ze

— — P

pn(l_pn) — pX(l_pX)-
Ze Sluckého véty (tvrzeni P.7.6) dostaneme

]_i oo
i px( px) ~ Pn—px

\/pn —Dn) \/pn f Vpx (1 —px)

Vezmeme tedy Z, = /n —E2LX_ F; = ® a ¢, = u, (a-kvantil normovaného
vV P ( 1 —Pn)

24 N(O0, 1).

normélniho rozdéleni).
Vyjdeme z rovnosti

P|-u_a <I7PX<U1_, S1-a
pn(l pn)

(pro n — o0) a postupnymi tpravami dojdeme k

A Pn(1—DPn) ~ Pn(1—DPn)
Pn—Tul—% <px <pn+T

Ziskali jsme tedy pozadovany interval. Jeho krajni body jsou

<A Pl — Dn) VPl = ) )

P

Uj_e| =+ 1—q.
2

- ul—%a DPn +

pn \/ﬁ
a jeho pravdépodobnost pokryti konverguje k 1 — « pro n — oo.
Ptriklad (rozptyl a smérodatnd odchylka normélniho rozdéleni). Vezméme si problém
intervalového odhadu smérodatné odchylky v normalnim rozdéleni.

Data: X4,..., X, ~ Fx

Model: Fx € F = {N(u,0?), n € R, 0% > 0}
Odhadovany parametr: ox = /var X;
Postup:
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2 Zaklady teorie odhadu

Zabyvejme se nejprve rozptylem 03(. Jeho nestranny a konsistentni odhad je
S2. 7 vety 1.3, ¢ast (i), vime, ze
(n—1)S3 2
3 ~Xn-1-
Ox
Vezmeme tedy Z,, = (n—1)S2 /0%, Fz = x2_; aca = X>_;(a) (a-kvantil rozdélen{

Xiq)‘
Vyjdeme z rovnosti

" — 2
p [xi_lm/z) < (J;)S <21 a/2>] —1-a

a postupnymi tpravami dojdeme k

(-2, (-1
[Xi_l(l—a/2)< X<x%_1(a/2)] boa

Ziskali jsme tedy interval spolehlivosti pro rozptyl Ug( s pravdépodobnosti po-
kryti 1 — a.. Jeho krajni body jsou

< (n —1)S2 (n—1)52 ) (2.2)
Xa1(1=a/2)" xi_1(a/2) ) .
Interval spolehlivosti pro smérodatnou odchylku ox ziskdme aplikovanim od-

mocniny na krajni body intervalu pro rozptyl (odmocnina je rostouci funkce na
(0,00)). Jeho krajni body jsou

vn—18, vn—18,
Ve —a/2) G (a/?)
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3 Metody pro odhadovani parametri

3.1 Empirické odhady a vybérové momenty

Mgjme dan ndhodny vybér Xi, Xo,..., X, z rozdéleni Fx. Ukazme si, jak lze
odhadnout nékteré charakteristiky rozdéleni Flx.

Empiricka distribuéni funkce

Zabyvejme se nejprve odhadovanim celé distribu¢ni funkce Fx(u) pro u € R.
Pracujeme s modelem, ktery zahrnuje veskera rozdéleni na R, tj. na distribu¢ni
funkci F'x neklademe vubec zddné podminky.

Definice 3.1. Funkei F), (u) el IS, [(—oo,uy (Xi) nazyvdme empirickd distribucni
funkce® ndhodného vybéru X1, Xo, ..., X,.

Poznamka. Hodnota ﬁn v bodé u je rovna poctu pozorovani, kterd neprekroci
u, délenému celkovym poctem pozorovéni. ﬁn je neklesajici, zprava spojita, po
castech konstantni, skdce v pozorovanych hodnotdch velicin X;, velikosti skoku
jsou dany pocCtem pozorovani rovnych u délenym celkovym poétem pozorovani.
Empiricka distribuéni funkce mé vSechny vlastnosti distribu¢ni funkce diskrétniho
rozdéleni.

Véta 3.1 (vlastnosti empirické distribuén{ funkce). Pro libovolné u € R plat{
nk,(u) ~ Bi(n, Fx(u))

EF,(u) = Fx(u) (nestrannost), var F,(u) = M

Fo(u) N Fx (u) (bodova konsistence)

VilFn(u) — Fy(u)] = N(0, Fy (u)[1 — Fx (u)]) (asymptotické normalita)
(V) supyer F,(u) — Fx (u)‘ 0 (stejnomeérnd konsistence)

Poznamka. Z bodu (iv) predchozi véty 1ze odvodit piiblizny interval spolehlivosti

pro Fx(u). Interval se odvodi stejné jako v piikladé na interval spolehlivosti pro
parametr alternativniho rozdéleni (viz str. 14).

* Angl. empirical distribution function
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3 Metody pro odhadovani parametru

Empirické odhady

7 empirické distribuéni funkce Ize odvodit odhady mnoha zdkladnich charakteris-
tik rozdéleni F'x. Necht 6x = t(F) je hledany parametr. Umime-li jej spocitat
ze skutecné distribu¢ni funkce Fx, muzeme jej stejnym zpusobem spocitat i z em-
pirické distribuéni funkce ﬁn Dostaneme tak odhad «/9\,1 o t(ﬁn). Témto odhadum
fikdme empirické odhady. Uvidime, ze v fadé pripadi maji empirické odhady ro-
zumné vlastnosti.

Ukazme si tento postup nejprve na prikladé empirického odhadu stfedni hod-
noty. Mame

EXi:/ xdFX(a;)

Empiricky odhad stfedni hodnoty ziskdme dosazenim ﬁn na misto neznamé funkce
Fx. Dostaneme

/OO zdF,(z) = /_Zxd(;gﬂ(_ow(xi)) _

— 00

kde jsme vyuzili toho, ze [x, «) () je pro pevné X; vlastné distribuéni funkef
konstanty nabyvajici hodnoty X; s pravdépodobnosti 1. Dogli jsme tedy k tomu,
ze empirickym odhadem stfedni hodnoty je aritmeticky primér, o némz jiz vime,
ze je nestranny a konsistentni.

Empirické odhady momentu

Necht X7, Xs,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni Fx a h je méfitelnd redlns
funkce takovd, ze E |h(X;)| < co. D4 se snadno ovérit, ze empirickym odhadem
parametru E h(X;) je primér naméfenych hodnot h(X;), tj. n=1 > | h(X;). Tento
odhad je nestranny a konsistentni.

Odvod'me si empiricky odhad rozptylu 0% = EX? — (EX;)?. Vime, Ze empi-
rickym odhadem E X; je X, a empirickym odhadem E X? je n=1 Y " | X2. Empi-
ricky odhad rozptylu tedy je 52 =n=t> " | X2 — X2 =n! S (X = X)2

n

Poznamka. Plat{ S2 = -2-52. Pro velkd n je rozdil mezi 52 a S2 maly, nebot

0252 P50, Jak plyne z véty 1.2, vybérovy rozptyl S? je nestranny a konsistentn{
odhad ag(. Empiricky odhad rozptylu 52 je konsistentni, ale nenf nestranny.
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3 Metody pro odhadovani parametru

Podobné muzeme odvodit empirické odhady pro momenty vyssich fadi. Empi-
rické odhady necentrdlnich momentu p) = E XF jsou

1 n
~ k
ay, = - E X;.
i=1

Empirické odhady centralnich momentt py, = E (X; — E X;)F jsou

i=1

Empirické necentrdlni momenty jsou evidentné nestranné a konsistentni. Empi-
rické centralni momenty jsou konsistentni, nikoli vSak obecné nestranné.
Empiricky odhad sikmosti je
~ b3
empiricky odhad Spic¢atosti je
, = M4
2 51

Oba jsou konsistentni (z véty o spojité transformaci).

Empiricky odhad kvantilu

Necht « je predem dané &islo z intervalu (0,1). Kvantilova funkce rozdéleni Fy
je definovana jako Fy'(a) = inf{z : Fx(x) > a}; a-kvantilem rozdéleni Fy
rozumime &islo ux (o) = Fy'' (). Pro a-kvantil plati

}lli{{%FX(uX(a) —h)<a a Fx(ux(a))>a.

J akg empiricky odhadApouZijeme hodnotu a-kvantilu empirické distribuéni funkce,
tedy F,;!(a) =inf{z : F,(z) > a}.

Definice 3.2 (Vybérovy kvantil). Oznac¢me k, = an, pokud an je celé &islo,
ko = [an] + 1 pokud an neni celé ¢islo. Empiricky (vgbérovy) a-kvantil® U, («)
definujeme jako k,-tou poradkovou statistiku ndhodného vybéru Xy, ..., X,, tedy
tn () = X(g,)-
Poznambka.
e Pro o = 0.5 dostaneme vgbérovy medidn': m,, = X(nT-!—l) pro n liché a m, =
X(n/2) Pro n sudé.

* Angl. empirical quantile, sample quantile 1 Angl. sample median
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3 Metody pro odhadovani parametru

e Vybérovy a-kvantil spliiuje nerovnosti

lim Fy(Up(0) —h) < a a Fy(in(e) >«
N0
tj. alesponn ma pozorovani je mensi nebo rovno u,(a) a zaroven alespon
n(1l — a)) pozorovani je vétsi nebo rovno u,(«).
e Existuje alespon 10 rtiznych definic vybérového a-kvantilu.

Vlastnosti vybérového kvantilu budeme dokazovat pouze pro spojitd rozdéleni
s ostie rostouci distribu¢ni funkci Fx a hustotou fx.

Véta 3.2. Necht o € (0,1). Necht X7,..., X, je ndhodny vybér ze spojitého
rozdéleni s distribuéni funkei Fy, spojitou kvantilovou funkef Fy L a hustotou fx,
ktera je spojitd a nenulovéd v okoli ux («). Potom plati:

(i) un() je konsistentni odhad ux («);

~ 1
(1) v [in(a) — ux(@)] = N(0,V(a)), kde V(o) = M
fx (ux (o))

Poznamka. Asymptoticky rozptyl V(a) vybérového kvantilu se §patné odhaduje,
protoze neméame k disposici univerzalné pouzitelny a spolehlivy odhad hustoty.

V dikazu véty 3.2 se pouziva nasledujici lemma, které se odvodi snadnou apli-
kaci véty o transformaci ndhodného vektoru (tvrzeni P.5.4).

Lemma 3.3. Necht Z1,...,Z,1 je ndhodny vybér z rozdéleni Exp(1). Vezméme
néjaké k € {1,...,n} a oznacme U = Y7 | Z;, V = /4L | Z;. Potom néhodna
veli¢ina WUV m4é rozdéleni B(k,n — k + 1).

Empirické odhady pro nahodné vektory

Empirické odhady prvnich dvou momenti muZeme snadno rozsifit na ndhodné

vektory. Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér nezavislych k-rozmérnych ndhodnych

vektort s rozdélenim F'x, které mé stiedni hodnotu p a rozptylovou matici .. Jed-

notlivé slozky vektoru X; budeme znacit X;;, 1 =1,...,n,7=1,... k.
Empirickym odhadem g je vybérovy prumér

_ 1<
Xn:n;Xi.

Empirickym odhadem ¥ je vybérovd rozptylovd matice*

n

= —— 3 (Xi - X%

n—1+4<
=1

* Angl. sample covariation matriz
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3 Metody pro odhadovani parametru

Tvrzeni 3.4.
e Jeli E |X;j| < o0, pak EX,, = p a X, N .
e Je-li var X;; < oo, pak Ef)n =X a ﬁn L 3.
Poznambka.
. f}n ma na diagondle odhady rozptylu jednotlivych slozek X, tj.

1
n—1

2

> (X~ X5)%,
=1
proj=1,....k kde X; = 1 3" X,

e >, ma mimo diagonalu odhady kovarianci dvojic slozek Xj;, tj.

Sjm = ! D (Xij = X ) (Xim — Xom)

n—1+4<
=1

proj =1,...,kam =1,...,k, j # m. Témto odhadim cov (X;;, Xin)
fikame vybérové kovariance.

~

e Y, ma vSechny vlastnosti rozptylové matice, napt. je positivné semidefinitni.

o Plati

i n—l( ZX@Q ®2>

Definice 3.3. Vybérovy korelacni koeficient™ pjp, velicin X;5 a Xom, 7 =1,...,k
am=1,...,k, j #m, definujeme jako

Sjm__ i1 (Xij = X)) (Xim — Xim)
Qjm = S:Sm ~ . —
S (X — X S (X — X
Poznamka.
e —1< §jm <1

® 0jm je konsistentni odhad korelaéniho koeficientu o(X;j;, Xim).
® 0jm neni nestranny.

* Angl. sample correlation coefficient
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3 Metody pro odhadovani parametru

3.2 Momentova metoda

Uvazujme nyni parametricky model: mame nahodny vybér X,..., X, z rozdéleni
s hustotou f(z;0x), kde tvar funkce f(-;-) je zndmy a Ox je neznamy (vektorovy)
parametr, jenz lezi v parametrickém prostoru © C R? d > 1. Pracujeme tedy
s modelem

F = {rozdéleni s hustotou f(z;0), 8 € © C R}

Cilem je odhadnout parametr O@x. Vyuzijeme toho, ze méame k dispozici konsis-
tentni odhady momentu a ze momenty rozdéleni X; obvykle umime vyjadrit jako
funkce nezndmych parametru. Budeme predpokladat, ze E | X |d’ < 00.

Uvazujme nejprve d = 1. Mdme E X; = g(fx). Pokud je funkce g ryze mo-
notonn{, mizeme ji zinvertovat a dostaneme 0x = g '(EX;). Vime, ze X, je
konsistentni odhad a, pokud var X; < oo, pak \/n(X, — g(fx)) LN N(0, var X;).
Hledany parametr 8 x muzeme odhadnout pomoci 0, = g HX ).

e Je-li g7! spojitd funkce, pak gn je konsistentnim odhadem 6x [véta o spojité
transformaci].

o M4-li g~! spojitou derivaci, pak /7(6,—0x) D, N(0,V (0x)). Asymptoticky
rozptyl V(0x) spocitdme pomoci A-metody a odhadneme pomoci V(gn)

Priklady.

1. Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozdélenf Po(Ax), E X; = Ax. Momentovym
odhadem parametru Ax je 6, = X,,.

2. Xy,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni Geo(px), EX; = 1;§X. Momen-
, ——~ , - D
tovym odhadem parametru px je 6, = 1+1Yn' Plati /n(0, — px) —
N(0, p% (1 = px))-
3. X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni R(0,60x), EX; = 6x/2. Momen-
tovym odhadem parametru 0y je §n = 2X,,. Plat{ \/ﬁ(gn—é?x) L, N(O, 0%/3).

Nyni rozsifime momentovou metodu na d = 2 parametry.

Vyjadifme (E X;,var X;)T = g(0x). Resfme jako soustavu dvou rovnic o dvou
neznamych, z nichz se snazime jednozna¢né vyjadrit @x jakozto funkci EX; a
var X; (Ize, pokud je funkce g prostd). Dostaneme Ox = g~ (E X;, var X;).

e Vime, ze X, a 52 jsou konsistentni odhady E X; a var X;. Je-li g~! spojit4,

0, =g (X, S,ZL) je konsistentni odhad Ox.

e 7 véty 1.2, ¢ast (iv) vime, ze pokud E X! < oo, pak X,, a S2 jsou sdruzené
asymptoticky normalni. Ma-li g~ ! spojitou derivaci, pak podle A-metody m4,
i 8,, asymptoticky sdruzené normélni rozdéleni s rozptylovou matici, kterou
lze spocitat pomoci véty 1.2 a A-metody.
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3 Metody pro odhadovani parametru

Priklady.

1. X1,..., X, je ndhodny vybér z gama rozdéleni s parametry a a p. Momen-
tovou metodou dostaneme konsistentni a asymptoticky normélni odhady

2

a="—-~ a p=—2.
52 P="52
2. X1,...,X, je ndhodny vybér z rozdéleni R(#,62). Momentovou metodou

dostaneme konsistentni a asymptoticky normalni odhady
01 =X, — /352 a 0=X,+ 352

3. Xi,...,X,, je ndhodny vybér z rozdéleni B(«,3). Momentovou metodou
dostaneme konsistentni a asymptoticky normalni odhady

a:Xn<X"(1S%X”)1> a 5:(1)(”)()%(1523(11)1)

n

(odhady jsou smysluplné pouze pokud S2 < X, (1 — X,,)).

3.3 Metoda maximalni vérohodnosti

Stéle pracujeme s ndhodnym vybérem X = (Xi,...,X,) z rozdéleni s hustotou
f(z]|0x) vzhledem k mife p a parametrickym modelem

F = {rozdéleni s hustotou f(z|0), 8 € © C R%}.

Predpokladame, ze pro libovolné 61 # 65 plati f(x]01) # f(x|02). Tomuto pozadavku
se tika identifikovatelnost modelu™.

Princip maximalni vérohodnosti

Nahodny vybér X, ..., X, md sdruzenou hustotu []?"_; f(x;|@x). Maximélné vérohodny
odhad 6 parametru @x je takovy bod z O, ktery maximalisuje (pies véechny 6 € ©)
sdruzenou hustotu spoc¢itanou v pozorovanych hodnotach Xi,...,X,,.

Definice 3.4 (vérohodnost, maximélné vérohodny odhad).

e Nahodnou funkeci .

df
Ln(9) =[] £(X:l0)
i=1
nazyvame vérohodnostni funkci (zkrécené vérohodnosti)" pro parametr 6 v
modelu F.

* Angl. model identifiability 1 Angl. likelihood function
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3 Metody pro odhadovani parametru

o Mazimdalné vérohodny odhad* parametru Ox v modelu F je definovan jako

6, = arg max L,(0).

e Nahodnou funkeci
df -
(n(0) S log Ly (6) =Y _log f(Xi|0)
i=1

nazyvame logaritmickou vérohodnosti'.

Poznamka. Jelikoz logaritmus je ryze rostouci funkce, L,(0) a ¢,(0) nabyvaji
maxima v tomtéz bodé.

Znaceni. Oznatme Sg = {x € R: f(x]|@) > 0} nosi¢ rozdéleni z modelu F pii
hodnoté parametru 6.

Tvrzeni 3.5. Pro kazdé 6 # @x plati
P[l,(0x) > £,(0)] = 1 piin — oco.

Pii vzrustajicim poctu pozorovani bude s velmi velkou pravdépodobnosti hod-
nota (logaritmické) vérohodnosti ve skute¢ném parametru vétsi nez v jakémkoli
jiném parametru.

Vypocet maximalné vérohodnych odhadii

Maximélné vérohodny odhad obvykle hledame diferenciaci logaritmické vérohodnosti.
Abychom nagli maximum, polozime prvni derivaci rovnou nule a ovéfime, ze druhd
derivace je zadporna (negativné definitni, pokud model obsahuje vice nez jeden pa-
rametr).

Definice 3.5 (skére, informace).
e Nahodny vektor
U & Liog f(x:10)
nazyvame skdérovou funkci*t pro parametr 6 v modelu F.
e Nahodny vektor

n n

U (01X) D U01%) = S 1o 1(xi10)
=1 =1

nazyvame skdrovou statistikouS.

* Angl. mazimum likelihood estimator 1 Angl. log-likelihood % Angl. score function ¥ Angl.
score statistic
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3 Metody pro odhadovani parametru

e Nahodnou matici
0 0?
U(0]X;) =
06T 06007
nazyvame piispévkem i-tého pozorovani do informaéni matice.
e Nahodnou matici

1(6]x;) < log f(Xi|6)

Lex) ¥ -1 9y ox) = Zz 0|X,)

n 80T
nazyvame pozorovanou informacni matici”.
o Matici
10) L E1(01X;) = >, F(X;10)
- i) = ~E 5ga0T 108

nazyvame ocekdvanou (Fisherovou) informacni matici'.

Je-li mnozina © oteviend, maximalné vérohodny odhad 6,, fesi soustavu rovnic

U,.(6,|X) = 0 neboli
n 8 N
;_l 90 log f(X;[6n) = 0.

Této soustave se tkd vérohodnostni rovnicet.

Resen{ vérohodnostni rovnice se ¢asto musf hledat numericky. Resen{ vsak ne-
musi existovat nebo muze existovat vice feSeni a ne kazdé z nich je nutné ma-
ximélné vérohodny odhad. Pokud plati I,,(8,|X) > 0 (pozorovans informace
je positivné definitni v bodé én), vime, ze én je alespon lokalni maximum. Je-

I,(0|X) > 0 pro kazdé 6 € O, vérohodnostni funkce je konkdvni a FeSeni

vérohodnostni rovnice musi byt hledanym globdlnim maximem.
Priklady.
1. Data: Xi,..., X, ~ Exp(Ax)
Model: F = {Exp(\), A > 0}
Odhadovany parametr: Ax

Vysledek: Maximalné vérohodny odhad Xn parametru Ax jest %

2. Data: Xi,..., X, ~ Alt(px)
Model: F = {Alt(p),p > 0}
Odhadovany parametr: px

Vysledek: Maximéalné vérohodny odhad p,, parametru px jest X,.

* Angl. observed information matriz 1 Angl. expected (Fisher) information matriz

likelihood equation
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3 Metody pro odhadovani parametru

3.

Data: X1,..., X, ~ N(ux,0%)

Model: F = {N(u,0?), 1 € R,0% > 0}

Odhadované parametry: jux = E X;, 0% = var X;

Vysledek: Maximalné vérohodny odhad parametru px jest X,. Maximalné
vérohodny odhad parametru 0% jest 52 = 2 3% | (X; — X,)2

Data: X1,...,X, ~T'(ax,px)

Model: Fx € F = {I'(a,p),a, p > 0}

Odhadované parametry: ax, px

Vysledek: Maximélné vérohodny odhad p,, parametru px fesi rovnici
I(pn) X

NSRS 1D

Maximdlné vérohodny odhad parametru ax jest a, =

log ﬁn -

Pn
X,

Vlastnosti maximalné vérohodnych odhadu

Maximélné vérohodné odhady jsou konsistentni a asymptoticky normalni, pokud
plati podminky, kterym se v tomto kontextu tiké podminky regularity.

Podminky (podminky regularity pro maximélné vérohodné odhady).

R1.

R2.

R3.
RA4.

RS5.

R6.

Pocet parametri d v modelu F je konstantni.

Nosi¢ rozdéleni Sg = {x € R: f(x]|@) > 0} nezavisi na parametru 6; vSechna
rozdéleni v modelu F maji stejny nosic.

Parametricky prostor © je oteviend mnozina.
Informaéni matice je koneéna a positivné definitni v okoli Ox.

Hustota f(x|@) je dostatecné hladka funkce 0 (aspon dvakrat spojité dife-
rencovateln).

Lze prohodit poradi derivace a integralu ve vyrazech

0

5 [ 1) dute) = [ Son(r.6) duto),

kde h(zx,0) je bud f(x|@) nebo df(x|0)/06.

U v8ech nasledujicich tvrzeni predpoklddame, ze podminky R1—-R6 jsou splnény.
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3 Metody pro odhadovani parametru

Poznamka. Vezméme rovnost
| taloydut) =1

a derivujme postupné dvakrat levou i pravou stranu podle 8. Z podminky R6
plyne, ze

o] o] 2
/_OO %f{ﬂ@) du(z) = /_Oo aﬁwf(ﬂa) du(z) =0 (3.1)

Véta 3.6 (konsistence maximdalné vérohodného odhadu). Existuje posloupnost

FeSeni én vérohodnostni rovnice Un(gn\X ) = 0 takové, ze én LN X.
Poznamka. Je-li logaritmicka vérohodnost ryze konkavni, vérohodnostni rovnice
ma pravé jedno feSeni a to predstavuje konsistentni odhad. Neni-li logaritmicka
vérohodnost ryze konkavni, vérohodnostni rovnice muze mit vice feSeni; mezi nimi
je jedno (to nejblizsi k Ox), které predstavuje konsistentni odhad. Ostatni feseni
nemus{ byt blizko 8x a nemusi k nému konvergovat.

Véta 3.7 (vlastnosti skérové funkce a skérové statistiky).

(1) EU(O)(‘XZ) = 07 VBrU(O)(‘XZ‘) = I(ex)

(i) “=Un(0x]X) = Ng(0,1(0x)).

Poznamka. Existuji dva zpusobu vypoctu Fisherovy informacni matice: z defi-
nice 3.5 (minus stfedni hodnota druhé derivace logaritmu hustoty) anebo z véty 3.7
(rozptyl skérové funkce).

Véta 3.8 (asymptotickd normalita maximélné vérohodného odhadu).  Necht
0,, je maximdlné vérohodny odhad. Pak

~

V(0 — 0x) 25 Ng(0,171(8x)).

Poznamka.

e Asymptoticky rozptyl maximélné vérohodného odhadu je dén pfevracenou
hodnotou Fisherovy informace; ¢im vétsi informace tim vétsi presnost odha-
dovani.

e Asymptoticky rozptyl maximélné vérohodného odhadu je v jistém smyslu
optimalni; odhady odvozené jinak, napf. momentovou metodou, nemohou
mit mens{ asymptoticky rozptyl.

~

Véta 3.9 (asymptotické rozdéleni vérohodnostniho poméru).  Necht 6, je ma-
ximélné vérohodny odhad. Pak

2(6n(Bn) — £a(0x)) — X3
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3 Metody pro odhadovani parametru

Véta 3.10 (transformace maximalné vérohodného odhadu). ~ Necht ¢ : © — RF
je spojité diferencovatelnd funkce. Oznac¢me vx = ¢(0x) a D(0) = 9q(0)/06. Pak
U, = q(6,) je maximélné vérohodny odhad parametru vy a plati

V(B — vx) -2+ Ni(0, D(6x)1 1 (8x)D(6x)").

Piiklady (Najdéte maximalné vérohodné odhady a urcete jejich asymptotické
rozdéleni).
Data: X1,..., X, jsou ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou f(z|0x)

1. f((]}‘g) = 9(1 — 33)971]1(0’1)(.%), 9 > 1.
Postup feseni:

n

Ln(0) = 0" JJ(1 - X3)?!

=1
ln(0) =nlogh+ (0 — l)znzlog(l - X;)
U(O1X) = 5 + loa(1 - X;)

U (01 X) = %+Zlog (1-X

0, = — [n ;mgu - Xi)] -

1
I,(0)X) = ﬁ >0
1
I(0x) = —

Asymptotické rozdéleni é\n je

V0, — 0x) =5 N(0,6%)

_(2—6)

2. f(z]0) = me 20, 60>0.

Postup Feseni:
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3 Metody pro odhadovani parametru

L (0) = (270) 26~ St
(X6
0,(0) = —glogZW - ilogﬂ— Z ( 59 )
i=1
X2 1 1
U(6]X;) 202 29 3
1 — n o n
UnlO1X) = 55 2 X =55 =3
i=1
~ 1 1
On =\ + 7 — =
o + 4 9
X2 1
I(0]X;) = B " 22
py 1
1, (0] X) 9% ~ 502
1 1
b, 202
20x +1
I(0x) =
20%

Asymptotické rozdéleni 0, je

VB, — 6x) = N(0 20% )
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4 Principy testovani hypotéz

4.1 Zakladni pojmy a definice

Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér nezdvislych k-rozmérnych ndhodnych vektort
s rozdélenim Fyx € F, kde F je model. Necht 8 = ¢(F) € R? je charakteristika
rozdéleni, kterd nds zajima (parametr), necht © = {¢(F),F € F} C R? oznacuje
vSechny mozné hodnoty parametru v modelu F. Ozna¢me skutecny parametr jako
Ox = t(Fx). Ozna¢me celd napozorovans data symbolem X = (X,..., X)T.

Zvolme si nyni dvé neprazdné disjunktni podmnoziny O, které oznacime ©g a
O1. Reknéme, 7e nds nyn{ nezajimé konkrétni hodnota parametru @y, ale chceme
pouze odpovédét na otdzku, zdali Ox € Op nebo Ox € 0. (Vétsinou bereme
©; = 6§, ale to neni naprosto nutné.)

Definice 4.1 (Hypotéza a alternativa).

e Mnozinu ©¢ nazyvame [nulovd] hypotéza, mnozinu O nazyvame alterna-
tiva. Hypotézu oznacujeme obvykle symbolem Hy, alternativu symbolem Hj.
Mluvime o testovdani hypotézy Hy : Ox € Oq proti alternativé Hy : Ox € O;.

o Oznacme Fy & {F € F : t(F) € O¢}, tj. viechna rozdéleni v modelu
F, jejichz parametry spliuji hypotézu. Jestlize Fy = {Fp} (tj. v modelu
existuje pravé jedno rozdéleni, které hypotézu spliiuje), hypotézu nazyvame
jednoduchou, jinak sloZenou. Jednoduchou hypotézu tedy dostaneme, pokud
©p = {6y} je jednobodova mnozina a zaroven existuje pravé jedno rozdélent
Fy € F takové, ze t(Fy) = 0. Jednoduchou hypotézu znacime Hy : Ox = 6y.

o Oznacme F; & {F € F : t(F) € 91}, tj. véechna rozdéleni v modelu F,
jejichz parametry spliuji alternativu. Jestlize F; = {F1} (tj. v modelu exis-
tuje pravé jedno rozdeéleni, které alternativu spliuje), alternativu nazyvame
jednoduchou, jinak sloZenou. Jednoduchou alternativu tedy dostaneme, po-

kud ©; = {61} je jednobodovd mnozina a zéroven existuje pravé jedno
rozdéleni F; € F takové, ze t(Fy) = 0;. Jednoduchou alternativu zna¢ime
H1 : 9X = 01.

Na zakladé ndhodného vybéru Xi,..., X, chceme rozhodnout, zda Hy plati
nebo nikoli. Pouzijeme k tomu néjakou vhodné zvolenou funkci dat S(X), které
fikdme testovd statistika, a mnozinu C, které fikame kriticky obor. Testova statis-
tika je obvykle jednorozmérnad; kriticky obor je pak néjakd podmnozina R. Rozho-
dujeme se podle to, jestli testova statistika padne do kritického oboru, ¢i nikoli.
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4 Principy testovani hypotéz

e Pokud S(X) € C, uéinime zavér, ze zamitame hypotézu Hj ve prospéch
alternativy Hj.

e Pokud S(X) & C, u¢inime zavér, ze hypotézu Hy nemuzeme zamitnout ve
prospéch alternativy Hj.

Definice 4.2 (Test). Statisticky test je definovan pomoci testové statistiky S(X)
a kritického oboru C. Dva testy (S(X),C) a (S*(X),C*) nazveme ekvivalentni
pravé kdyz S(X) € C & S*(X) € C* skoro jisté, tj. oba testy vydavaji s
pravdépodobnosti 1 totéz rozhodnuti.
Poznamka. Testovou statistiku volime tak, aby jeji rozdéleni bylo citlivé na hod-
notu testovaného parametru, ale aby co nejméné zaviselo na téch charakteristikach
rozdéleni F' € F, které testovat nechceme. Proto budeme vyzadovat, aby testova
statistika spliiovala nasledujici podminku:

Pokud Fy # Fy a t(Fy) = t(Fy) = 6, pak pro kazdou borelovskou mnozinu B
plati

/ I5(S(@)) dFy (1) - - dF ()~ / I5(S(2)) dFa(x1) - - dFa(an) — 0 pro n — oo,

tj. rozdéleni testové statistiky S(X) je stejné (nebo aspon piiblizné stejné), at
maji data rozdéleni F; nebo F5.

Plati-li tato podminka, pak rozdéleni testové statistiky nezavisi na jinych cha-
rakteristikdch rozdéleni F'x nez na testovaném parametru 8. Muzeme tedy oznacit

PyS(X) € B & / I5(S()) dF (1) - dF (1),

kde F je libovolné rozdéleni spliujici ¢(F') = 6.

4.2 Hladina testu a sila testu

Definice 4.3 (Hladina testu). Necht « € (0, 1) je pfedem stanovené &islo. Jestlize
kriticky obor C spliuje podminku

sup Py[S(X) € C] = «
0cOg
(pravdépodobnost, ze testova statistika padne do kritického oboru, maji-li data
rozdéleni F splaujici nulovou hypotézu), fikdme, ze test (S(X),C) ma hladinu™ c.
Jestlize kriticky obor C splinuje podminku
sup Py[S(X) € C] - a pron — oo,
ISSH

fikdme, ze test (S(X),C) mé asymptoticky (pfiblizné) hladinu .

* Angl. level
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4 Principy testovani hypotéz

Poznambka.

e Je-limnozina ©g = {6} jednobodové, pak muzeme (asymptotickou) hladinu

testu zapsat jednoduseji:
a= nh_{I;OPQO[S(X) eCl.

e Hladina testu je pravdépodobnost zamitnuti platné hypotézy (pokud je hy-
potéza jednoduchd) nebo maximalizovand platnost zamitnuti platné hypotézy
(pokud je hypotéza slozend).

e Pripoustime pouze ty testy, které maji pozadovanou hladinu, nebo ji dosahuji
alespon priblizné pii velkém rozsahu vybéru n.

e Hladina se obvykle voli mald, v praxi je standartem « = 0.05.

e Abychom mohli dodrzet stanovenou hladinu, musime byt schopni spocitat
presné nebo asymptotické rozdéleni testové statistiky za platnosti nulové
hypotézy, a to nesmi zaviset na nezndmych charakteristikach rozdéleni F'x.

e U nékterych testu (presné testy s diskrétni testovou statistikou) neni mozné
dosdhnout zcela libovolné hladiny — pak se vétSinou spokojujeme s nizsi
hladinou nejblizsi k té, kterou bychom normaéalné pozadovali.

Definice 4.4 (Sila testu). Necht 8 € ©;. Pak
B(0) = Py[S(X) € C]

(pravdépodobnost, ze testova statistika padne do kritického oboru, maji-li data
rozdéleni F' porusujici nulovou hypotézu) se nazyva sila”™ testu proti alternativé

0.

Poznamka. Sila testu je pravdépodobnost zamitnuti neplatné hypotézy pii dané
konkrétni alternativé 6. Sila zavisi na alternativé, pro niz ji vyhodnocujeme.
Funkci £(6) muzeme snadno rozsitit i na 6 € ©p. Ma-li test hladinu «, pak musf
platit supgcg, 5(0) = o (nebo — a pro n — c0).

Definice 4.5 (Nestranny test). Necht test (S(X),C) mé hladinu « a silu 3(6
Test nazveme [asymptoticky] nestranng’, pokud pro kazdé 6 € ©; plati 5(8) >
[lim, 0 5(0) > a.

Poznamka.

e Testy, které nejsou nestranné, nebudeme pripoustét. Napr. test, ktery vzdy
zamitne Hy s pravdépodobnosti « zcela nezavisle na datech, je nestranny
(B(0) = « spliuje pozadavek nestrannosti).

e Radi bychom maximalizovali silu mezi vS§emi testy dosahujicimi pozadovanou
hladinu. Vétsinou vSak neni mozné maximalizovat silu pro vSechny alterna-
tivy zéroven, zvlast je-li model F bohaty.

).

* Angl. power T Angl. unbiased
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4 Principy testovani hypotéz

Testovou statistiku volime tak, aby
(i) jeji rozdéleni bylo co nejcitlivéjsi na hodnotu testovaného parametru 6;
(ii) za platnosti Hy jeji rozdéleni nezaviselo na nezndmych parametrech a bylo
znamo aspon asymptoticky.
Maéme-li testovou statistiku, kriticky obor volime tak, aby
(i) zahrnoval hodnoty testové statistiky, které jsou za platnosti hypotézy méné
pravdépodobné nez za platnosti alternativy;
(ii) byla dodrzena pozadovand hladina testu.
Kriticky obor C ma ve vétsiné pripadu jeden z nasledujicich tvaru:

e (cy(a),o0), tj. zamitame pro piilis velké hodnoty testové statistiky S(X);
e (—o00,cr()), tj. zamitame pro prilis malé hodnoty testové statistiky S(X);
o (—oo,cn(@)) U (cu(w),o0), tj. zamitdme jak pro piilis malé tak pro pfilis
velké hodnoty testové statistiky S(X);
o (—o0,—cy(a)) U (cu(a),0), tj. zamitdme pro piilis velké hodnoty |S(X)|.
Ptriklad (Test stiedni hodnoty normalniho rozdéleni se znamym rozptylem).

Data: Xq,..., X, ~ N(ux,O'g)
Model: F = {N(p,03), 1 € R, 0} znamé}
Problém: Hy : pux = po proti Hy : ux # o

Testova statistika:

Kriticky obor: (=00, —u;_q/2) U (ul—a/Qv 0)

Sila testu: proti alternativé p; = g +9, 6 >0
5
Blp) =1 =@ uy_n/2 — \/ﬁ;

PoZadovany rozsah vyb&ru: pro dosazeni sily alespon 3 proti alternativé puy = po+9

o2
n > (Ur_q/2 + uﬁ)zﬁ
Poznamka. Sila testu (S(X),C) zdvisi na
hladiné testu «
alternativé 0, respektive jeji vzdalenosti od hypotézy ©g
poc¢tu pozorovani n
rozptylu pozorovani var X;
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4 Principy testovani hypotéz

Poznamka (Interpretace vysledku testu).

e Skonci-li test zamitnutim hypotézy Hy, znamend to, ze rozdéleni dat neod-
povidé rozdéleni, jaké by data méla za platnosti hypotézy. Hypotézu Hy vy-
vracime, prokazali jsme platnost alternativy H;. Pravdépodobnost chybného
rozhodnuti v ptipadé, ze hypotéza plati, je omezena shora hladinou «, ktera
je mala.

e Skonci-li test tim, ze hypotézu Hy memiZeme zamitnout, znamend to pouze,
ze rozdéleni dat neni dostateéné odlisné od rozdéleni, jaké by data méla za
platnosti hypotézy. Proto nemuzeme usoudit, ze hypotéza Hj plati a alterna-
tiva neplati. Pravdépodobnost chybného rozhodnuti v pripadé, ze hypotéza
neplati, neni omezena shora a muze tedy byt znacné velka.

e Hypotéza Hy a alternativa H; pii testovani vystupuji asymetricky. Hypotézu
muzeme nékdy vyvratit ve prospéch alternativy, ale nemtzeme ji nikdy po-
tvrdit.

4.3 P-hodnota

Posuzovat vysledek testu podle toho, zda S(X) padne do C, neni jediny ani
nejbéznéjsi zpusob vyhodnocovani. Vysledek testu se ¢astéji posuzuje pomoci tzv.
p-hodnoty neboli dosazené hladiny testu.

Uvazujme hypotézu Hy : Ox = 0y proti alternativé H; : Ox # 6 a test
(S(X),C) s kritickym oborem tvaru C = R\ (¢z, cp), kde —o0o < ¢f, < ¢y < 0.
Hodnoty S(X) v intervalu (cp, cy) tedy povazujeme za hodnoty v souladu s hy-
potézou, ty ostatni hypotéze protifeci. Ozna¢me s, realizovanou hodnotu testové
statistiky S(X), kterou jsme napozorovali pro nas datovy soubor. Oznacme déle
symbolem Fy distribuéni funkei testové statistiky S(X) za platnosti nulové hy-
potézy (pfesnou nebo asymptotickou); pro jednoduchost predpokladejme, ze S(X)
m& spojité rozdéleni. Chceme rozhodnout, jestli pozorovana hodnota s, testové
statistiky staci k zamitnuti nulové hypotézy na hladiné .

Definice 4.6 (P-hodnota). P-hodnotu® neboli dosazenou hladinu testu definujeme
jako
o p(x) =Py, [S(X) > sz] =1 — Fy(sz) pokud cf, = —o0;
o p(x) =Py, [S(X) < sz] = Fo(sa) pokud cpy = o0;
o p(x) =2min(Py,[S(X) > s2|,Pe, [S(X) < s52]) = 2min(1 — Fo(sz), Fo(sz))
pokud ¢z, a ¢y jsou konetné a Fy(cr) =1 — Fy(cy) = a/2.

Poznambka.
e P-hodnota je funkci pozorovanych hodnot = (x1, ..., x,) ndhodného vybéru
X = (X1,..., Xn).

* Angl. p-value
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4 Principy testovani hypotéz

e P-hodnotu muzeme slovné popsat jako pravdépodobnost, ze bychom za plat-
nosti hypotézy napozorovali data, kterd by byla s hypotézou ve stejném nebo
vét§im rozporu, nez analyzovany ndhodny vybér.

e Je-li hustota S(X) je za platnosti hypotézy symetrickd kolem 0 a ¢, = —cy
(Casty ptipad v praxi), pak muzeme p-hodnotu spocitat jako
p() = Poy |S(X)| > |sal] = 2[1 — Fo(|s ).

e Je-li distribu¢ni funkce Fy asymptotickd, pfidame pred vyraz definujici p-
hodnotu jesté lim, .

e Testujeme-li hypotézu Hy : Ox € O, kde ©¢ # () nen{ jednobodovd mnozina,
pridame pied vyraz definujici p-hodnotu jesté supgeg, -

Tvrzeni 4.1. Zamitame-li hypotézu podle pravidla

Hy zamitdme, jestlize p(x) < «

Hjy nezamitame, jestlize p(x) > «,
vysledny test mé hladinu « (pfesné nebo asymptoticky).

Poznambka.

e Zamitame-li pomoci p-hodnoty, nemusime uvadét kriticky obor a nemusime
jej prepocitavat, pokud se rozhodneme zménit hladinu testu (ménit hladinu
testu poté, co je znadm vysledek, vSak neni legitimni). P-hodnota do jisté
miry vyjadiuje, s jakou rezervou k zamitnuti hypotézy doslo.

e Mezi laiky rozsitena predstava o p-hodnoté jakozto , pravdépodobnosti, Ze
nulovd hypotéza plati“ je zcela mylnéd a nesmyslna.

4.4 Intervalové odhady a testovani hypotéz

Uvazujme néhodny vybér Xy, ..., X, z rozdéleni Fx € F, kde F je model, necht
0 = t(F) € R je parametr, ktery nas zajima a 6x = t(Fx) je jeho skutetna
hodnota. V kapitole 2.2 jsme se zabyvali problémem intervalového odhadu 6y,
tj. nalezeni ndhodnych veli¢in C1, a Cy takovych, ze P[(CL,Cy) 2 0x] =1 — «
(nebo — 1 — ). Nyni se zabyvame testovdnim; snazime se rozhodnout, zdali 6x
nabyva néjaké zadané hodnoty g ¢ nikoli. Oba problémy se fesi postupem, ktery
vypada na pohled dosti podobné, ale 1isi se v detailech — obé tilohy jsou principidlné
odlisné. Nicméné mezi testovanim hypotézy o parametru a intervalovym odhadem
pro parametr existuje jakasi dualita, kterou je dobré si uvédomovat a rozumét ji.

Tvrzeni 4.2 (Ekvivalence intervalovych odhadu a testovani).
1. Necht je dédn oboustranny interval spolehlivosti pro parametr 6 x s pravdépodobnosti
pokryti 1 —a (pfesnou nebo asymptotickou), ktery ma tvar (Cr(X), Cy (X))
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4 Principy testovani hypotéz

. Uvazujme test hypotézy Hy : 6x = 0y proti Hy : Ox # 0y zalozeny na roz-
hodovacim pravidle

Hy zamitame, jestlize 0y ¢ (Cr(X), Cy(X))
Hy nezamitame, jestlize 0y € (Cr(X), Cy(X)).

Pak mé vysledny test hladinu « (pfesné nebo asymptoticky).

2. Necht je dén test hypotézy Hy : x = 6 proti Hy : Ox # 6 na hladiné
a (presné nebo asymptotické). Sestavme mnozinu Bx obsahujici vSechny
parametry 6 € O, pro néz se pii pozorovanych datech X nezamitd hypotéza
Hy:0x =60.Pak P[Bx 3 0x] =1—« (nebo — 1 —«) a (je-li Bx interval)
jednd se o interval spolehlivosti pro parametr @ x s pravdépodobnosti pokryti
1 — a (pfesnou nebo asymptotickou).

4.5 Asymptotické testy zaloZzené na metodé maximalni
vérohodnosti
Vlastnosti maximéalné vérohodnych odhadu uvedené v kapitole 3.3 lze pouzit k od-
vozovani asymptotickych testu v parametrickych modelech. Ukazeme si, jak takové
testy vypadaji.
Pracujeme s ndhodnym vybérem Xj,..., X, z rozdéleni* s hustotou f(x|0x)
vzhledem k mife p a parametrickym modelem

F = {rozdéleni s hustotou f(z|0), 8 € © C R%}.

Predpoklddame, ze plati vSechny podminky zarucujici platnost vét z kapitoly 3.3,
tj. identifikovatelnost modelu a podminky regularity R1—R6 uvedené na str. 26.

Testovani jednoduchych hypotéz

Chceme testovat hypotézu Hy : Ox = 6Oy proti Hy : O@x # Oy, kde 0y € ©. Jde
o jednoduchou hypotézu, nebot v modelu F je pravé jedno rozdéleni s hustotou
f(z]60). Hypotéza Hj znamend, ze vSechny parametry modelu nabyvaji néjakych
predurcenych hodnot obsazenych ve vektoru 6.

Priklad.
F ={N(n,0%),n € R,0* > 0}

Ox = (,th,U%()T,BO = (07 1)T
Hy:0x = 6y, tj.,uX:0aJ§(:1

* muze jit i o vybér ndhodnych vektoru, ale ve znaceni to nezohlediujeme.
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4 Principy testovani hypotéz

Pozorujeme data z néjakého normalniho rozdéleni a zajimé nas, jestli pochéazeji z
normovaného normalniho rozdéleni N(0, 1).

Definujme si tii testové statistiky. Pouzivame znaceni zavedené v kapitole 3.3.
Definice 4.7.
(i) Statistika

se nazyva vérohodnostni pomer®.

(ii) Statistika R R
Wy, =n(6, —00)"1,(0,,)(8,, — o)

se nazyva Waldova statistika'.

(iii) Statistika
1 ~
Ry = ~Un(60|X) "1, (B0)Un (60| X)
se nazyvéa Raova (skdrovd) statistika®.

Poznamka. Symbolem :fn rozumime néjaky konsistentni odhad Fisherovy in-
formaé¢ni matice. Muzeme si vybrat jednu ze ti{ moznosti:

1. 1,(0) = I,(0] X) = —i5n, % log f(0|X;) (vybérové informaéni matice)

~

2. I,(0) = L 3% | U(0|X;)®? (vybérovy rozptyl skérové funkee)

3. 1,(8) = I() (Fisherova informaéni matice)

Do Waldovy statistiky se obvykle dosazuje fn(én) = ]n(§n|X ). Do Raovy statis-
tiky se obvykle dosazuje I,,(0y) = % S U(Bo] X:)%2.

Poznamka.
e Vérohodnostni pomér vyzaduje vypocet én a L, nebo £,,. Nevyzaduje vypocet
U, a fn
e Waldova statistika vyzaduje vypocet é\n a IAn Nevyzaduje vypocet L, a U,.
e Raova statistika vyzaduje vypocet U, a fn Nevyzaduje vypocet én a L.

Poznamka. Je-li d = 1 (jeden parametr) a 6y = 0, pak lze Waldovu statistiku
prepsat jako
—~ 2
On
Wn = [ — — ] )
n=1I,%(6,)

kde n_lfg 1(§n) je odhad asymptotického rozptylu O,.

* Angl. likelihood ratio T Angl. Wald statistic * Angl. Rao (score) statistic
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4 Principy testovani hypotéz

Véta 4.3. Necht je splnéna hypotéza Hy : Ox = 0. Pak plati:
0 )
210g Ay = 2(£n(0) — €a(60)) — X;

Wn — Xg;

(iii)

D
Poznamka. Plati-li Hy, ocekdvame, 7e 8, je blizko 6y, L, (0,) je blizko L, (6o) a
U, (00| X) je blizko 0. Za platnosti Hy maji vSechny tii testové statistiky hodnoty
blizko 0. Velké hodnoty statistik svédéi proti platnosti Hyp.

Diusledek. Necht x3(1 — a) je (1 — «)-kvantil rozdéleni x2. Uvazujme testy hy-
potézy Hy : @x = 6g proti proti Hy : @x # 6y dané pravidlem: Hy zamitneme ve
prospéch Hi, pokud

(i) 2log A\, > x3(1 — @) (test pomérem vérohodnosti)

(ii) Wy > x3(1 — «) (Walddiv test)

(iii) Rn > x3(1 — ) (skorovy test)
Potom kazdy z téchto tif testu ma asymptoticky (pro n — oo) hladinu a.

Poznamka. VSechny tfi testy jsou asymptoticky ekvivalentni; pro velké roz-
sahy vybéru davaji velmi podobné vysledky. V mensich rozsazich vybéru se je-
jich vysledky mohou lisit. V takovych situacich je nevhodnéjsi test pomérem
vérohodnosti, méné vhodny je skérovy test, nejméné vhodny je Walduv test.

Je tieba si vybrat jeden z téchto testu predtim nez spocitame jejich testové
statistiky. Neni mozné spocitat vSechny tfi a vybrat si tu nejvétsi. Takova pro-
cedura by poruSovala hladinu testu mnohem vyraznéji, nez kterykoli ze tii testu
provedeny samostatné.

Testovani slozenych hypotéz
Velmi casto se setkdvame s tdlohou otestovat jeden parametr v modelu, ktery
obsahuje vice parametrii, ale ty ostatni nas nezajimaji.
Priklad.
F = {N(p,0?),n € R, 0% > 0}

0x = (ux,0%)",

Hy:ux =0, Hi:px #0
Pozorujeme data z néjakého normalniho rozdéleni a zajimé nés, jestli maji nulovou
stfedni hodnotu.
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4 Principy testovani hypotéz

Nejedna se o testovani jednoduché hypotézy, protoze v modelu je mnoho rozdélenti,
kterd H( splauji.

Rozdélme si parametr 6 na ¢ast 84 obsahujici prvnich m slozek @ a ¢ast 0p
obsahujici zbylych d — m slozek 8. Mame tedy

0=(04,05)" = (61,00, 0ms1,-...02)"

Chceme testovat hypotézu Hj : x € O¢ proti Hf : Ox & ©g, kde Oy = {6 :
04 = 049} C O. Zajimé nds tedy, zdali prvnich m slozek @x nabylo hodnot
stanovenych vektorem 649 bez ohledu na zbylych d — m slozek Ox.

Podobné jako parametr 6 rozdélime na prvnich m slozek (¢dst A) a zbylych
d—m slozek (¢ast B) vsechny vektory a matice vyskytujici se ve znaceni pro teorii
maximalni vérohodnosti. Naptiklad

5 [Oan UAn(0>> <IAA(9) IAB<0>>
0,=|~ , U,0) = , 1(0) = , apod.
(%) @=(omie)) 10= (1) Tonie)
Lemma 4.4 (Inverse blokové matice). Necht
j (IAA IAB)
Ipa IpB
je matice o plné hodnosti. Pak existuje inversni matice k I a jeji tvar je
)
kde

M= IZ}x.Bv

149 = =I5 plaslpp,

194 = —Ipp alpalyy,
10 = Iyp 40

Iaap =1Iaa— Iaplgplpa

Igp.a=Igp — Ipal 4 1aB.

Jestlize plati nulova hypotéza Hj : Ox € Og vime, ze 8 4x = 0 49, nezndme vsak
hodnotu Opx. Muzeme odhadnout @gx pomoci metody maximélni vérohodnosti
aplikované na vnoreny model (submodel)

Fo = {rozdéleni s hustotou f(x|(04,05)), 04 = 040, 05 € Op C Rd*m},
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4 Principy testovani hypotéz

ktery ma d — m neznamych parametri.
Ozna¢me maximdlné vérohodny odhad parametru @x v submodelu Fy jako

0, = (g;‘" ), kde 04,, = 04 a Op,, Tesi soustavu vérohodnostnich rovnic
n

Upn(0.40,05,) = 0.

Fisherova informaé¢ni matice pro pro 8 v tomto modelu je Ipp(0x).
Podle vét 3.7 a 3.8 v modelu Fy plati

1
—Upg,(0x) B, Ng—m(0,I5(0x))

NG

~ D _
V0B, — 0px) — Na_pm (0, I55(0x)),
zatimco podle téchtyz vét a lemmatu 4.4 v §irsim modelu F plati

\}HUanX) 2 Ny (0, Tpp(0x))

ViBsn — 05x) —> Na_m (0, 155 4(6x)),
kde
pp.a=IBp = Ipalialan) ™" > Ipp.
Asymptoticky rozptyl maximalné vérohodného odhadu parametru g x tedy zavisi
na tom, jestli zndme O4x nebo ne. Pokud zndme O4x (za platnosti Hp), je
asymptoticky rozptyl odhadu 0, Bn Obecné mensi nez asymptoticky rozptyl odhadu
05, pri neznalosti 0 4.

Pokud vsak Ip4 = 0 (odhady @4x a Opx jsou asymptoticky nezavislé), potom
jsou asymptotické rozptyly an a §Bn stejné a nezalezi na tom, jestli 8 4x zname,
nebo ne.

Zobecnéme si tii testové statistiky zavedené v predchozi kapitole na testovani
slozené hypotézy Hj : Ox € O¢ proti H; : Ox & Op, kde ©g = {0 : 04 = 040} C
0.

Definice 4.8.

(i) Statistika

se nazyva vérohodnostni pomer.

40



4 Principy testovani hypotéz

(ii) Statistika R ~ L
Wi =n(0an —040) " 1a4.5(6,)(0an — O.40)
se nazyva Waldova statistika.
(iii) Statistika
1 e~ ~
R; = gUn(an)TIrjl(en)Un(en)
se nazyva Raova (skérovd) statistika.

Poznamka.

e Vyrazem [44 p ve Waldové statistice rozumime inverzi levého horniho bloku
matice I 1.

e Jelikoz Up,(60,) = 0, Raova statistika jde pfepsat do tvaru

1 ~ ~ ~
R, = EUAn(en)TIA}LB(Gn)UAn(On)
e Raova statistika nevyzaduje vypocet §n, staci ji jen odhad gn pro zmenseny
model (za hypotézy).

Véta 4.5. Necht je splnéna hypotéza Hj : Ox € O, kde Og = {0 : 04 = 04¢}.
Pak plati:

(i)

2log N5 = 2(0n(8,) — €0(61)) 5 x2;
(ii)
wy i> X
(iii)
x« D 2
R, — X

Poznamka. Plati-li H}, oéckévame, Ze 8, je blizko 8, Ly(8,) je blizko L,(6,,)

a U, (0,,) je blizko 0. Za platnosti Hj maji vSechny tii testové statistiky hodnoty
blizko 0. Velké hodnoty statistik svédci proti platnosti Hy.

Diisledek. Necht x2,(1 — a) je (1 — a)-kvantil rozdéleni x?2,. Uvazujme testy
hypotézy Hf : Ox € Op, kde ©g = {6 : 04 = 040}, proti Hi : Ox ¢ Oy dané
pravidlem: H{ zamitneme ve prospéch HY, pokud

(i) 2log AY > x2,(1 — a) (test pomérem vérohodnosti)

(i) W > x2,(1 — ) (Waldiiv test)
(iii) R > x2,(1 — ) (skérovy test)
Potom kazdy z téchto tif testu ma asymptoticky (pro n — oo) hladinu a.

Poznamka. Pocet stupiiii volnosti v referenénim 2, rozdéleni je roven poctu
testovanych parametri.
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nominalni data

V této kapitole uvazujeme ndhodny vybér X, ..., X, redlnych veli¢in se spojitou
distribuéni funkei F'x patiici do modelu F. Zajimé nds parametr 0x = t(Fx).
Chceme testovat hypotézu Hy : x = 0y proti alternativé Hy : Ox # 0y, piipadné
sestrojit intervalovy odhad 6x.

5.1 Kolmogorovoviiv-Smirnoviiv test

Model: F = {vSechna spojita rozdéleni}
Testovany parametr: cela distribuéni funkce F'x

Hypotéza a alternativa:
Ho: Fx(z) = Fy(z) Vz€R, Hy:3zeR: Fx(z)# Fy(),

kde Fj je néjakd pevné specifikovand spojitd distribuéni funkce (bez neznamych
parametri).

Testova statistika:

K, =sup |F,(x) — Fy(z)|,
zeR
kde ﬁn je empiricka distribuéni funkce ndhodného vybéru Xy, ..., X,.

Nulovou hypotézu budeme zamitat, pokud se empiricka distribuéni funkce ptilis
lisi od distribuc¢ni funkce za nulové hypotézy, tj. pokud je testova statistika prilis
velka.

Ozna¢me K& = SupmeR(ﬁn(:n) — Fy(z)) a K, = sup,er(Fo(z) — F,(z)). Pak
K, =max(K, , K, ).

Tvrzeni 5.1. Plati

1<i<n \ n 1<i<n n

. i1
K, = max <Z - FO(X(i))>7 K, = max (FO(X(z‘)) == >

Poznamka. Piedchozi tvrzeni ukazuje nékolik zajimavych véci.
e K vypoctu K,, neni tfeba pocitat F,.

42
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e Rozdéleni K, za platnosti nulové hypotézy nezavisi na Fy (plati-li Ho, Fo(X(;))
m4 podle véty 1.8 beta rozdéleni).

Tvrzeni 5.2. Nechf Xi,..., X, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s dis-
tribu¢ni funkci F'x. Pak pro kazdé y € R plati

oo
P [\/ﬁsup ﬁn(:c) - FX(a:)‘ < y] —1- 22:(—1)’““6*%23’2 pro n — oo.
z€eR
k=1

Z tvrzeni 5.2 plyne, ze \/nK, za platnosti nulové hypotézy konverguje v distri-
buci k ndhodné veli¢iné s distribuéni funkef F(y) =1-2>"72 (—1)F+1e=2k* T
nam umozni urcit kritickou hodnotu pro zamitani Hy, aby mél test asymptotickou
hladinu a.

Kriticky obor:
Hy zamitneme < /nkK,, > c,,

kde ¢, je konstanta spliiujici rovnost

0o
92 Z(_l)k+1ef2kzci - .
k=1

Reseni této rovnice je tieba najit numericky.

Poznamka.

e Je mozné spocitat i ptibliznou kritickou hodnotu Kolmogorovova-Smirnovova
testu pro diskrétni rozdéleni anebo piesnou kritickou hodnotu pro spojité
rozdéleni a malé n.

e Vyhodou tohoto testu je jeho universalita (reaguje na jakykoli rozdil v
rozdéleni dat proti nulové hypotéze) a absence predpokladu o rozdéleni Fly.

e Nevyhodou Kolmogorovova-Smirnovova testu je to, ze Fy musi byt znama
presné (nesmi obsahovat neznamé parametry ani jejich odhady) a to, ze test
ma malou silu v situacich, kdy nékteré druhy poruseni Hy jsou ¢astéjsi nebo

vvvvvv

konkrétni typ poruseni Hy.

5.2 Jednovybérovy t-test

Model: F = {N(u,0?),n € R, 0% > 0}
Testovany parametr: Stfedni hodnota pux = E X;
Hypotéza a alternativa:

Ho:px =po, Hi:px # pos
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kde pg je predem dand konstanta.

Testova statistika:

X, —
Tn:ﬁnva
n

kde X,, je aritmeticky primér a S? je vybérovy rozptyl (viz definice 1.4).
Poznamka.
e Nulovou hypotézu budeme zamitat, pokud se vybérovy prameér piilis lisi od
hypotetické stfedni hodnoty, tj. pokud je testova statistika bud moc velk4

nebo moc mala.
e Véta 1.5 implikuje, ze za platnosti nulové hypotézy ma T,, rozdéleni ¢,_;.

Kriticky obor:

Hy zamitneme < |T,,| > t,—1(1 — «/2),
kde t,—1(1 — a/2) je (1 — a/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.
Poznamka. Jednovybérovy t-test™ je pfesny test zaméreny na stiedni hodnotu.
Vyzaduje normalni rozdéleni pozorovanych dat.
P-hodnota: p = 2(1 — F,,(|T%|)), kde T,, je pozorovana hodnota testové statistiky
a Fy, je distribu¢ni funkce rozdéleni t,,_1.

Interval spolehlivosti pro px: Interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu normélniho
rozdéleni pii nezndmém rozptylu je

— Sy, o, — Sh o
<Xn - ﬁtn—1<1 - 5)) Xn + %tn—l(l - 2))

(viz (2.1) na str. 14 a predchézejici piiklad).

5.3 Jednovybérovy z-test

Model: F = £?
Testovany parametr: Stfedni hodnota pux = E X;

Hypotéza a alternativa:

Ho:px =po, Hi:px # pos

kde pg je predem dand konstanta.

Testova statistika:

X, —
Tn:ﬁnva
n

kde X, je aritmeticky primér a S? je vybérovy rozptyl.

* Angl. one-sample t-test
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Poznambka.

e Testova statistika je naprosto stejnd jako u t-testu. Véta 1.4 implikuje,
ze za platnosti nulové hypotézy ma T,, asymptoticky normované normélni
rozdéleni.

e Budeme-li zamitat Hy, pokud |T,| > ui_, /2, test bude mit asymptotickou
hladinu «. Nahradime-li kvantil normalniho rozdéleni kvantilem rozdéleni
tn—1, test bude mit stale asymptotickou hladinu a a bude mit lepsi vliastnosti
pro konec¢né n .

Kriticky obor:

Hy zamitneme < |T,,| > t,—1(1 — «/2),
kde t,—1(1 — /2) je (1 — a/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.
Poznamka. Tento test je ekvivalentni jednovybérovému t-testu, ale bez predpokladu
normality dat. Zatimco jednovybérovy t-test je pfesny, tento test je pouze asympto-

ticky a vyzaduje tedy dostatecné velky pocet pozorovani (v praxi vétsinou staci
n > 30).

P-hodnota: p = 2(1 — F,,(|T},])), kde T), je pozorovana hodnota testové statistiky
a I, je distribuc¢ni funkce rozdéleni ¢,,_1.

Interval spolehlivosti pro px:

Interval (2.1) ma pravdépodobnost poktyti konvergujici k 1 — a. Viz piiklad na
str. 14.
5.4 Jednovybérovy znaménkovy test

Model: F = {vSechna spojita rozdéleni}
Testovany parametr: Medidn my = Fi'(0.5)

Hypotéza a alternativa:
Hy:mx =mg, Hi:mx #mg,

kde mg je predem dand konstanta.

Testova statistika:

(pocet pozorovani vétsich nez my).

Véta 5.3. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z libovolného spojitého rozdéleni
s medidnem myx. Pak
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5 Jednovybérové a parové problémy pro nominalni data

n

> To,00)(Xi — mx) ~ Bi(n,1/2)
i=1

(i)
\/15 ; [H<o7oo> (Xi —mx) — % 25 N(0,1/4)

Poznambka.
e Hypotézu budeme zamitat pro piilis malé nebo pfili§ velké hodnoty Y;,.
e Prvni ¢ast véty udava presné rozdéleni Y,, za platnosti hypotézy Hy : mx =
mo.
e Druhd c¢ast véty udava asymptotické rozdéleni Y, za platnosti hypotézy
Hy : mx = mg pfin — oo.

Kriticky obor (pFesny test):
Hy zamitneme <Y, < c1,() nebo Y, > cop(a)

kde c1, () je nejvetsi celé &islo kq, které spliuje 27" Z;ﬁ:o (?) < $ a cp(a) je
nejmens{ celé ¢islo kg, které splituje 27" 30, (?) < §. (Ze symetrie binomického
rozdéleni plyne, ze c1p(a) + con(a) = n.) Tento test méa hladinu nejvyse « (presné

hladiny « nemusi byt mozné dosdhnout).

Kriticky obor (asymptoticky test):

, 2
Hy zamitneme < ’\/ﬁYn —/n| > Ul o2

5.5 Jednovybérovy Wilcoxoniiv test

Model: F = { spojité rozdéleni s hustotou f spliujici 36 € R: f(6 —z) = f(d + z)
Vo € R}

Testovany parametr: Stied symetrie §x

Poznamka. Model vyzaduje, aby hustota X; byla symetrickd kolem néjakého
bodu dy. Pak musi platit myxy = 6x a pokud X; € L', pak i EX; = ux = 0x.

Hypotéza a alternativa:
Hy:dx =0do, Hi:0x # do,

kde g je predem dana konstanta.
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5 Jednovybérové a parové problémy pro nominalni data

Poznamka. Za platnosti modelu F je hypotéza Hy ekvivalentni hypotéze H :
mx = 0o (test na medidn). Pokud navic X; € £!, pak je hypotéza Hy téz ekviva-
lentni hypotéze H§* : ux = 6o (test na stiedni hodnotu).

Testova statistika:

Ws=) Ri

i€l
kde Z C {1,...,n} je mnozina vSech indexu takovych, ze Z; df X; — 6o mé kladné
znaménko pro ¢ € Z, a Ry, Ra,..., R, jsou pofadi ndhodnych veli¢in |Z;| mezi

viemi |Z1|,...,|Zy].

Poznamka. Testova statistika Wg jednovybérového Wilcoxonova testu™ muze
nabyvat hodnot 0, 1,...,n(n + 1)/2. Spocita se nésledujicim zpusobem:
1. Spocitame odchylky Z; = X; — §p a uréime mnozinu indexu Z.
2. Seradime vSechny Z; podle jejich absolutni hodnoty od nejmensi do nejvétsi;
ziskame uspofadany vybér

0<|Zw| <|Z@)| < <|Zw]|-

3. Uréime poradi R; ndhodné velic¢iny |Z;| mezi viemi ‘Z(1)| ey ‘Z(n)‘. Plati
|Zi = ‘Z (Ri)
4. Setteme potadi R; pro i € L.
Velikost mnoziny Z je rovna poctu pozorovéni, pro néz plati X; > dp (srv. s
testovou statistikou znaménkového testu).

Tvrzeni 5.4. Nechf X7, ..., X, je ndhodny vybeér z libovolného spojitého rozdéleni
spliiujictho model F a nechf plati Hy : dx = &y. Pak
¥ (n+1) (n+1)(2n+1)
n(n + n(n + n—+
_— Wg = .
1 varWs o1

EWg =

(ii)
Ws — EWg o,

N(0,1).
var Wy

Poznamka.
e Predchozi tvrzeni dava navod k nalezeni kritickych hodnot pro zamitani
nulové hypotézy, které zarucuji asymptotickou hladinu a.
e Hypotézu budeme zamitat pro ptilis malé nebo piili§ velké hodnoty Wg.
e Neni-li n piilis velké, 1ze nalézt i presné rozdéleni testové statistiky Wyg
(numericky nebo v tabulkach).

* Angl. one-sample Wilcozon test, Wilcoxon signed rank test
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Kriticky obor (asymptoticky test):

n(n+1)
, s — =]
Hy zamitneme < ~——————= > u1_q/2-
n(n+1)(2n+1)
24

Poznamka. Jednovybérovy Wilcoxonuv test bere v tvahu i velikost odchylek
od Jp, nikoli jen jejich znaménko (jako znaménkovy test). Jeho sila pro testovéni
medidnu je obecné vétsi nez sila znaménkového testu. Hladinu v8ak dodrzuje pouze
tehdy, je-li rozdélen{ jednotlivych pozorovani symetrické, zatimco znaménkovy test
zadny takovy predpoklad nevyzaduje.

5.6 Jednovybérovy )’ test na rozptyl

Model: F = {N(u,0?),u € R,0? > 0}
Testovany parametr: Rozptyl ag( = var X;.

Hypotéza a alternativa:
L2 2 .2 2
Hy:o0x =05, H:ox # 0p,

kde o2 je pfedem dand konstanta.

Testova statistika:
(n—1)S2
2 )
90
kde S2 je vybérovy rozptyl (viz definice 1.4).

Poznambka.
o Z véty 1.2 (bod 3) vime, Ze testova statistika ma za platnosti modelu a
nulové hypotézy presné rozdéleni x2 ;.
e Nulovou hypotézu budeme zamitat, pokud se vybérovy rozptyl piilis lisi od
hypotetického rozptylu, tj. pokud je testova statistika bud moc velkd nebo
moc mala.

Kriticky obor:

—1)S; —1)S;
Hy zamitneme < (nUQ)” < x2_,(a/2) nebo (RJQ)" >3 (1 —a/2),
0 0

kde x2_1(a/2) a x2_;(1 — a/2) jsou po fadé (a/2)-ty a (1 — a/2)-ty kvantil x?
rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

Poznamka.  Jednovybérovy x? test rozptylu je piesny test. Vyzaduje normalni
rozdéleni pozorovanych dat.
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5 Jednovybérové a parové problémy pro nominalni data

P-hodnota: p = 2min(1 — F,(s), F,,(s)), kde s je pozorovana hodnota testové
statistiky a F,, je distribuén{ funkce rozdélen{ x?_;.

Interval spolehlivosti pro 0% (viz (2.2))

< (n—1Sy  (n—1)SE )
Xpa(1—a/2)" x5 _(a/2)

5.7 Parové testy

Uvazujme nadhodny vybér

(5) ()

dvouslozkovych ndhodnych vektoru s dvourozmérnou distribuéni funkci. Chceme
porovnat néjakou charakteristiku marginalniho rozdéleni F'x nahodné veli¢iny X;
se stejnou charakteristikou marginalniho rozdéleni Fy ndhodné veli¢iny Y;. Pozo-
rovani X; a Y; ovSem nejsou nezavisla.

Hlavni myslenka parovych testu je jednoduchd: Vezmeme rozdily Z; = X; — Y;
(jez tvorf ndhodny vybér z néjakého jednorozmérného rozdéleni) a na né prove-
deme vhodny jednovybérovy test. Musime se vSak zamyslet na tim, jestli hypotéza
testovand jednovybérovym testem provedenym na Z; ma néjakou rozumnou inter-
pretaci pro porovnéni rozdéleni X; a Y;. Nékdy tomu tak je, ale v fadé piipadu
takova interpretace neexistuje.

Necht napiiklad jednovybérovy test provedeny na rozdily Z; testuje stfedni
hodnotu, tfeba Hy : E Z; = 0. Tato hypotéza je splnéna pravé tehdy, kdyz E X; =
EY; a vysledny test tedy testuje rovnost stfednich hodnot X; a Y;.

U jinych charakteristik toto neplati: testujeme-li nulovost medianu Z;, nezna-
mend to bez dalsich predpokladu, ze se za platnosti této hypotézy rovnaji medidny
X; aY;. Testovani rozptylu Z; jednovybérovym testem pak nerika vibec nic o tom,
jak a v ¢em se lisi rozdéleni X; od rozdéleni Y;.

5.8 Parovy t-test

Parovy t-test* je ekvivalentni jednovybérovému t-testu provedenému na rozdily
Zi.

Model: F = {Z; = X; — Y; ~ N(p,0%), n € R, 0% > 0}

Testované parametry: Stiedni hodnoty ux = EX; a uy = EY].

Hypotéza a alternativa:

Hy:px —py =do, Hi:px — py # do,

* Angl. paired t-test
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kde dy je predem dand konstanta (obvykle dy = 0).

Testova statistika: -

Z,, — dy
T = v 22,
@)

n

)

kde Z, je aritmeticky primér rozdili Z; (coz je rovno X, —Y,,) a SéZ
smérodatnd odchylka rozdila Z;.
Kriticky obor:

je vybérova

Hy zamitneme < |T,| > t,—1(1 — a/2),

kde t,,—1(1 — «/2) je (1 — a/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.
P-hodnota: p = 2(1 — F,,(|T},])), kde T}, je pozorovana hodnota testové statistiky
a Fy, je distribuéni funkce rozdéleni t,,_1.

Interval spolehlivosti pro px — py: Samostatné cviceni.

5.9 Parovy z-test

Parovy z-test je ekvivalentni jednovybérovému z-testu provedenému na rozdily Z;.
Je to asymptotickd verze parového t-testu na nenormalni data.

Model: F ={Z; = X; - Y; € L%}

Testované parametry: Stiedni hodnoty ux = EX; a uyy = EY;.

Hypotéza a alternativa:

Hy:px —py =do, Hi:px — py # do,

kde dy je predem dana konstanta (obvykle dp = 0).

Testova statistika:

Zn —dy
T, = i D,
@)

n
kde Z,, je aritmeticky priamér rozdili Z; (coz je rovno X, —Y,,) a 52 je vybérova
smérodatnd odchylka rozdila Z;.
Kriticky obor:

Hy zamitneme < |T,| > t,—1(1 — a/2),
kde t,,—1(1 — «/2) je (1 — a/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.
P-hodnota: p = 2(1 — F,,(|T3|)), kde T,, je pozorovand hodnota testové statistiky
a Fy, je distribué¢ni funkce rozdéleni t,,_1.

50



5 Jednovybérové a parové problémy pro nominalni data

5.10 Parovy znaménkovy test

Model: F = {vSechna spojitd rozdéleni}
Testovany parametr: Median my rozdilu Z;.
Hypotéza a alternativa:

H()Z’ITLZ:O, lemz#O.

Poznamka. 1. Medidn Z; obecné nelze vyjadfit pomoci medidnti X; a Y.
2. Hy plati prave kdyz P [X; <Y;] = P[X; > Y] = 1/2, tj. X; je s polovi¢ni
pravdépodobnosti vétsi nez Y; a s poloviéni pravdépodobnosti mensi nez Y;.
3. Mé&-li navic Z; kone¢nou stfedni hodnotu a hustotu symetrickou kolem 0,
pak musi platit EZ; = EX; — EY; = 0. Za téchto dodatecénych predpokladu
je Hy ekvivalentni hypotéze o rovnosti stfednich hodnot X; a Y;.

Testova statistika:

Yo = To00)(Zi)
=1

(pocet rozdila vétsich nez 0).
Kriticky obor (pFesny test): Viz jednovybérovy znaménkovy test.
Kriticky obor (asymptoticky test):

2
Hy zamitneme < |—=Y, —/n| > u1_qs.
NG

Poznamka. Vyhodou parového znaménkového testu® je to, ze nevyzaduje vyéisleni
rozdilu mezi X; a Y;. Sta¢i informace o tom, ze X; je ,lepsi“ nez Y;, resp. X;
je ,horsi* nez Y;. Tento test je vhodny pro aplikace, v nichz muze byt urceni
konkrétnich hodnot X; a Y; problematické.

5.11 Parovy Wilcoxoniiv test

Model: F = {Z; mé spojité rozdéleni s konecnou stredni hodnotou a s hustotou f
spliujici 3 e R: f(d —x) = f(0 +x) Vz e R}

Poznamka. Na rozdil od jednovybérového Wilcoxonova testu u parového testu’
vyzadujeme, aby rozdily Z; = X; —Y; mély kone¢nou stiedni hodnotu. Predpoklad
o symetrické hustoté se tyka rozdila Z;, nikoli puvodnich pozorovani X; a Y;. V
modelu F musi platit EZ; = EX; —EY; = dx.

* Angl. paired sign test T Angl. paired Wilcozon test, Wilcozon signed rank test
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5 Jednovybérové a parové problémy pro nominalni data

Testované parametry: Stiedni hodnoty ux = EX; a uy = EY].

Hypotéza a alternativa:

Hy:px — py =60, Hi:px — py # oo,

kde g je predem dand konstanta (obvykle dyp = 0).

Ws=> R

Testova statistika:

€L
kde Z C {1,...,n} je mnozina vsech indexu takovych, ze Z} df X; - Y, — dy ma
kladné znaménko pro ¢ € Z, a R; < Ro < --- < R, jsou poradi ndhodnych veli¢in

|Z}| mezi véemi |Z7|,...,|Z}|.
Vlastnosti testové statistiky a kriticky obor: viz jednovybérovy Wilcoxonuv test.
K testovani hypotézy Hy je asymptoticky parovy t-test (=parovy z-test) vhodnéjsi
nez parovy Wilcoxonuv test, protoze nevyzaduje symetrii hustoty.
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data

Nyni budeme fesit situace, kdy mame k dispozici dva nezdvislé ndhodné vybéry:
Xi,..., X, je ndhodny vybér s distribuéni funkei Fx a Yi,...,Y,, je ndhodny
vybér s distribuéni funkci Fy. Model F specifikuje mnozinu uvazovanych dis-
tribuénich funkei Fx a Fy. Mame dany parametr § = ¢(F’), jehoz hodnotu chceme
pro oba vybéry porovnat. Ozna¢me si 0x = t(Fx) a 6y = t(Fy). Obvykle chceme
testovat hypotézu Hy : 6x = 0y proti alternativé Hy : 0x # Oy, pripadné sestrojit
intervalovy odhad pro rozdil 8x — 6y.

Existuje jesté druhy zpusob, jak zformulovat dvouvybérovy problém. Predstavme
si, ze pozorujeme nadhodny vybér z dvourozmérného rozdéleni

(&) (an)

kde Z; jsou hodnoty nezédvislych stejné rozdélenych méfeni a G; méa alternativni
rozdéleni s parametrem pg € (0, 1). Indikator G; urcuje, do které z porovnavanych
skupin j-té pozorovani patii (jestlize G; = 0, pak do prvni skupiny, jinak do
druhé). Preznacime-li si méfeni Z; na X; anebo Y; podle toho, do jaké skupiny
dané pozorovani patii

X1, X)) Sz 6=00aM,... . Ym)E(Z,:G;=1),

ziskdme prvni formulaci problému (dva nezavislé vybéry). Chceme porovnat podminéné
rozdéleni Z; v obou skupindch, tj. zajimaji nds podminéné distribuéni funkce
Fx(z) =P[Z;<x|G;=0] a Fy(z) =P[Z; <x| G; = 1], piipadné jejich pa-
rametry Ox = t(Fx) a 0y = t(Fy).

Data podle prvni formulace ziskdme obvykle tak, Zze si pfedem stanovime, ko-
lik méfeni z kazdé skupiny chceme mit, a pak napozorujeme piislusny pocet
veli¢in pro kazdou skupinu zvlast. Data podle druhé formulace vzniknou, po-
kud stanovime celkovy pocet pozorovani N = n + m, uc¢inime N pozorovani
a u kazdého pozorovani teprve dodatetné urcime, do které skupiny patii. Obé
formulace jsou ekvivalentni, az na to, Ze u prvni formulace jsou m a n pevna
¢isla, zatimco u druhé formulace jsou m a n ndhodné veliciny s binomickym

rozdélenim (n = Z;V:l(l — Gj) ~ Bi(N,1 — pg)). U druhé formulace se snéze
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6 Dvouvybérové problémy pro nominalni data

pouzivaji asymptotické vysledky pro N — oco. Chceme-li pouzivat asymptotické
metody u prvni formulace, musime mit n — co i m — oo, ale navic jesté musime
predpokladat, ze n/m — ¢, kde 0 < ¢ < oo (tj. rozsahy obou vybéra konverguji
do nekoneéna stejné rychle).

Vsechny metody uvadéné v této kapitole se hodi pro obé formulace dvouvybérového
problému.

6.1 Dvouvybérovy Kolmogorovoviiv-Smirnoviv test

Model: F = {vSechna spojitd rozdéleni}
Testované parametry: celé distribu¢ni funkce Fx a Fy

Hypotéza a alternativa:
Hy: Fx(z)=Fy(x) VxeR, H;:3JdzxeR:Fx(z)# Fy(z).

Testujeme, zdali oba vybéry pochézeji z téhoz rozdéleni.

Testova statistika:

~

Ky m = sup ﬁx(l') — Fy(2)],

rz€eR
kde F 'x je empiricka distribuéni funkce ndhodného vybéru Xi,..., X, a ﬁy je
empirickd distribuéni funkce ndhodného vybéru Yi,...,Y,,.
Tvrzeni 6.1. Necht X1,...,X,, a Y1,...,Y,, jsou nezdvislé ndhodné vybéry ze

spojitého rozdéleni s distribuéni funkei Fy. Pak plati

o0
P [1 [ Kpm < x} —1-2 z:(—l)kﬂe*%%2 pro m,n — oo.
n+m P

Poznamka.
e Nulovou hypotézu budeme zamitat, pokud se empirické distribuéni funkce
obou vybéru od sebe piili§ lisi, tj. pokud je testova statistika velka.

mn
n+m Kn,m

v distribuci k ndhodné veli¢iné s distribuéni funkef 1—2 Zzozl(—l)k“e_%%Q
(stejnd, jako u jednovybérového Kolmogorovova-Smirnovova testu). To nam
umozni uréit kritickou hodnotu pro zamitani Hy, aby mél test asymptotickou
hladinu « (musi se spoéitat numericky).

e Tvrzeni 6.1 implikuje, Ze za platnosti nulové hypotézy konverguje

Kriticky obor:
mn

Kn,m = Ca,

Hj zamitneme <
n—+m
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6 Dvouvybérové problémy pro nominalni data

kde ¢, je konstanta spliiujici rovnost

&)
SRR

k=1

Poznambka.

e Je mozné spocitat i presnou kritickou hodnotu dvouvybérového Kolmogorovova-
Smirnovova testu pro spojitd rozdéleni s malymi rozsahy vybéru n, m.

e Vyhodou tohoto testu je jeho universalita (reaguje na jakykoli rozdil v
rozdélenich obou skupin) a absence omezujicich pfedpokladi. Nevyhodou
tohoto testu je, Ze ma malou silu proti specifickym druhim poruseni Hy.
Zajimé-li nds pouze urcity typ poruseni Hy (tieba rozdil ve stfedni hod-
noté), je lepsi pouzit test, ktery je zaméfen na tento konkrétni parametr.

6.2 Dvouvybérovy t-test
Model:
f: {FX = N(MX7O-2)7FY - N(NYao-Q)vuXa/’LY S R702 > O}

Oba vybéry maji normélni rozdéleni s totoznym rozptylem, mohou se lisit pouze
stfedni hodnotou.

Testované parametry: Stfedni hodnoty ux = EX; a uy = EY;

Hypotéza a alternativa:

Hy: px = py + 0o, Hi:px # py + do.

Testujeme, zdali se stfedni hodnoty obou vybéru lisi o dg (obvykle se klade g = 0).

Testova statistika: _ _
T mn X,—Y.,—0
nm — n+m Sn,m )

kde X, a Y,, jsou aritmetické priméry obou vybért a

g2 dfl[i(Xi—Xn)eri(Yj—Ym)Q]

”’m:n—i—m—Q

i=1 j=1
~_ n—1 9 m—1 g2
n4+m-—2 X n+m—2 Y

je mnestranny odhad spoleéného rozptylu o? spocitany z obou vybért (vazeny
prumér obou vybérovych rozptyli).
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Véta 6.2. Necht X1,...,X,aYi,...,Y,, jsounezivislé ndhodné vybéry z normélnich
rozdéleni se stfednimi hodnotami pux a py a se shodnym rozptylem. Pak

df mn Yn—?m—(,ux—,uy)
T= ~ tptm—2
n+m Sn.m

)

Poznamka.
e Hypotézu budeme zamitat, pokud se vybérové prumeéry obou skupin od sebe
piilis lisf, tj. pokud je testovd statistika bud moc velkd nebo moc mala.
e Véta 6.2 implikuje, Ze za platnosti modelu F a hypotézy Ho mé T}, ,,, rozdéleni
trtm_2.

Kriticky obor:
Hy zamitneme < |1}, | > thpm—2(1 — /2),
kde ty4m—2(1—a/2) je (1 —a/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n+m — 2 stupni volnosti.
Poznamka.
e Dvouvybérovy t-test™ je presny test zaméfeny na stiedni hodnotu. Vyzaduje
normalni rozdéleni pozorovanych dat a shodny rozptyl v obou vybérech.
e Nemaji-li data normalni rozdéleni, véta 6.2 plati pfiblizné pro m,n — oco.
Nemaji-li data shodny rozptyl, véta 6.2 neplati a test nema spravnou hladinu
ani asymptoticky.

P-hodnota: p = 2(1—F(|T},m|)), kde T}, je pozorovand hodnota testové statistiky
a F je distribuéni funkce rozdélenf ¢, ,,—2.

Interval spolehlivosti pro px —py: Z véty 6.2 lze odvodit presny interval spolehlivosti
pro rozdil stfednich hodnot obou vybéru. Dostaneme

— — 1 1
PXn*Ym*Snm E+Etn+m,2(1*a/2)</¢){*ﬂy<

_ _ 1 1
Xn=Ym+Sam/—+ —them—oa(1—-0a/2)| =1—-a.
n m

6.3 Dvouvybérovy z-test

Model:
F = {Fx, Fy maji kone¢né rozptyly}

Testované parametry: Stiedn{ hodnoty ux = EX; a uy = EY;

* Angl. two-sample t-test
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6 Dvouvybérové problémy pro nominalni data

Hypotéza a alternativa:

Ho:px = py + 900, Hi:px # py + do.

Testujeme, zdali se stfedni hodnoty obou vybéru lisi o g (obvykle se klade g = 0).

Testova statistika: _ _
Xn - Ym - 60

/5% /n+ 82 /m

kde X,,, Y,, jsou aritmetické priméry obou vybérii a SA?(, 5'32/ jsou vybérové roz-
ptyly.

Zn,m =

Véta 6.3. Necht X1,...,X,aYi,...,Y,, jsou nezdvislé ndhodné vybéry z rozdéleni
se stfednimi hodnotami px a py a kone¢nymi rozptyly. Pak

Zgyn_?m_

(ux —py) o, N(0,1)
S% /n+ SZ/m

Poznamka.
e Hypotézu budeme zamitat, pokud se vybérové prumeéry obou skupin od sebe
piilis 1isi, tj. pokud je testova statistika bud moc velkd nebo moc mala.
e Véta 6.3 implikuje, ze za platnosti modelu F a hypotézy Hy ma Z,,,
asymptoticky rozdéleni N(0,1).

Kriticky obor:
Hy zamitneme < |Zpm| > ui_q/2,
kde u;_q/2 je (1 — a/2)-ty kvantil normovaného normélniho rozdéleni.

Poznamka. Dvouvybérovy z-test je asymptoticky test zaméreny na stfedni hod-
notu. Na rozdil od dvouvybérového t-testu nevyzaduje ani normalni rozdéleni
pozorovanych dat ani shodny rozptyl v obou vybérech.

P-hodnota: p = 2(1—-®(|Z,, 1)), kde Z,, », je pozorovana hodnota testové statistiky
a ® je distribu¢ni funkce rozdéleni N(0, 1).

Interval spolehlivosti pro pux — py: Z véty 6.3 lze odvodit priblizny interval spoleh-
livosti pro rozdil stfednich hodnot obou vybéra. Dostaneme

v _v S% SV
Pl Xy =Yy — 7+7U1_a/2<MX_,UY<
n m
o - 52 82
Xn—Ym+\/X+YU1a/2:|—>1—OZ.
n m
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6 Dvouvybérové problémy pro nominalni data

Poznamka. Existuji i lepsi aproximace kritickych hodnot pro tento test, zalozené
na t-rozdéleni s poctem stupiu volnosti, ktery zavisi na po¢tu pozorovani v obou
skupinach a vybérovych rozptylech. Takovych aproximaci je nékolik*. Jedna z
variant této aproximace, tzv. Welchuv test!, je implementovdna v R jako stan-
dardni metoda testovani rovnosti stfednich hodnot dvou vybéru (funkce t.test).
Welchtiv test je vlastné nas dvouvybérovy z-test s vylepSenymi kritickymi hodno-
tami.

6.4 Dvouvybérovy Wilcoxoniv test

Model: F = {X ~ Fx,Y ~ Fy, kde Fx(x) = Fy(z — §) pro néjaké 6 € R
a Fx je libovolnd spojita d.f.}

(tzv. model posunuti v poloze)

Testovany parametr: Posunuti dx.

Hypotéza a alternativa:
Hy:0x =0, Hi:6x #0.

Poznamka.

e Na rozdil od jednovybérového a parového Wilcoxonova testu nevyzadujeme
symetrii hustoty.

e Pokud plati model F a hypotéza Hy, rozdéleni X a Y jsou totozna. Po-
tom plati my = my a EX = EY (existuji-li stfedni hodnoty). To jest,
za platnosti modelu F lze dvouvybérovy Wilcoxoniiv test® chépat jako test
rovnosti stfednich hodnot i medidnt. Vsimnéte si, ze nejsou-li rozptyly X a
Y totozné, model F nemuze platit.

Testova statistika:

n
Wn,m = Z Ri’
i=1
kde Ri,Rs,...,R, jsou poradi ndhodnych velicin X; ve spojeném nahodném

vybéru Xi,..., Xn, Y1,..., Y.

Poznamka. Testovd statistika W), ,, mtze nabyvat hodnot n(n+1)/2,...,mn+
n(n + 1)/2. Spocitd se néasledujicim zpusobem:
s 1 df
1. Vezmeme spojeny vybér (Z1,..., Zp+m) = (X1, ., Xpn, Y1,..., Y).
2. Setfadime vSechny Z; nejmensi do nejvétsi; ziskdme uspofddany vybér

Z(l) < Z(g) < < Z(n+m)-

* lze je nalézt napt. v knize Andél: Statistické metody, Matfyzpress, Praha, 1998, kap. 8.1.
t Angl. Welch test * Angl. two-sample Wilcozon test
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6 Dvouvybérové problémy pro nominalni data

3. Urcime poradi R; ndhodné veliciny X; mezi vSemi Z(yy, ..., Z(4m). Plati
4. Secteme poradi R; proi=1,...,n.

Tvrzeni 6.4. Plati-li model F a hypotéza Hg, pak

(1)

Ean:n(ernJrl)’ Varan:mn(m+n+1).
’ 2 ' 12
(ii) Pokud n,m — oo,
nm_E n,m
W, Wam D, N0, 1).

v/ var Wy

Poznambka.
e Hypotézu budeme zamitat pro piilis malé nebo piilis velké hodnoty W, p,.
e Piedchozi tvrzeni dava ndvod k nalezeni kritickych hodnot pro zamitani
nulové hypotézy, které zarucuji asymptotickou hladinu a.
e Nejsou-li n a m piilis velkd, lze nalézt i presné rozdéleni testové statistiky
Wiy.m (numericky nebo v tabulkéch).

Kriticky obor (asymptoticky test):

n(m+n+1
‘Wn,m - ( 2 ) ‘

Hy zamitneme < > Up_q)2-
mn(m+n+1)
12
Mann-Whitneyho formulace Wilcoxonova testu
Uvazujme vSechny dvojice (X;,Y;) pro ¢ = 1,...,n a j = 1,...,m. Spoctéme,

kolik z nich splituje podminku X; < Yj:

Wim =2 Tixiev;)

i=1 j=1

Nahodn4 velicina Wy .,
0,...,nm.

Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze mezi dvouvybérovou Wilcoxonovou statistikou
Wy m a Mann-Whitneyho statistikou Wy, . je deterministicky linedrni vztah. Muzeme
tedy snadno spocitat momenty Wy .

tzv. Mann-Whitneyho statistika, mtze nabyvat hodnot

Tvrzeni 6.5.
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6 Dvouvybérové problémy pro nominalni data

(i)

N n(n+1
Wom + Wy = mn + <2)
(i) Plati-li Ho,
1
EW, = 20, variv,, = m”(m;wr ).

(iii) Pokud min(n, m) — oo a plati Ho, pak (mn) "W N 1/2

Testy zalozené na dvouvybérové Wilcoxonové statistice a Mann-Whitneyho sta-
tistice jsou ekvivalentni, jeden z nich zamita hypotézu tehdy a jen tehdy, zamita-li
druhy.

Mann-Whitneyho statistika lépe ukazuje, jakou hypotézu vlastné dvouvybérovy
Wilcoxonuv test testuje: i pokud neplati model F a data maji zcela obecnd
rozdéleni Fy a Fy, lze ukdzat, ze Wy /nm je nestrannym a konsistentnim od-
hadem parametru P [X; < Y}|. Protoze zamitdme hypotézu pro p#ili§ velké i ptilis
malé hodnoty Wy . dvouvybérovy Wilcoxonuv test v obecném modelu vlastné
testuje

1 1
Hy :PX; <Y;] = 5 proti alternative Hy : P[X; < Y] # 7

Hypotéza Hj je vSak tézko interpretovatelna. Nelze ji obecné vyjadrit pomoci rov-
nosti charakteristik obou rozdéleni. Dvouvybérovy Wilcoxoniv test proto obecné
neni ani test rovnosti medidna ani test rovnosti stfednich hodnot. Muze se totiz
stat, ze EX; = EY], ale P [X; < Yj] # 1/2, tudiz Wilcoxontv test pii dostatecné
velkém rozsahu vybéru zamitne hypotézu. Nebo naopak, v situaci, kdy E X; #
EYj, ale P [X; < Yj] = 1/2, Wilcoxonuv test pii jakémkoli rozsahu vybéru zamita
hypotézu pouze s pravdépodobnosti .
Dvouvybérovy Wilcoxonuv test tedy neni vhodny pro testovani rovnosti stiednich

hodnot. Takovy problém je lépe tesit asymptotickym z-testem (nebo jeho Welcho-
vou aproximaci).

6.5 Dvouvybérovy F' test na rozptyl

Model: F = {X; ~ N(ux,0%),Y; ~ N(uy,02), ux, uy € R,0% > 0,0% > 0}
Testované parametry: Rozptyly 0% = var X; a 03 = varY;.

Hypotéza a alternativa:

L2 2 .2 2
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6 Dvouvybérové problémy pro nominalni data

Testova statistika:
512
X
Fn,m = a2
Sy

kde S% je vybérovy rozptyl vybéru Xi,...,X, a SZ je vybérovy rozptyl vybéru
Yi,..., Y.

Poznambka.
e 7 véty 1.6 plyne, Ze testova statistika ma za platnosti modelu a nulové
hypotézy pfesné rozdéleni Fj, 1 ;1.
e Nulovou hypotézu budeme zamitat, pokud se vybérové rozptyly prilis lisi,
tj. pokud je testovd statistika bud moc velkd nebo moc mal3.

Kriticky obor:
Hy zamitneme < F, p, < Fj,_1m—1(a/2) nebo Fy, p > Fy—1m—1(1 — a/2),

kde Fy,—1m-1(a/2) a F_1m-1(1 — a/2) jsou po fadé (a/2)-ty a (1 — a/2)-ty
kvantil F rozdéleni s n — 1 a m — 1 stupni volnosti.

Poznamka. Dvouvybérovy F test na rozptyl je presny test. Vyzaduje normalni
rozdéleni v obou vybérech.

P-hodnota: p = 2min(1 — F(s), F(s)), kde s je pozorovana hodnota testové statis-
tiky a F' je distribu¢ni funkce rozdéleni Fj,_1 y,—1.

Interval spolehlivosti pro Ug( / 032/: 7 véty 1.6 lze odvodit interval spolehlivosti pro
podil rozptyli. Dostaneme

S3% 1 S3% 1

P|= <02 /0% < _—
SZ Fyim1(1-9) x/ov S2 Fu_tm-1(%)

=1-oa.
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7 Jednovybérové problémy pro
kategorialni data

V této kapitole a v kapitole nasledujici se budeme zabyvat kategoridinimi velicinami.
Pod pojmem kategorialni veli¢ina rozumime diskrétni ndhodnou veli¢inu nabyvajici
kone¢né mnoha hodnot, typicky 1,..., K, jejiz hodnoty nemusi mit numerickou

interpretaci, ale oznacuji ¢lenstvi v néjaké skupiné (kategorii). Napiiklad

1 ... Praha

. zakladni vzdélani ) .
2 ... Stfedocesky kraj

1.
1 ... muz
Y:{ M2y Jo . stedni vzdaldni Y =
3

. VS vzdélani o
14 ... Zlinsky kraj

Velic¢iny, které nejsou kategoridlni, nazyvame nomindlni. Nominélni veli¢iny mo-
hou byt spojité i diskrétni; diskrétni nomindlni veli¢iny mohou byt napf. pocty
néjakych sledovanych udélosti.

Charakteristiky rozdéleni, které obvykle poc¢itdme u nomindlnich veli¢in (E X,
var X atp.), nemaji u kategoridlnich veli¢in Zddnou pfirozenou interpretaci. Analyza
kategorialnich dat se proto soustiedi vyhradné na pravdépodobnosti jednotlivych
hodnot.

7.1 Alternativni a binomické rozdéleni

Alternativni rozdéleni je nejjednodussim modelem pro kategoridlni veli¢inu, kterd
nabyva pouze dvou hodnot. Chceme-li pouzit alternativni rozdéleni, zakédujeme
tyto dvé hodnoty jako 0 a 1 (v libovolném poradi).

Necht Yi,...,Y, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni Alt(px), px €
(0,1), oznacujici klasifikaci n jedincu do kategorie 0 a 1. Parametr px oznacuje
pravdépodobnost, ze libovolny jedinec je klasifikovan do skupiny 1. Oznacime-li
X, = >, Y;, dostaneme pocet jedincu klasifikovanych do skupiny 1 a vime, ze
tato velicina ma rozdéleni Bi(n,px). Pocet jedincu klasifikovanych do skupiny 0
jen — X, ~Bi(n,1 —px).
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7 Jednovybérové problémy pro kategorialni data

Odhad parametru py a testovani hypotézy H, : px = pg

Nestrannym a konsistentnim odhadem parametru py je relativni éetnost p, =
X,/n=n"1Y" Y, =Y,. Tento odhad lze odvodit jako odhad empiricky, mo-
mentovou metodou nebo metodou maximalni vérohodnosti.

Véta 7.1. Necht px € (0,1). Pak plati
() nﬁn = X,, ~ Bi(n,px)

~ _ px(1-px)
- n

Dn SN Px (kons1stence)

f( —px) D, N(O px (1 —px)) (asymptotickd normalita I.)
Zn, IM D, N(0,1) (asymptotickd normalita II.)

Poznamka. Se vSemi ¢astmi véty 7.1 jsme se seznamili jiz diive.

Poznamka. Povsimnéte si, Ze pro libovolné pevné n jest P [p, = 1] > 0aP [p, = 0] >

0, z ¢ehoz plyne P[Z, =o0] > 0 a E |Z,| = oo pro vechna n. Presto vsak
Zn 25 N(0, 1).

V kapitole 2.2 na str. 14 jsme odvodili pfiblizny interval spolehlivosti pro px
zalozeny na bodé (v) véty 7.1:

<A VPn\1—Pn) ﬁn(l _ﬁn VPnl = Pn) pn pn ) . (7.1>

Pn — \/ﬁ Ul—fv pn

Totéz tvrzeni 1ze pouzit k odvozeni ptiblizného testu hypotézy Hy : px = pg proti
alternativé Hj : px # po. Tento test ma kriticky obor

|Pn — pol

Hy zamitneme < v/n
pn(l - pn)

2 Ul—q)2- (7.2)

Piesny test a presny interval spolehlivosti lze zalozit na bodé (i) véty 7.1. Piesny
test ma kriticky obor

Hy zamitneme < X,, < cr(a) nebo X,, > cy(a),
kde cr () je nejvetsi celé ¢islo, které spliuje ZCL(O‘) (”)p%(l p0)" 7 < % acy(e)

je nejmensi celé ¢islo, které splnuje ZJ ) ( )pé(l po)" I < g Tento test ma
hladinu nejvyse « (presné hladiny o nemusi byt mozné dosahnout)
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7 Jednovybérové problémy pro kategorialni data

Odhad 3ance a testovani hypotéz o Sanci

Alternativni piistupy k testovani hypotéz a konstrukci intervalu spolehlivosti pro
px jsou zalozeny na transformaci parametru px.

Podil £ ;X pravdépodobnosti ispéchu a netdspéchu se nazyva sance® na tspéch.
Pojem Sance se bézné pouziva pii kursovych sazkach.

Zvolme jako odhadovany parametr logaritmus Sance 0x = log lfﬁx. Funkce
g(z) = log %= je rostouci a spojité diferencovatelnd pro = € (0,1) a zobrazuje

interval (0,1) na R. Inversni transformace je g~ '(y) = %. Sance 0x tedy

muze nabyvat libovolné hodnoty v R a muzeme z ni vyjadiit pravdépodobnost px

. _ exp{fx}
jako px = Tro T

Logaritmus sance 0x odhadneme transformaci g(p,) odhadu p,. Dostaneme
odhad

@\n = log 1 fnﬁ ,
n

ktery je podle tvrzeni P.7.3 konsistentnim (ne vSak nestrannym) odhadem 6x.
Asymptotické rozdéleni 6,, ziskdme aplikaci bodu (iv) véty 7.1 a delta metody
(véta P.7.11).

Véta 7.2. Necht px € (0,1). Pak plati

(i)
i — 0x) 25 N, = 4 1
px 1—px

)

(i)
M(é\n - QX) £> N(07 1)

n

Oznatme D,, = Je to vlastné odhad smérodatné chyby é\n

Na zakladé véty 7.2 muzeme sestrojit asymptoticky test hypotézy Hy : px = po.
Oznacme 6y = log 13370' Hypotézu Hy muzeme vyjadiit jako Hy : 0x = 6y a
zamitdame ji ve prospéch alternativy H; : 0x # 6y pokud

~

! On — 90‘ > Ul—a/2-

D,

Interval spolehlivosti pro 6x s pravdépodobnosti pokryti konvergujici k 1 — «
mé tvar

~

(Gn - ul_%Dn, é\n + ul_%Dn> .

* Angl. odds
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7 Jednovybérové problémy pro kategorialni data

Aplikujeme-li ryze rostouci funkci ¢! na oba krajni body tohoto intervalu, do-

staneme piiblizny 100(1 — «)-procentni interval spolehlivosti pro px ve tvaru

Pn_ e Ui—a/2Dn Pn_ e1—a/2Dn
1—pn 1—pn (7 3)
1371 *ul—a/QDn7 ﬁ@\ ul—a/QDn ’ '
1+ -5, ¢ 1+ -7, ¢

Interval (7.3) zarucuje, Ze oba jeho krajni body lez{ uvniti (0, 1), coz neplati v
pifpadé intervalu (7.1). Navic konvergence 6, k normalnimu rozdélenf je rych-
lejsi nez konvergence p,, takze limitn{ aproximace zalozend na 6,, je presnéjsi nez
aproximace zalozena na p,.

7.2 Multinomické rozdéleni

Multinomické rozdéleni zobecituje binomické rozdéleni na situaci, kdy kategorialni
veli¢ina muze nabyvat vice nez dvou hodnot.

Multinomické rozdéleni: definice a vlastnosti

Definice 7.1 (Multinomické rozdéleni). Nechf K > 2 a n > 1 jsou pfirozend
¢isla a px = (p1,...,pr)" je vektor konstant spliujici pp > 0 Vk a Zle pr = 1.
Néhodny vektor X = (X1,...,Xg)' méa multinomické rozdéleni Multg (n, px),
pravé kdyz jeho hustota vzhledem k soucinové ¢itaci mife na ZX je

n! K
mp?pﬂzﬁz,..p?(}( Zk:l Tp=n
P[Xl:J,‘l,XQ:xQ,...,XK:xK]: l'kZOV]{:

0 jinak.

Multinomické rozdéleni je rozdéleni poctu pozorovani pridélenych do kazdé z K
moznych ptihradek v n nezavislych experimentech, pficemz v kazdém experimentu
jsou pravdépodobnosti pritazeni do jednotlivych prihradek dany slozkami vektoru
pravdépodobnosti px.

Véta 7.3 (Rozklad multinomického rozdéleni.). Necht Yi,...,Y,, jsou nezdvislé
ndhodné vektory s rozdélenim Multx (1, px). Pak X =" | Y; ~ Multg (n,px).

Véta 7.4 (Vlastnosti multinomického rozdéleni.). Necht X ~ Multg (n,px). Pak
(i) X ~ Bi(n,pr),

(ii) E Xy = npy, var X = npg(1 — pg),

(iii) cov (Xj, Xi) = —np;pk,
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7 Jednovybérové problémy pro kategorialni data

varX =n [diag (px) — P?f] =
= ndiag (v/px)(Ix — vPx " >)diag (vPx),

kde \/px = (\/P1,- .-+ /PK) -

Poznamka.
e Matice I — /px 22 je idempotentni. Jeji hodnost (a stopa) je rovna K — 1.
e Matice var X je singularni, jeji hodnost je K — 1. Slozky ndhodného vektoru
X spliuji podminku Z,i(:l X, =n.

Véta 7.5 (Asymptotické vlastnosti multinomického rozdéleni.).
Necht X ~ Multg(n, px). Pak
(i) .
df . — D
Z, = %dlag(\/px) YX —npx) — Ng(0,Ix — /Dx>?),

(i)

K
(Xp —

Z k npk i> 2

k=1

Odhady parametrii multinomického rozdéleni

Pro odhadovani pg, testovani hypotéz o pg a konstrukci intervalovych odhadu pro
pr muZeme pouZit metody popsané v kapitole 7.1, nebot podle véty 7.4(i) plati
Xp ~ Bi(n7pk:)7

Cely vektor px odhadneme pomoci p,, = X /n. Sdruzené asymptotické rozdéleni
odhadu p,, ziskdme z véty 7.5(i):

N D .
Vn(pn — px) — Nk (0, diag (px) — p%°).
Pro libovolny vektor konstant ¢ o délce K, plati
. D .
V(e B, — ¢Tpx) — N(0, ¢ [diag (px) — pF7le).

Pokud c'[diag (px) — p5lc # 0 a V, df c'[diag (pn) — P2%]c # 0, dostaneme ze
Sluckého véty

\/ECT’A’\/VSPX 25 N0, 1). (7.4)

Odtud mizeme snadno odvodit pfiblizné testy hypotéz Hy : ¢"px = 7. Vez-
meme testovou statistiku

T/\
c¢'Pn—
To = V=02,
c
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7 Jednovybérové problémy pro kategorialni data

kterd ma podle (7.4) za platnosti hypotézy asymptoticky normované normalni
rozdéleni a Hp zamitneme prave kdyz |Te| > uy_q 2.
Piiblizny interval spolehlivosti pro ¢'px zalozeny na konvergenci (7.4) jest

. Ve . A%
<CTpn - 76“1701/27 e Pn+ 1 — ula/2>-
n n

Vektor ¢ vybereme tak, aby souéin ¢! px vytvofil linedrni kombinaci parametr,
kterd nds v dané aplikaci zajimd. Chceme-li napiiklad védét, zdali pravdépodobnosti
prvni a posledni kategorie jsou stejné, a sestrojit interval spolehlivosti pro rozdil
jejich hodnot, zvolime ¢ = (1,0,...,0,—-1)T a vy = 0.

x? test dobré shody pro multinomické rozdéleni

Pojmem x? test dobré shody* rozumime test hypotézy Hy : px = p° zalozeny na
vété 7.5(ii). Tato hypotéza iikd, ze pravdépodobnosti kategorii px = (p1,...,px)"
jsou rovny piedem stanovenym hypotetickym pravdépodobnostem p° = (p9,...,p%)7T,
tj. Pi :pg pro vSechna k =1,..., K.

Plati-li hypotéza Hg, pak testova statistika
2 i (Xk - np%)Q
) pic 2

k=1 k

mé4 asymptoticky rozdéleni x% ;. Testov4 statistika porovndva pozorovanou &etnost
X v kategorii k s ¢etnosti npg ocekdvanou za platnosti hypotézy. Velké hodnoty
testové statistiky svédci proti Hy. Hypotézu Hy zamitneme, pokud

K

(Xy — npp)?
=) e >k (- a),
k=1 Py

kde x% (1 — ) znaé&f (1 — a)-kvantil rozdélen{ x% ;.

Poznamka. Asymptotickd aproximace x? rozdélenim vyzaduje, aby celkovy pocet
pozorovani n byl dostateéné velky. Jako jednoduché orienta¢ni pravidlo muzeme
vzit napf. pozadavek, aby o¢ekdvané ¢etnosti npg prekrocily 5 ve vSech kategoriich
k =1,...,K. Vyskytuji-li se v hodnotdch X velmi malé ¢etnosti nebo nuly, x>
aproximace muze byt velmi nepfesna.

Poznamka. Vezmeme-li K = 2, p = pg, Xo = n — X1, pJ = 1 — py, dostaneme

o Xa—m)  -Xi—n(-wlf [ o Gaem |
= npo * n(1—po) B [\F po(l—po)] ’

* Angl. x? test of goodness of fit
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7 Jednovybérové problémy pro kategorialni data

takze testovd statistika y? testu pro K = 2 kategorie je v podstaté Gtvercem
testové statistiky (7.2) pro asymptoticky test hypotézy Hy : px = po (az na to, ze
ve jmenovateli je rozptyl za hypotézy, nikoli rozptyl odhadnuty).

Piiklady.

1. Je kostka pravidelnd? Hodime n-krat kostkou a zaznamename, kolikrat padly
vysledky 1-6: dostaneme ¢etnosti X1, ..., Xg. Nastavime pg =1/6, k =
1,...,6. Zamitne-li 2 test hypotézu Hy, prokizali jsme, ze na kostce nepa-
daji vSechna cisla stejné casto.

2. Rodi se déti béhem roku rovnomérné? Mame dany pocty déti narozenych
v jednotlivych mésicich béhem kalendainiho roku: Xi,..., X12. Nastavime
pg = my,/365, kde my, je pocet dni v mésici k. Zamitne-li x? test hypotézu
Hy, prokazali jsme, ze déti se nerodi béhem roku rovnomérné.

3. Pochdzi ndhodny vijbér z distribucéni funkce Fy? Uvazujme ndhodny vybér
Z, ..., Zy. Stanovime si intervaly (ax_1,ax), k =1,..., K, ap = —00, ag =
oo tak, ze jejich pocet K je vyrazné mensi nez pocCet pozorovani n. Spocitame,
kolik pozorovani padlo do k-tého intervalu: X = > | I1y, | 4,)(Z;). Pochézi-
li ndhodny vybér Z1, ..., Z, zrozdéleni s distribuéni funkci Fy(z) = F(z; 6y),
kde 6y je zndmo, pravdépodobnosti jednotlivych intervali jsou p? = F(a; 6o)—
F(ag_1;00). Zamitne-li x? test hypotézu Hy, prokazali jsme, ze ndhodny
vybér Zi, ..., Z, nepochazi z rozdéleni F'(x;8y).

7.3 Modelovani pravdépodobnosti v multinomickém
rozdéleni

V poslednim z piikladi uvedenych na konci minulé kapitoly pravdépodobnosti
jednotlivych kategorii pg zévisely na vektoru parametriu 60y, ktery jsme museli
znat, abychom mohli provést test dobré shody. Situace, kdy pravdépodobnosti
kategorii zaviseji na parametrech, neni zdaleka ojedinéla, avSak tyto parametry
jsou v praxi vétsinou nezndmé.

Uvazujme nasledujici model Fy: Necht Y7,...,Y,, je ndhodny vybér z rozdéleni
Multg (1, p(0x)), kde 8x € © C R? je nezndmy d-rozmérny parametr, d < K, a
p je funkce zobrazujici © do (0,1)X takova, ze p(6)T1x = 1 pro véechna 8 € ©
(soucet vSech slozek p(@) je vzdy 1). Ndhodny vektor X = >"" | Y; (pozorované
¢etnosti kategorii 1, ..., K) pak ma rozdéleni Multg (n, p(6x)).

Priklad. V ngjaké populaci se ur¢ity gen vyskytuje ve dvou variantéach (alelach) A
(napf. tmavé o¢i) a a (napf. svétlé oci). Mezi vSemi geny v celé populaci tvoif alela
A podil Ox € (0,1) a alela a 1 —0x. Kazdy jedinec ma dva exemplaie prislusného
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7 Jednovybérové problémy pro kategorialni data

genu (jeden po otci, jeden po matce). Pokud se geny michaji nezdvisle (plati
tzv. Hardyho-Weinbergovo ekvilibrium), pravdépodobnosti tii moznych variant
genotypu jedince jsou:

Genotyp Pravdépodobnost

AA 0%
Aa 20x(1 —0x)
aa (1—-0x)?

Budeme-li pozorovat genotypy n nezavislych jedinci a oznac¢ime-li Xi, X, X3
poéty jedincti s genotypem (po fadé) AA, Aa, aa, bude mit vektor X = (X1, Xo, X3)T
rozdéleni Mults(n, p(fx)), kde p(6x) = (0%,20x(1 —0x), (1 —0x)?)T. Na zdkladé
pozorovani X muzeme chtit

e odhadnout parametr 0x;

e otestovat, zdali se populace nachézi v Hardyho-Weinbergové ekvilibriu.

Parametry Ox muZzeme odhadnout metodou maximalni vérohodnosti takto:

n K K
= C’H H Yie = ¢ H pr(8)**, kde C je konstanta neobsahujici 8,
i=1 k=1 =
K
0n(0) = Xy logpi(6) +log C,
k=1
y, 04(0)
U;0)=)> Y, =p(0)"D,'Y;.
7 s . : : df Bp ( ) df o ( )
avedli jsme znaceni Dy = diag (p(0)), pr(0) = ap(0) = . Predpoklddédme,
ze matice p(€) mé plnou hodnost d. Jelikoz p(0 ) = 1, musi byt p(0)"1x =0.
Mame

EU/(0x) = p(0x) "Dy 'EY; = p(0x) "Dy p(6x) = p(6x) "1k =0

varU(0x) = p(0x)" Dy lvar Y; Dy ' p(0x) =

=p(0x)" Dyl p(6x) — p(0x)" Dy p(6x)p(6x) Dy ! p(6x) =
= p(0x) Dyl p(0x) = AT A,
kde AL Dy p(6x). Dile
K .
U, (0) = Zxk;j?) — j(6)Tdiag " (p(6))X = p(8) diag ! (p(6))[X — np(6)],
k=1

I(0x) = var Ui(0x) = p(0x) " Dy, p(0x) = ATA.
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7 Jednovybérové problémy pro kategorialni data

Informac¢ni matice I(0x) je positivné semidefinitni a ma plnou hodnost d, tudiz
existuje jeji inverse.
Maximélné vérohodny odhad 6,, dostaneme feSenim soustavy rovnic

p(6,)"D;' X = 0. (7.5)
Asymptotické rozdéleni é\n je

V0, — 0x) -5 Ng(0, (ATA)™).
Asymptotické rozdéleni p(én) muzeme dostat delta metodou. Jeho asymptoticky
rozptyl je mensi nez asymptoticky rozptyl odhadu p,, uvazovaného v kapitole 7.2.
Nyni zobecnime vétu 7.5 na soucasny pripad.

Véta 7.6 (Asymptotické vlastnosti multinomického rozdéleni s odhadnutymi pa-
rametry.).

Necht plati model Fo, tj. X ~ Multx(n,p(8x)), kde 8x € © C R4, d < K.
Necht funkce p spliiuje p(8)T1x = 1, necht p(0) existuje a ma plnou hodnost d.
Necht é\n je maximalné vérohodny odhad parametru @x v modelu Fy. Oznacme
D = diag (p(9)) a A= Dy*p(6x). Pak

(i)

1 _ —~
z: &~ DIV2IX —np(0,)] 2 Nk (0, I — /px™2 — A(ATA)1AT),

n \/ﬁen
(i)

K ~
T o X5 —npr(6,)]? o
ZnTZn = E [ k pﬁ( n)} ? X%(—d—l'
k=1 npy(6n)

x? test dobré shody pro multinomické rozdéleni s odhadnutymi
parametry

Véta 7.6(ii) poskytuje ndstroj pro testovani hypotézy
Hy:30x € © px =p(Ox)

proti alternativé
Hy:V0x € © px # p(0x),

to jest testovani platnosti mensiho modelu Fy proti Sir§imu modelu, podle néhoz
mé X zcela libovolné multinomické rozdéleni.
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7 Jednovybérové problémy pro kategorialni data

Nejprve odhadneme parametr Oy vyfeSenim soustavy (7.5). Plati-li hypotéza
Hy, pak testova statistika

K
(X1, — npi(6,)]?
Yok

npi(65)

ma asymptoticky rozdéleni X%(_ 4—1» ti- proti situaci se zndmym parametrem ztrdcime
jeden stupen volnosti za kazdy odhadovany parametr. Testova statistika porovnava
pozorovanou ¢etnost X v kategorii k s éetnosti npk(én) ocekdvanou za plat-
nosti hypotézy; velké hodnoty testové statistiky svédéi proti Hy. Hypotézu Hy
zamitneme, pokud

K
- Z =t _p:f;(? i > Xi—a-1(1 = @),
—1 n

kde x%_, (1 — @) zna&f (1 — a)-kvantil rozdéleni x% , ;.

Poznamka. I zde je nutné mit dostateéné velky pocet pozorovani v kazdé slozce
vektoru X.

Piiklad. Uvazujme ndhodny vybér Z1, ..., Z,. Chceme védét, zdali tento ndhodny
vybér pochdzi z néjaké parametrické rodiny rozdéleni Fx(x) = F(x;0x), kde
O0x € O neni znamo (napi. néjaké normélni, gama nebo Poissonovo rozdéleni).
Stanovime si intervaly (ax_1,ax), k = 1,..., K, ap = —o0, axg = oo tak, ze
jejich pocet K je vyrazné mens$i nez pocet pozorovani n. Spocitame, kolik po-
zorovani padlo do k-tého intervalu: Xp = Y71 I, | 4,)(Zi). Odhadneme pa-
rametr Ox FeSenim soustavy (7.5). Pochdzi-li ndhodny vybér Zy,...,Z, z dané
rodiny rozdéleni, pravdépodobnosti Jednothvych intervalu jsou prlbhzne pk(O )=
F(a; 0, n)—F(ag—_1; 0, ). Zamitne-li x? test hypotézu Hy, prokézali jsme, Ze ndhodny
vybér Z1, ..., Z, nepochézi z dané rodiny rozdéleni.

71



8 Dvouvybérové kategorialni problémy a
kontingencni tabulky

8.1 Dvouvybérové kategoridlni problémy

Nyni se budeme zabyvat porovnanim dvou nezavislych binomickych veli¢in X; ~
Bi(n,p1) a Xao ~ Bi(m,p2).

Cilem je zjistit, zdali a jakym zptsobem se lisi pravdépodobnosti p; a ps. Je-
jich odliSnost muzeme vyjadrit ruznymi zpusoby, podle toho dostaneme nékolik
alternativnich variant odhadu a testu.

Pokud chdpeme udalosti, jejichz pocty uddvaji X; a Xo, negativné (smrt, nemoc,
nezameéstnanost, bankrot) muzeme interpretovat parametry p; a ps jako rizika
udalosti v obou populacich.

Pravdépodobnosti (rizika) p; a ps muzeme odhadnout metodami popsanymi v
kapitole 7.1, tj. p1 = X1/n, p2 = Xo/m. Plati pro né véta 7.1.

U v8ech asymptotickych vysledki budeme podobné jako v kapitole 6 predpokladat
n — 0o, m—oocan/m—q,kde 0 < g < oo.

8.1.1 Rozdily pravdépodobnosti, nariist rizika

Prvni zpusob, jak mtizeme vyjadrit odlisnost obou rozdélenti, je rozdil pravdépodobnosti
(rizik)* dx = p1 — p2. Tento parametr i1kd, o kolik je vétsi riziko v populaci 1 nez
v populaci 2. Muze nabyvat hodnot —1 az 1. Pravdépodobnosti (rizika) v obou
populacich jsou totozné pravé kdyz dx = 0. R

Nestrannym a konsistentnim odhadem parametru dx je d = py—pa. Z véty 7.1(iv)
a z nezavislosti X1 a X9 dostaneme technikou velmi podobnou dukazu véty 6.3

Tvrzeni 8.1.

~

d —dx
\/ﬁlu—ﬁl) | P2(1-P2)

n m

25 N(0, 1).

Pro asymptoticky test hypotézy Hg : dx = 0 proti alternativé Hy : dx # 0

* Angl. risk difference, excess risk
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8 Dvouvybérové kategoriadlni problémy a kontingenéni tabulky

pouzijeme testovou statistiku
d
\/ﬁlu—ﬁl) | P2(1-P2)

n m

Ty =

a hypotézu zamitneme pokud |Ty| > uy_q/2.
Piiblizny interval spolehlivosti pro dx je

-~ (-5 (-7
P[d_\/pl( p1)+p2( pz)u1_a/2<dx<
n m

-~ (-p)  p(-p
d+\/p1( p1)+p2( D2)

Ul—q/2| — 1—a.
n m

Tato metoda je obdobou dvouvybérového z-testu pro nomindlni data.

8.1.2 Podily pravdépodobnosti, relativni riziko

Jiny zpusob, jak vyjadiit odlisnost obou rozdéleni, je relativni riziko™ rx = p1/pa.
Tento parametr tika, kolikrat je vétsi riziko v populaci 1 nez v populaci 2. Muze
nabyvat hodnot v intervalu (0, c0). Pravdépodobnosti (rizika) v obou populacich
jsou totozna praveé kdyz rx = 1.

Konsistentnim (nikoli nestrannym) odhadem parametru rx je ¥ = p1/p2. Zlo-
garitmovanim dostaneme log 7 = log p1 — log pa. Véta 7.1(iv) a delta metoda déva

1 _
vn(logp1 — log p1) 2, N(O, plpl)-

N D 1-
Vvm(log pp — logp2) — N<07 p2p2)-

Odtud a z nezavislosti X7 a Xy dostaneme toto tvrzeni:

Tvrzeni 8.2.

log7 —1

log7 —losrx Dy 1.
I—Aﬁl 1—23\2
npi mp2

Pravdépodobnosti (rizika) v obou populacich jsou totozné pravé kdyz rx = 1
neboli logry = 0. Pro asymptoticky test hypotézy Hy : rx = 1 proti alternativé
H, : rx # 1 pouzijeme testovou statistiku

log7
T = ————
1—Apl 1—192
npi mp2

* Angl. relative risk
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8 Dvouvybérové kategoriadlni problémy a kontingenéni tabulky

a hypotézu zamitneme pokud |T;.| > u1_q /-
Piiblizny interval spolehlivosti pro relativni riziko rx je

np1 mpa

P[?exp{— 1-p1 + 1-p2 ul—a/Q} <rxy <

?exp{ Lp1 | 1-po ul_a/g}} —1—-a.

np1 mpa

8.1.3 Pomér Sanci
Ttetim moznym zpisobem vyjadieni odlisnosti obou rozdéleni je pomér Sanci*

_ p1/(1—p1) _ p1(1 —p2)
T /(0 =pa)  p(l—p1)

Tento parametr #ik4, kolikrat je vétsi sance v populaci 1 nez v populaci 2. Muze
nabyvat hodnot v intervalu (0, c0). Pravdépodobnosti (rizika) v obou populacich
jsou totoznd pravé kdyz ox = 1.

Konsistentnim (nikoli nestrannym) odhadem parametru ox je

P11 —Dp2) _ Xi(m — X2)
p2(l—p1) Xo(n—Xy)'

Zlogaritmovéanim dostaneme logo = log py — log(1 — p1) — log p2 + log(1 — p2). Z
véty 7.2(i) a z nezavislosti X; a Xy plyne nésledujici tvrzeni:

0=

Tvrzeni 8.3. Necht

o 1 R B SR
°“mpr n(l—p1) mpr m(l—Dpo)
1 1 1 1

:Z+R—X1+E+W—X2'

Pak

logo —1
los0 — logox o, g, 1),

~

Vo

Pravdépodobnosti (Sance) v obou populacich jsou totozné préaveé kdyz ox = 1
neboli logox = 0. Pro asymptoticky test hypotézy Hg : ox = 1 proti alternativé
Hi : ox # 1 pouzijeme testovou statistiku

_ logo

T

=

* Angl. odds ratio

74
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a hypotézu zamitneme pokud |15 > u1_q /2.
Piiblizny interval spolehlivosti pro pomér Sanci ox je

P[ﬁexp{—\/?oul_a/g} <ox < EeXp{\/%ul_a/Q}} —1—a.

8.2 Kontingenéni tabulky

Necht X € {1,...,J} a Z € {1,..., K} jsou dvé kategoridln{ veli¢iny. Uvazujme
nahodny vybér (X1, Z1)7,..., (XN, Zn)T o rozsahu N (pevném). Oznaéme pocet
jedincu klasiﬁkovanych do j -té kategorie veliciny X a k-té kategorie veliciny Z
jako nji, = Zz H{Xi=4,Zi=k},j=1,...,J,k=1,..., K. Ndhodnou veli¢inu
nji Nazyvame pozorovanou cetnostl kategorle Jr k. Necht pj, =P [X = j, Z = k.

Zavedeme-li vektory m = (ni1,...,nyx)" a p = (p11,...,pJK)", Pak m ~
Mult g (N, p). Oznacme mj;, = Enj, = Npjp.

Ozna¢me déle

K J
nj+ = E Njks Nk = E ks Mt =
k=1 j=1

MK
M=

njk :N,

<.
Il
—
Eond

M“

=1
K J K

mjq = § Mk,  Myk = § Mjk, Myt = E mjr = N,
k=1 j=1 1h=1

K J K
Dj+ = ijlm Ptk = ijk, D+ = ijk
k=1 j=1 =1

Pravdépodobnosti p;; urcéuji sdruzené rozdéleni X a Z. Pravdépodobnosti p; =
P [X = j] urc¢uji marginalni rozdéleni X. Pravdépodobnosti p4 i = P [Z = k] urcuji
marginalni rozdéleni Z.

Pozorované ¢etnosti muzeme sestavit do tabulky, kterou nazyvame kontingencéni
tabulka™.

o,
i M& .
- i

Z=1 Z=K]| Y
X=1 nii nmMg ni+
X =2 nal NoK Not
X=J nJji nNjK nj+
Z 41 n+g N

Podobné muzeme sestavit tabulku pravdépodobnosti, kterda popisuje sdruzené
rozdéleni vektoru (X, Z)T i marginalni rozdélenf velicin X a Z.

* Angl. contingency table
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Z=1 ... Z=K] >
X=1 pir - PIK | Pi+
X=21| pa D2k | P2+
X=J| pn ... DIk |DPi+
) P+l - D+K 1

Ozna¢me jesté podminéné pravdépodobnosti

. Pjk
PIX=j|Z=k]|=pju =2,
[ gl | = Pj) por
. Dj
P[Z=k| X =j]=pgr=""".
Dj+
8.2.1 Kontingenini tabulky 2 x 2

Nejprve se budeme zabyvat specialnim piipadem J = 2 a K = 2, kdy obé veli¢iny
mohou nabyvat pouze dvou hodnot. Vysledné kontingenéni tabulka obsahuje 2 x 2
cetnosti:

Z=1 Z=2]5 Z=1 Z=2]5
X=1| nn nig | niy X=1| pn P12 | Py
X=2| ng ng2 | Moy X=2| pu P22 | P2y
> ng1 nya | N > P+1 p2 | 1

Tuto situaci jsme vlastné fesili v kapitole 8.1. Pfedstavme si, ze veli¢ina Z urcuje
¢islo vybéru: mame jeden vybér hodnot nahodné veli¢iny X z jedincu spliujicich
Z =1 a druhy vybér ndhodné veli¢iny X z jedincu spliujicich Z = 2. V prvnim
vybéru bylo n1; hodnot X = 1 (uspéch) a ng; hodnot X = 2 (netispéch), celkem
n41 pozorovani. Pravdépodobnost tspéchu v 1. vybéru je piq)y = p11/pr1- V
druhém vybéru bylo ni2 hodnot X = 1 (ispéch) a ngy hodnot X = 2 (neuspéch),
celkem n 5 pozorovéni. Pravdépodobnost tispéchu v 2. vybéru je py(2) = p12/p+2-

Zmageni zavedené v kapitole 8.1 muzeme snadno pfevést na znaceni pouzivané

nyni a naopak. Napiiklad studovana kontingenc¢ni tabulka pfepsand ve znaceni
kapitoly 8.1 je

Z-1 Z-=2 5
X=1 X1 X5 X1+ Xo
X=2|n—-X1 m—Xo|n+m-—X;—Xo
> n m n+m

Rozdil proti situaci v kapitole 8.1 spoc¢ivd v tom, Ze tam byly oba vybéry
nezavislé, zatimco nyni uvazujeme jeden vybér z multinomického rozdéleni se
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8 Dvouvybérové kategoriadlni problémy a kontingenéni tabulky

¢tyfmi moznymi hodnotami. Tehdy byly rozsahy obou vybéra n,m pevné, nyni
jsou to binomické ndhodné veli¢iny a pouze celkovy pocet pozorovani N =n+m
je pevny. Znovu jsme narazili na dvé ruzné formulace dvouvybérového problému,
podobné jako v kapitole 6 o dvouvybérovych testech pro nominalni data. Stejné
jako tam, i tady je jedno, kterou formulaci pouzivame a jakym zpusobem byla
kontingen¢ni tabulka vytvofena. VSechny studované metody plati pro obé dvé
formulace.

Protoze v nasi soucasné formulaci pracujeme s multinomickym rozdélenim, muzeme
pouzivat vSechny vysledky z kapitoly 7.2 a 7.3. Odhadem pravdépodobnosti p;; je
n;j/N. Odhadem vektoru p je p, = n/N.

Kapitola 8.1 ndm davéd ndvod, jak porovnat riziko udélosti [X = 1] pro ruzné
hodnoty Z. Muzeme pouzit tii zpusoby porovnani:

e rozdil rizik dx = py(1) — p1(2) odhadneme pomoct d= % - 7%22;

e relativni riziko rx = p1(1)/pi(2) odhadneme pomoci 7 = Zi;gﬁ,
e pomér Sanci ox = Py (17Pia) odhadneme pomoci 0 = 2122 (proto se
p1(2)(1=P1(1)) n12n21

poméru Sanci nékdy tiké krizZovy pomeér®).

Metody pro testovani téchto parametri a konstrukci intervali spolehlivosti jsou
uvedeny v kapitole 8.1.
Jsou-li ndhodné veliciny X a Z nezavislé, musi pro kazdé j, k € {1,2} platit

PX=4j,Z=kl=P[X =j4]P[Z=k] neboli pjr=pjipsk
anebo ekvivalentné
P[X=j|Z=k]=P[X =j] meboli pju) = pj+

Jelikoz pyxy = 1 — py(x), nezavislost plati prave kdyz py1) = pi(2), coz je ekviva-
lentni kterémukoli ze vztahu

dX:(), TX:1, 030:1.
Test na nulovost rozdilu rizik nebo jednotkovost relativniho rizika ¢i poméru Sanci
je v této situaci zaroven testem nezavislosti X a Z.
Testovani nezavislosti y? testem

Jinou metodu jak otestovat nezavislost X a Z poskytuje x? test dobré shody pro
multinomické rozdéleni s odhadnutymi parametry zalozeny na vété 7.6. Pokud

* Angl. cross ratio
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plati hypotéza, ze X a Z jsou nezavislé, pravdépodobnosti p = (p11, p12, p21,p22) "
specifikujici multinomické rozdéleni vektoru m jsou vlastné funkcemi pouze dvou
parametri pi4 a py1. Mame tedy p = p(0x), kde Ox = (p1+,Ap+1)T. Maximélné
vérohodny odhad parametru @x za hypotézy nezavislosti je 8, = (p1y,pr1)" =
(n14+/N,ny1/N)T. Maximélné vérohodny odhad vektoru p za hypotézy nezéavislosti
jest

Pn(an) =D14P41 = %

P12(6n) = Pry (1= Pr1) = PryPya = %
p21(62) = (L= P = PasPor = “ayt
p22(B) = (1= Buy) (1= i) = ParPro =y

Ocekavané cetnosti v kontingenéni tabulce za platnosti hypotézy jsou N pjk(gn) =
NDj+Dyk = nj4nyr/N. Potet parametrt za nulové hypotézy je d = 2.
Testova statistika je

Za platnosti hypotézy nezavislosti ma asymptoticky rozdéleni Xi d_1» kde d = 2,
tj. x3. Hypotézu nezévislosti zam{tneme, pokud x? > x3(1 — ).
8.2.2 Kontingenéni tabulky 2 x K

Nyni rozsifime zkoumanou situaci na piipad J = 2 a K > 2. Kontingenéni tabulka
obsahuje 2 x K ¢etnosti:

Z=1 Z2=2 ... Z=K| S
X=1 nii ni92 PN ng ni+
X =2| ng n22 Nnog | Noy
> nyl nge ... ngg | N

Z7=1 Z2=2 ... Z=K]| S
X=1| pn P12 ... Pk | D1+
X=2] pan P22 D2k | P2+
> p+1 p+2 ... pyx | N
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8 Dvouvybérové kategoriadlni problémy a kontingenéni tabulky

Toto je zobecnéni situace fesené v kapitole 8.1. Mtzeme si ji pfedstavit i tak,
ze mame (po sloupcich) K vybéru z binomického rozdéleni s potencidlné ruznymi
pravdépodobnostmi ispéchu pyx/pyr nebo méame (po fadcich) dva vybéry z mul-
tinomického rozdéleni s potencidlné ruznymi vektory pravdépodobnosti

(p11/P14> P12/P1ts - - -, D1 /P14) " & (D21/PasyPa2/Dots - - - D2k /D24 -

Testovani nezavislosti y? testem

Jsou-li nahodné veliciny X a Z nezavislé, musi pro kazdé j =1,2a k=1,..., K
platit

PIX=j,Z=k=P[X=jP[Z=k neboli pj=pjips
anebo ekvivalentné
P[X=j|Z=k]=P[X =j] neboli pju) =pj+

Jelikoz py(xy =1 — py(x), nezavislost plati prave kdyz py1) = pi2) = - .- = P1(x)-

To vyzaduje, aby mezi kterymikoli dvéma skupinami byl rozdil rizik 0 nebo
relativni riziko ¢ pomér Sanci 1. Zatimco zobecnit testovani pomoci rozdilu rizik,
jednotkovosti relativniho rizika ¢i pomeéru Sanci na tento piipad by vyzadovalo
dalsf praci, x? test nezavislosti lze zobecnit snadno.

Pokud plati hypotéza, ze X a Z jsou nezavislé ndhodné veli¢iny, pravdépodobnosti
p = (p11,p21, - .., D1k, P2k )| specifikujici multinomické rozdéleni vektoru n jsou
vlastné funkcemi pouze K parametri piy a pyi1,...,p4(x—1)- Mame tedy p =
p(0x), kde Ox = (p1+,P+1,--- ,pHK,l))T. Maximalné vérohodny odhad parame-

tru O x za hypotézy nezavislosti je 0, = (p1+, D11, - - - ,ﬁ+(K_1))T = (n14+/N,n41/N, ... ,nyg-1)/N)
Maximélné vérohodné odhady slozek vektoru p za hypotézy nezavislosti jsou

) ~ Nj4 N4k
pjk(gn) = Pj+P+k = Jv;
7 =12, k=1,...,K. Octekdvané ¢etnosti v kontingenc¢ni tabulce za platnosti

~

hypotézy jsou Npjr(0,) = NpjyDir = njinir/N. Pocet parametru za nulové
hypotézy je d = K.
Testova statistika je

Za platnosti hypotézy nezavislosti méa asymptoticky rozdéleni X% K—F—1 bi- X%{A'
Hypotézu nezavislosti zamitneme, pokud x? > x%_,(1 — «).
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8 Dvouvybérové kategoriadlni problémy a kontingenéni tabulky

Test nezavislosti zaroven testuje i hypotézu ze K vybéru z binomického rozdéleni
ma stejné pravdépodobnosti uspéchu (jde tedy o K-vybérovy test na binomické
rozdéleni) a hypotézu, ze dva vybéry z multinomického rozdéleni maji stejné vek-
tory pravdépodobnosti (jde tedy o dvouvybérovy test na multinomické rozdélent).

8.2.3 Kontingentni tabulky J x K

Zobecnéni na situaci J > 2 a K > 2 je nyni snadné. Kontingenéni tabulka obsahuje
J x K Cetnosti:

7 =1 Z=-K] S
X=1 n11 MK ni+
X=2| nyn Nog | Nnaoyt
X=J nJji NJK nJj4+
Z n41 ny K N

Z =1 Z=K[ S
X=11| pn PIK | P1+
X=2| pn Dok | D2+
X=J| pn PIK | PJ+
) P P+K 1

Muzeme si ji pfedstavit i tak, ze mame (po sloupcich) K vybérua z multino-
mického rozdéleni Mult; s potencidlné ruznymi vektory pravdépodobnosti nebo
(po tadcich) J vybért z multinomického rozdéleni Multx s potencidlné ruznymi
vektory pravdépodobnosti.

Testovani nezavislosti y? testem

Jsou-li ndhodné veliciny X a Z nezavislé, musi pro kazdé j = 1,...,J a k =
1,..., K platit

PX=4,Z=kl=P[X =j]P[Z=F] neboli pjr=0pjtptk

anebo ekvivalentné
P[X=j|Z=k]=P[X =]

neboli pj(k) = Pj+-

Nezdvislost plati prave kdyz p;) = pj2) = - .- = pj(k) pro vsechnaj =1,...,J.To
vyzaduje, aby v kterékoli podtabulce 2 x 2 obsahujici hodnoty X = j,j' a Z = k, K/
byl rozdil rizik 0 nebo relativni riziko ¢i pomér Sanci 1.
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8 Dvouvybérové kategoriadlni problémy a kontingenéni tabulky

Pokud plati hypotéza, ze X a Z jsou nezavislé ndhodné veli¢iny, pravdépodobnosti
p = (p11,...,psx)" specifikujici multinomické rozdéleni vektoru n jsou vlastné
funkcemi pouze J — 1+ K — 1 parametriit pi4,...,p(j—1)+ @ D41s-- > D4(K—1)-

Méme tedy p = p(0x), kde Ox = (p14,...,P(J—1)4sP+1:-- - Pr(k—1)) - Ma-
ximélné vérohodny odhad parametru @x za hypotézy nezavislosti je

~

On, = (D1ts - s D(I—1)45 D41y - -+ D (K —1)
= (n1+/N, ce ,n(J,1)+/N, TL+1/N, ce ,nJr(K,l)/N)T.

)T

Maximélné vérohodné odhady slozek vektoru p za hypotézy nezavislosti jsou

A ~ NG+ Nk
pjk‘(an) = Pj+P+k = ]Tu
J=1...,J,k=1,..., K. Otekdvané cetnosti v kontingencni tabulce za platnosti

hypotézy jsou Npjr(0,) = NpjyDir = njinqr/N. Pocet parametru za nulové
hypotézy jed =J + K — 2.
Testova statistika je

Za platnosti hypotézy nezavislosti mé asymptoticky rozdéleni X3 K—(J4+K—2)—17 tj.
X%J—l)(K—l)' Hypotézu nezévislosti zamftneme, pokud y? > X%J—l)(K—l)(l — ).

Test nezévislosti zaroven testuje i hypotézu ze K (J) vybéru z multinomického
rozdéleni mé stejné vektory pravdépodobnosti (jde tedy o K-vybérovy test na
multinomické rozdéleni).
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9 Analyza rozptylu

Dvouvybérové testy se hodi, chceme-li zjistit, jestli se dvé disjunktni skupiny

nezavislych pozorovani 1isi v néjaké charakteristice, nejcastéji ve stfedni hodnoteé.

Jak ale porovnat stfedni hodnoty, je-li skupin vice? Pro kategoridlni data (bino-

mické ¢i multinomické rozdéleni) jsme tento problém fesili v minulé kapitole. Nyni

budeme studovat tento problém pro nomindlni (numerické) ndhodné veli¢iny.
Mame k > 2 nezavislych ndhodnych vybéra

Yi1,...,Y1p, z rozdéleni Fi,
Yo1, ..., Yo, z rozdéleni Fy,
a Y1, ..., Y, zrozdéleni Fy,.

Pozorovani oznacujeme Y;;, kde 7 je ¢islo vybéru jdouci od 1 do k a j je index
pozorovani v ramci daného vybéru bézici od 1 do n;, kde n; je rozsah i-tého vybéru.

Model F specifikuje mnozinu uvazovanych distribu¢nich funkei Fi, ..., Fj. Pa-
rametrem, ktery chceme porovnat, budiz stfedni hodnota. Oznacme si p; = EY;
stfedni hodnotu i-tého vybéru. Chceme testovat hypotézu

HO:MIZ"':,U/IC

proti alternativé
Hy: 3 # 5w # py

Kdybychom chtéli porovnat stfedni hodnoty pouze dvou vybranych skupin ¢
a j, mohli bychom pouzit tfeba dvouvybérovy t-test nebo z-test. Slo by takto
provést dvouvyberove testy pro vSechny mozné dvojice skupin a otestovat vSechny
hypotézy H = ;. Pokud by néktery test zamitl H; “ na hladiné «, pak stredni
hodnoty nemohou byt u vsech vybéru stejné. Bohuzel, Jak lze snadno nahlédnout,
celkové pravdépodobnost zamitnuti platné Hy by byla mnohem vétsi nez ono «, na
némz provadime jednotlivé dvouvybérové testy hypotéz H0 Proto potiebujeme
jinou metodu, ktera zaru¢i dodrzeni pozadované hladiny. Metoda, kterou si nyni
ukdzeme, se nazyva analyza rozptylu*. (Vlastné pujde jen o nejjednodussi specidlni
pripad analyzy rozptylu, tzv. jednoduché tiidéni — one way ANOVA.)

* Angl. analysis of variance, ANOVA
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9 Analyza rozptylu

Model:
F={F =N(u,0?), s €Ri=1,...,k,c%> 0}

Vsechny vybéry maji mit normélni rozdéleni s totoznym rozptylem, mohou se lisit
pouze stifedni hodnotou.
Testované parametry: Stfedni hodnoty u; = EYj;

Hypotéza a alternativa:

Ho:po ==, Hi:3i#j:w# py.
Testujeme, zdali maji vSechny vybéry stejnou stfedni hodnotu.

Znaceni. Ozna¢me n = Zle n;. Necht Y, ot Z;“Zl Yij a Vit o n{l Z;“:l Yi;
jsou soucty a pruméry jednotlivych vybéri, necht Y, df Zle > iy Yij je celkovy

. 5a df . . . 0 o
soucet a Y, =n~! Zle > it Yij je celkovy primer.

Definice 9.1. Soucty ¢tverci v analyze rozptylu
e SS¢ il Zle > (Yij — Y. 1)? nazyvame celkovy soucet ctverci*.
e SSy o Ele ni(Yiy — Y14)? nazyvame soucet ctverci skupin'.
e 5SS, of Ele >y (Yij — Yi.)? nazyvame residudini soucet ¢tvercii:.

Véta 9.1. Plati
SS5c =854+ 88S..

Poznamka. Jelikoz Y;, je odhadem ju; a Y je odhadem celkové stiedni hodnoty
(za Hy), bude za platnosti hypotézy SS4 malé vzhledem k SS.. Pokud je SS4
velké vzhledem k SS., znamena to, ze se priuméry jednotlivych skupin od sebe
prilis lisi a hypotézu o rovnosti stfednich hodnot bychom méli zamitat.

Véta 9.2 (rozdéleni souctu ¢tvercu). Za platnosti modelu F méme

1.
SSe 9 SSe 9
o2 T Xnk En—k -7
2. Plati-li navic hypotéza Hy, pak
2 T EoTE =0

* Angl. total sum of squares T Angl. between group sum of squares ¥ Angl. residual sum of
squares, error sum of squares
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9 Analyza rozptylu

3. Plati-li navic hypotéza Hy, pak

S54 2 554 o2

—_— E =
o2 Xk—1> kE—1

4. Plati-li navic hypotéza Hy, pak SS4 a SS. jsou nezavislé.

Poznambka.
e SS./(n— k) je vzdy nestrannym odhadem rozptylu o2 (bez ohledu na plat-
nost hypotézy).
e SS4/(k — 1) je nestrannym odhadem rozptylu pouze za hypotézy. Pokud
hypotéza neplati, 1ze ukazat, ze

k
k_1—0<+k_1;;Mm fi),

E

— 1k
kde 1 =n~1 308 | nyp;.
e Tato metoda se nazyva analyza rozptylu kvili tomu, jakym zptsobem je se-
stavena testova statistika. Uc¢elem analyzy rozptylu neni analyzovat rozptyl.

SS4 / SS.
Fi—
A k—l/n—k

Hypotézu budeme zamitat pro prilis velké hodnoty Fa.

Testova statistika:

Véta 9.3. Za platnosti modelu F a hypotézy Hy plati Fa ~ Fj_1 5—k.

Kriticky obor:
Hy zamitneme < Fy > Fi_q,-1(1 — )

kde F,_1 n—i(1—a) je (1 —a)-ty kvantil F rozdéleni s k—1 a n— k stupni volnosti.

Poznamka. Tetno test se nazyva F test analyzy rozptylu. Je to pfesny test rov-
nosti stfednich hodnot v & > 2 nezavislych vybérech. Vyzaduje normalni rozdéleni
a stejny rozptyl ve vSech vybérech.

P-hodnota: p = 1 — F*(s), kde s je pozorovana hodnota testové statistiky a F™* je
distribu¢ni funkce rozdéleni Fj_1 ,,—.

Poznamka. Vysledky analyzy rozptylu se tradicné uvadéji formou tabulky.
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9 Analyza rozptylu

Zdroj Soucet  Stupnu

ménlivosti  étvercu  volnosti Podil ¥
Skupina SS 4 E—1 % % %
Residudlni 5SS, n—k %

Celkovy SSc n—1

Véta 9.4. Pokud k = 2, pak plati

Fy=T2

ni,nz’

kde Fj4 je testova statistika analyzy rozptylu a 7T, 31,@ je Ctverec testové statis-
tiky dvouvybérovéto t-testu. Pro porovnani dvou skupin je tedy analyza rozptylu

ekvivalentni dvouvybérovému t-testu.
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10 Zaklady regrese

10.1 Korela¢ni analyza

Necht ();) je spojity ndhodny vektor s dvourozmérnou distribuén{ funkei . Necht

Xl Xn

v )\,
je ndhodny vybér z téze distribucni funkce o rozsahu n > 4. Korela¢ni koeficient
veli¢in X aY
cov (X,Y)

=o(X,)Y) = ———
0= ol ) vvar X varY

méii silu linedrni zavislosti mezi nimi.
V definici 3.3 jsme zavedli vybérovy korelaéni koeficient

. Sxy

On = Sx Sy’

kde

Vime, ze se jednd o konsistentni odhad korela¢niho koeficientu o.
Pozdgji v této kapitole dokazeme vétu, s jejiz pomoci budeme moci odvodit

nasledujici tvrzeni.
X4 X,
v, o\,
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je ndhodny vybér z dvourozmérného normalniho rozdéleni s nulovym korela¢nim
koeficientem o(X,Y) = 0. Pak pro vybérovy korelacni koeficient p,, plati

Ty=vn— 222~ by,

Tato véta ndm davé nastroj k testovani hypotézy Hy : ¢ = 0 proti alternative
H; : 0 # 0 za predpokladu dvourozmérného normalniho rozdéleni. Hypotézu Hy
zamitneme na hladiné o, pokud

ITy] > ta(l - a/2),

kde tp,—2(1 — @/2) je (1 — a/2)-kvantil rozdéleni ¢,_5. Pomoci véty 10.1 ovSem
nelze sestrojit interval spolehlivosti pro g.
Jinou metodu zaloZenou na transformaci funkci

l1+=x
1—=x

1
arctghx = 3 log

navrhl R. A. Fisher. Rik4 se ji Fisherova Z-transformace. Fisher ukézal platnost

nasledujiciho tvrzeni.
X4 Xn
v )y

je ndhodny vybér z dvourozmérného normélniho rozdéleni s korelaénim koeficien-
tem p. Pak pro vybérovy korelacni koeficient g, plati

Tvrzeni 10.2. Necht

v'n — 3(arctgh o,, — arctgh p) D, N(0,1).

Chceme-li otestovat hypotézu Hgy : ¢ = ¢ proti alternativé H; : o # oo,
spocitame testovou statistiku

Zn = V/n — 3(arctgh p,, — arctgh gp)
a Hy zamitneme na hladiné «, pokud
|Zn| > Ul—a/2-

Interval spolehlivosti pro ¢ ziskdme z intervalu spolehlivosti pro arctgh ¢ zpétnou

. . 2z)—1 .
transformaci pomoci funkce tghx = exp(22) =1 yqctaneme interval
exp(2z)+1

(tgh (arctgh 9n — uy_q 2/Vn — 3), tgh (arctgh 0, + ui_q/2/vVn — 3)).

87



10 Zaklady regrese

10.2 Model linearni regrese

Linedrni regrese zkouma vztah mezi spojitou velicinou Y a vektorem X, ktery
muze obsahovat jednu nebo vice spojitych ¢i diskrétnich veli¢in. Predpoklddame,
ze hodnota vektoru X muze ovliviiovat stfedni hodnotu Y, ale nikoli rozptyl Y.
Zajima nas, které komponenty X ovliviiuji EY a jakym zpusobem. Muzeme také
chtit predpovidat Y pro danou hodnotu X.

Data se sestavaji z n nezdvislych pozorovéani vektoru (V;, X;),i=1,...,n, kde
kazdé X; ma p < n slozek (Xj1,..., Xsp).

Definice 10.1.
e Nahodnou veli¢inu Y; nazyvame odezva. Alternativni nazev: zdvisle proménnd™.
o Komponenty ndhodného vektoru X; nazyvame regresory. Alternativni ndzvy:
nezdvisle proménné, vysvétlujici veliciny, prediktory, kovaridty!.

Poznamka. Puvodni data nemusi obsahovat pfimo pozorovani ndhodnych vek-
torit X, ale néjaké jiné veliciny Z; = (Z1, ..., Ziq) ", z nichz X; spo¢itdme néjakou
transformaci X; = h(Z;). Jednim z problému, které regresni analyza tesi, je uréeni
vhodné transformace h puvodnich dat Z;. My se tu ale timto problémem zabyvat
nebudeme. Budeme pfedpokladat, ze mame dény konkrétni jiz ztransformované
regresory X;.

Definice 10.2. Rekneme, ze data (Y, X;), i = 1,...,n, spliuji linedrni regresni
model*, pokud plati
Y = B1Xi1 + BoXio + - - + BpXip + &4, (10.1)

kde B = (B1,...Bp)" je vektor nezndmych parametri a e1,...,¢&, jsou nezavislé
nahodné veliciny spliujici Ee; = 0, vare; = o2. Slozky vektoru 3 nazyvame re-
gresni koeficienty®, ndhodné veliciny e; nazyvame chybové clenyd.

Model 10.1 muzeme piepsat nékolika dalsimi zpusoby. Napfiklad pomoci podminénych
momentu:
E(Yi| Xi)=51Xi1+ BoXio+ -+ 5pXip
var (Y;| X;) = o2
Tento zapis zduraznuje, ze linearni regresni model vyjadiuje podminénou stifedni

hodnotu Y}, je-li ddno X;, pomoci linedrniho vztahu a predpoklada, ze rozptyl Y;
je konstatni a nezavisi na X;.

* Angl. response, dependent variable, outcome t Angl. regressors, independent variable, ex-
planatory variable, predictors, covariates * Angl. linear regression model 5 Angl. regression
coefficients 1 Angl. error terms
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10 Zaklady regrese

Znaéeni. Nechl Y = (Y1,...,Y,)T, e = (e1,...,e,)" a

Matice X se nazyva regresni matice; ma n fadka a p sloupcu.

Regresni matice obsahuje v fddcich regresory jednotlivych pozorovani. Budeme
predpoklddat, ze X ma plnou hodnost, tj. r(X) = p ¢ili sloupce matice X jsou
linedrné nezavislé. Model 10.1 nyni mizeme piepsat vektorové:

Y =X3+e,
kde Ee = 0 a vare = o2I,.

Poznamka. V regresni analyze vétsinou volime X;; = 1 pro vSechna i. Parametr
B1 pak nazyvame absolutni clen™.

Priklady.

Absolutni €len Nejjednodussi regresni model obsahuje pouze absolutni ¢len: Y; =
b1 + €. Plati-li tento model, Y7,...,Y, jsou nezavislé veli¢iny se stejnou
stfedni hodnotou a stejnym rozptylem. Jsou-li Y1, . .., Y, ndhodnym vybérem
z rozdéleni s kone¢nym druhym momentem, pak spliuji tento regresni mo-
del. Regresni matice je sloupec délky n obsahujici jednicky.

Dvé skupiny Necht Z; je ndhodnd veli¢ina nabyvajici hodnot 0 nebo 1 pozorovand
spolu s Y;. Definujme X;5 = Z;. Regresni model jest Y; = 81 + B2 X2 + €.

Plati-li tento model, Y7,...,Y, se déli na dvé skupiny podle hodnoty Z;.
Je-li Z; = 0, pak EY; = (4. Je-li Z; = 1, pak EY; = 1 + (2. Parametr
B2 predstavuje rozdil stfednich hodnot obou skupin. Jsou-li Y7,...,Y, dva
(spojené) nezavislé ndhodné vybéry z rozdéleni s koneénymi druhymi mo-
menty, pak spliiuji tento regresni model. Pfiddme-li pfedpoklad normality,
tento model odpovidd modelu pro dvouvybérovy t-test.

Regresni matice X obsahuje v j-tém fadku vektor (1, Z;).
k skupin Necht Z; je ndhodnd veli¢ina nabyvajici hodnot 1,...,k pozorovand

spolu s Y;. Definujme X;; = Iz _; pro j = 2,..., k. Regresni model jest
Yi = 61+ BoXio + - + B Xik + &

* Angl. intercept
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Plati-li tento model, Y7,...,Y, se déli na k skupin podle hodnoty Z;. Je-li
Z; = 1, pak EY; = B1. Je-li Z; = j > 1, pak EY; = 1 + ;. Parametr §;
predstavuje rozdil sttednich hodnot j-té a prvni skupiny. Tvoti-li Yi,...,Y, k
(spojenych) nezavislych ndhodnych vybéru z rozdéleni s kone¢nymi druhymi
momenty, pak spliiuji tento regresni model. Pfidame-li pfedpoklad normality,
tento model odpovida modelu pro analyzu rozptylu.

Regresni matice X obsahuje v j-tém fddku vektor (1,1;z,—2}, ..., L1z —x})-

Jednoducha linearni regrese Necht Z; je nomindlni (nikoli kategoridlni) ndhodnd
veli¢ina pozorovana spolu s Y;. Definujme X;o» = Z;. Regresni model jest
Y, = b1 + B2 X2 + &;. Tento model nazyvame jednoduchd linedrni regrese.
V tomto modelu je EY; linearni funkci regresoru Z;. Parametr (s se nazyva
smeérnice regresni primky*.

Dosadime-li Z; = 0, dostaneme 1 = E(Y;| Z; =0), tj. absolutni ¢len vy-
jadfuje stfedni hodnotu Y; pro pozorovani s nulovym regresorem. Dale,

,BQ:E(YHZi:x—i—l)—E(YﬂZi:x),

¢ili By vyjadiuje rozdil ve stfedni hodnoté EY; po zvyseni regresoru X; o
jednu jednotku. Je-li B3 = 0, znamend to, Ze regresor neovliviiuje stiedni
hodnotu (ani rozptyl) Y;.

Regresni matice X obsahuje v j-tém fadku vektor (1, Z;).

Kvadraticka regrese Necht Z; je nominélni (nikoli kategoridlni) ndhodné veli¢ina
pozorovand spolu s Y;. Definujme X;5 = Z; a X;3 = ZZ? . Regresni model jest
Y; = 51+ BoXio + B3X;3 + €;. Tento model nazyvame kvadratickd regrese. V
tomto modelu je EY; kvadratickou funkci regresoru Z;.

Je-li B3 = 0, znamena to, ze zavislost stfedni hodnoty na Z; neni kvadraticka,
ale linearni. Je-li B2 = 0 a 83 = 0, znamena to, ze regresor neovliviiuje stfedni
hodnotu (ani rozptyl) Y;.

Regresni matice X obsahuje v j-tém fddku vektor (1, Z;, Z2).

Kvadratickou regresi lze snadno zobecnit na polynomidlni regresi stupné p.

Po &astech linearni regrese Necht Z; je nomindlni (nikoli kategoridlni) ndhodna
veli¢ina pozorovana spolu s Y;. Zvolme konstantu ¢y € R a definujme X;o =
Z;a X3 = (Zi_CO)H(co,oo)(Zi)- Regresni model jest Y; = 814 82 X0+ 83 X3+
€;. V tomto modelu je EY; spojitou po ¢astech linearni funkei regresoru Z;
se zlomem ve smérnici v bodé ¢g.

* Angl. slope
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10 Zaklady regrese

Parametr §y vyjadiuje smérnici regresni piimky v intervalu (—oo, ¢p). Pa-
rametr (3 vyjadfuje zménu ve smérnici regresni piimky pro Z; > cg. Na
intervalu (cp,00) je smérnice S + [33.

Je-li B3 = 0, znamena to, ze smérnice se v bodé ¢y neméni a zavislost stredni
hodnoty na Z; je linedrni. Je-li f2 = 0, znamen4 to, Ze na intervalu (—oo, ¢p)
nezavisi stfedni hodnota Y; na Z;. Je-li 5 = 0 a 83 = 0, znamena to, ze
regresor neovliviiuje sttedni hodnotu (ani rozptyl) Y;.

Regresni matice X obsahuje v j-tém fddku vektor (1, Z;, (Zi —co)l(¢y,00)(Zi))-

Po tastech konstantni regrese Necht Z; je nomindlni (nikoli kategoridln{) ndhodna
veli¢ina pozorovand spolu s Y;. Zvolme konstanty cp = —o0 < ¢1 < 2 <
- < cp = 00, Jp = (ck—1,¢) a definujme X;; = 17,(Z;), j = 2,...,k.
Regresni model jest Y; = 51 + B2 Xio + - - - + B Xik + €;- V tomto modelu je
EY; schodovitou po ¢astech konstatni funkci regresoru Z; se skoky v bodech
Cly--.yCk—1-
Je-li Z; < c1, pak EY; = B1. Je-li Z; € Jj, j > 1, pak EY; = 31 + B;. Pa-
rametr (3; pfedstavuje rozdil stiednich hodnot na j-tém a prvnim intervalu.
Pridame-li pfedpoklad normality, tento model odpovida modelu pro analyzu
rozptylu, kde skupiny jsou definovany pomoci hodnoty Z; a délicich bodu
Cly--.3Ck—1-

Regresnf matice X obsahuje v j-tém fadku vektor (1,1;7.c 7y, - - aH{ZieJk})~

Interpretace parametrii obecného regresniho modelu

Uvazujme regresni model
E(Y:| Xi) = B1+ BaXio+ B3 Xiz + - + BpXip.

Méme 81 = E(Y;| X; =0), tj. absolutni ¢len vyjadiuje stfedni hodnotu Y; pro
pozorovani s nulovou hodnotou vsech regresoru.
Podivejme se nyni na parametr f#s. Dostaneme

62:E(}/i|Xi2:$+17Xi3:$37...,Xip:xp)—
E(}/i|Xi2:$7Xi3::L’3,...,Xip:$p)

¢ili parametr By vyjadiuje rozdil ve stfedni hodnoté EY; po zvySeni regresoru
X2 0 jednu jednotku, pricemz vsechny ostatni regresory zlstavaji konstantni. Jde
tedy o efekt regresoru X;o ocistény od vlivu vSech ostatnich v modelu pfitomnych
regresoru. Je-li §o = 0, znamena to, ze kdyby ostatni regresory byly v celé populaci
konstantni, nemél by regresor X;o zadny vliv na stfedni hodnotu (ani rozptyl) Y;.
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10 Zaklady regrese

To v8ak neznamend, ze X;o sdm o sobé nema vliv na EY; — tento vliv je ale zcela
zprostiedkovéan (vysvétlen) zavislosti mezi X;o a ostatnimi regresory.

Tato interpretace neplati v situaci, kdy regresory Xis,..., X;, jsou funkcemi
regresoru X;o. Pak by nebylo mozné, aby se regresor X;o zménil o jednotku a
pritom ostatni regresory zustaly beze zmény.

10.3 Odhady metodou nejmensich &tverct

Necht B je néjaky odhad vektoru parametri 3. Oznacme Y = X B odhadnuté
stfedni hodnoty odezvy, tj.

Y = BiXo + BaXio + -+ BpXip = X[ B

Odhad B vybereme tak, aby vektor ¥ byl co nejblize vektoru Y v euklidovské
vzdalenosti, tj.

~

n
B = arg min Zl(Y - X! B)%.
1=

Definice 10.3. Tento odhad B\ nazyvame odhad metodou nejmensich ctvercu™.

Funkci, kterou minimalizujeme, Ize prepsat jako

n

Y Vi-X[8)?=(Y-XB)"(Y - XB).

i=1
Vyjadieni pro odhad B dostaneme snadno pomoci maticovych derivaci:

S5 (¥~ X8 (¥ —X8) = ~XT(¥ - XB)~[(¥ ~XB)"X] = ~2(X"¥ - X"Xp).

Polozime-li derivaci rovnou nule, zjistime, ze 3 fesi soustavu p linedrnich rovnic o
p neznamych

XTX)B=X"Y.

Reseni musi byt globdlnfm minimem, protoze minimalizovand funkce je konvexni
v B. Jelikoz matice X m4 plnou hodnost p, matice X TX (Ctvercova, p X p) ma
také plnou hodnost p. Tudiz existuje pravé jedno feSeni dané soustavy

B=(X"X)"'XTy.

Poznamka.

* Angl. least squares estimator
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10 Zaklady regrese

1. Vektor ¥ = XB = X(XTX)"'XTY nazgviame vektorem odhadnutych (vy-
rovnanygch) hodnot odezvy*. Je to linedrni kombinace puvodnich pozorovani
Y.

~

2. Matice HAﬁ X(XTX)"'XT je idempotentni. Plati ¥ = HY a HY =
HHY =Y. Matice H je ¢tvercova n X n, jeji hodnost je p.

3. Ctvercova matice I, — H = I, — X(XTX) 'XT je také idempotentni. Jeji
hodnost je n — p.

Definice 10.4. o
e Néhodny vektor u =Y —Y = (I, — H)Y se nazyvd vektor residui’. Jeho
prvek u; =Y; - Y, =Y, — XZT B se nazyva residuum.
e Nihodnd veli¢ina .
df ~
SS. S u'u = Z(YZ — X '3)?
i=1
se nazyva residudlni soucet ¢tvercii'. Je to vlastné minimalisovany soucet
¢tverct odchylek.

Poznamka. Pro vektor residuf plati Eu = 0, varu = o%(I,, — H). Residua tedy
nejsou nezavisld a nemaji stejné rozptyly. Rozptylova matice vektoru residui je
singuldrni (mé hodnost n — p).

Véta 10.3 (Vlastnosti odhadu metodou nejmensich ¢tvercu).
1. B je nestranny odhad, EB =0
2. var@ = o?(XTX)™!

3. Jsou-li (V;, X;) nezdvislé a stejné rozdélené ndhodné vektory, pak 8 je kon-
sistentni odhad 3 a

V(B = B) = Ny(0,0° EX; X))
Nyni za¢neme ptredpoklddat normalitu a dokdzeme nékolik dalsich uziteé¢nych
vlastnosti.
Véta 10.4. Necht v modelu (10.1) navic plati € ~ N, (0,0%1,). Pak

SS,
~ Xn—p-

o2

Poznamka.

* Angl. fitted values T Angl. residuals * Angl. residual sum of squares
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10 Zaklady regrese

e 7 véty 10.4 plyne, Ze % je nestranny a konsistentni odhad rozptylu o?
(toto plati i bez predpokladu normality).

e Véta 10.4 mtize byt pouzita i ke konstrukei intervalu spolehlivosti pro 2. Po-
stupem pouzitym v Kapitole 2 k odvozen{ intervalu (2.2) dostaneme ptesny

interval
< 55 55 ) ) (10.2)

Xnp(L—0a/2)" x5 ,(a/2)
e Za predpokladu normality lze dokazat, ze B a S5, jsou nezavislé.
Véta 10.5. Necht v modelu (10.1) navic plati € ~ N,,(0,0%I,). Necht ¢ je libo-
volny p-rozmérny vektor redlnych konstant. Pak
cT,@ —c'p
NEEIE SRR

~tnp

Poznamka. Véta 10.5 se pouziva k testovani hypotéz o parametrech a linearnich
kombinacich parametru a ke konstrukei intervali spolehlivosti. Chceme-li napiiklad
otestovat hypotézu Hy : 5; = 0, zvolime ¢ = e; (vektor nul kromé j-tého prvku,
ktery je 1). Dostaneme CTB\ = B\j; c"B=p3jac(XTX) e = v, kde vj je j-ty
diagonélni prvek matice (XTX)~!. Pouzijeme testovou statistiku

o~

Bj
b
/SSe .
nprUJ

kterd ma za platnosti Hy : 3; = 0 rozdéleni t,,_,. Hy budeme zamitat na hladiné
a, pokud |T}| > t,,—p(1 — a/2).

Chceme-li testovat hypotézu Hy : 32 = f33, zvolime ¢ = (0,1,—1,0,...,0)T a
déle postupujeme stejné.

Interval spolehlivosti pro §8; s pravdépodobnosti pokryti 1 — « by vysel

Tj:

SSe
n—p

B\j Ftn—p(l —a/2) vy

Poznamka. Pomoci véty 10.5 lze dokdzat vétu 10.1 o vybérovém korelaénim
koeficientu.

Poznamka. Dvouvybérovy t-test je specidlni pripad véty 10.5 v modelu Y; =
B1 + BoXio + €, kde X;» nabyva pouze hodnot 0,1 a ¢ = (0,1)7.

Véta 10.5 umoziuje testovat hypotézy o jednotlivych parametrech nebo linearnich
kombinacich parametrua. Nasledujici véta zobecnuje tento vysledek na testovani
vice parametru najednou.
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10 Zaklady regrese

Necht plat{ linedrni model Y = X3 + ¢, kde X = (Xa|Xp) a B8 = (BL,8%)7,
Br € Ry, B4 € RP~4. Model lze piepsat ve tvaru

Y = X484+ XpBp +e.

Pokud jsou vsechny slozky parametru 8p nulové, lze z modelu vynechat regresory
Xp a prejit k jednodussimu modelu s regresni matici X 4.

Oznacéme S S}, residudlni soucet ¢tverct v tomto jednodussim modelu. Symbolem
5SS, stale oznacujeme residudlni soucet ¢tverclt v plném modelu s regresni matici
X. Vzhledem k tomu, Ze metoda nejmensich ¢tvercth minimalizuje residudlni soucet
¢tvercu, musi platit nerovnost SS, < SS}.

Véta 10.6. Necht plati hypotéza Hy : Bg = 0. Pak statistika

n—pSSy, — 89S,

F== 5SS,

ma rozdéleni F' s d a n — p stupni volnosti.

Poznamka. F-test analyzy rozptylu je specialni pfipad véty 10.6 v modelu Y; =
B+ BaXio + - + BeXik + &, kde Xj5 = Iiz_jy pro j = 2,...,k, a Bp =
(Bay -5 Br)T

Poznamka. Véta 10.6 je dulezitd pfi budovani regresntho modelu, tj. rozho-
dovani, které regresory do modelu zafadit a které nikoli.

95



Obsah

1 Nahodny vybér

1.1 Definice ndhodného vybéru . . . . . . . ... ... L.
1.2 Statistiky . . . . ..
1.3 Uspotadany ndhodny vybér . . . . . . . ... .. ...

2 Zaklady teorie odhadu
2.1 Bodovyodhad . .. .. ... ...
2.2 Intervalovy odhad . ... ... .. ... .. ... ... ... ...

3 Metody pro odhadovani parametri

3.1  Empirické odhady a vybérové momenty . . . .. ... ... ......
3.2 Momentova metoda . . . .. ... L L
3.3  Metoda maximalni vérohodnosti . . . . . . . .. ... ... ... ...

4 Principy testovani hypotéz

4.1 Zakladni pojmy a definice . . . . . . .. ...
4.2 Hladina testu a silatestu . . . ... ... ... ... ... .......
4.3 P-hodnota . . . . .. . . . . ...
4.4 Intervalové odhady a testovani hypotéz . . . . .. ... ... ... ..
4.5  Asymptotické testy zalozené na metodé maximalni vérohodnosti . . .

5 Jednovybérové a parové problémy pro nominalni data

5.1 Kolmogorovoviuv-Smirnovuv test . . . . . .. . ... oL L.
5.2  Jednovybérovy t-test . . . . ... ...
5.3 Jednovybérovy z-test . . . . ... ..o
5.4  Jednovybérovy znaménkovy test . . . ... ...
5.5 Jednovybérovy Wilcoxonuv test . . . . . ... ... ... ...
5.6 Jednovybérovy x? test narozptyl . . . ... .. ... ... ... ...
5.7 Péarové testy . . . . .. e
5.8 Péarovy t-test . . . . ..
5.9 Péarovy z-test . . . . ..
5.10 Pérovy znaménkovy test . . . . .. ..o
5.11 Parovy Wilcoxonuv test . . . . . . . . . . . . .. .. ... ..

96

N s W W

o O

17
17
22
23

30
30
31
34
35
36



Obsah

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

7.1
7.2
7.3

8.1

8.1.1
8.1.2
8.1.3
8.2

8.2.1
8.2.2
8.2.3

10

10.1
10.2
10.3

Dvouvybérové problémy pro nominalni data

Dvouvybérovy Kolmogorovovav-Smirnovav test . . . . . . .. ..
Dvouvybérovy t-test . . . . . ... ... o
Dvouvybérovy z-test . . . . . . . ..o
Dvouvybérovy Wilcoxonuv test . . . . . . . .. ... ... ... ..
Dvouvybérovy F' test na rozptyl . . . . ... .. ...

Jednovybérové problémy pro kategorialni data

Alternativni a binomické rozdéleni . . . . . . . . . ... ... ...
Multinomické rozdéleni . . . . . . . .. ... oo
Modelovani pravdépodobnosti v multinomickém rozdéleni . . . . .

Dvouvybérové kategorialni problémy a kontingenéni tabulky

Dvouvybérové kategoridlni problémy . . . . . . .. .. .. ... ..
Rozdily pravdépodobnosti, narust rizika . . . . . . .. ... .. ..
Podily pravdépodobnosti, relativni riziko . . . . ... ... .. ..
Pomér Sanci . . . . ... L
Kontingenéni tabulky . . . . . .. ..o
Kontingenéni tabulky 2 x 2 . . ... ... ... ... ... ....
Kontingenéni tabulky 2 x K . . . . ... ..o
Kontingenéni tabulky J x K . . . .. ... ... ... .......

Analyza rozptylu

Z3aklady regrese

Korela¢ni analyza . . . . . . .. ...
Model linedrni regrese . . . . . . . . . ...
Odhady metodou nejmensich ¢tvercua . . . . . ... ... ... ..

97

53
54
95
o6
o8
60

62
62
65
68

72
72
72
73
74
75
76
78
80



	Nahodny vyber
	Definice
	Statistiky
	Usporadany nahodny vyber

	Zaklady teorie odhadu
	Bodovy odhad
	Intervalovy odhad

	Metody pro odhadovani parametru
	Empiricke odhady a vyberove momenty
	Momentova metoda
	Metoda maximalni verohodnosti

	Principy testovani hypotez
	Zakladni pojmy a definice
	Hladina testu a sila testu
	P-hodnota
	Intervalove odhady a testovani
	Testy zalozene na maximalni verohodnosti

	Jednovyberove problemy pro nominalni data
	Kolmogorovovuv-Smirnovuv test
	Jednovyberovy t-test
	Jednovyberovy z-test
	Jednovyberovy znamenkovy test
	Jednovyberovy Wilcoxonuv test
	Jednovyberovy chi-kvadrat test na rozptyl
	Parove testy
	Parovy t-test
	Parovy z-test
	Parovy znamenkovy test
	Parovy Wilcoxonuv test

	Dvouvyberove problemy pro nominalni data
	Dvouvyberovy Kolmogorovovuv-Smirnovuv test
	Dvouvyberovy t-test
	Dvouvyberovy z-test
	Dvouvyberovy Wilcoxonuv test
	Dvouvyberovy F test na rozptyl

	Jednovyberove problemy pro kategorialni data
	Alternativni a binomicke rozdeleni
	Multinomicke rozdeleni
	Modelovani pravdepodobnosti v multinomickem rozdeleni

	Dvouvyberove kategorialni problemy a kontingencni tabulky
	Dvouvyberove kategorialni problemy
	Rozdily pravdepodobnosti, narust rizika
	Podily pravdepodobnosti, relativni riziko
	Pomer sanci

	Kontingencni tabulky
	Kontingencni tabulky 2 x 2
	Kontingencni tabulky 2 x K
	Kontingencni tabulky J x K


	Analyza rozptylu
	Zaklady regrese
	Korelacni analyza
	Model linearni regrese
	Odhady metodou nejmensich ctvercu


