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1 Uvod

1.1 Kolmogorovova definice pravdépodobnosti

Necht je déna libovolnéd mnozina €.

Definice 1.1. Systém A podmnozin mnoziny €) nazveme o-algebrou pokud plati
(a) 0 € A;

(b) Ac A= A e A

(C) A, A9, As,... € A= UfilAl e A

Definice 1.2. Necht Q je néjakd mnozina a A o-algebra jejich podmnozin. Funkei
P : A — (0,1) nazveme pravdépodobnosti, pravé kdyz spliiuje nésledujici pod-
minky:

(a) P(4) >0, P(Q) = 1

(b) Ay, Ay, Asz,...eAa AZ'OAJ' =0 Vi 75] = P(UfilAl) = Zfilp(Al)

Definice 1.3. Mnozinu {2 nazyvame prostor elementdrnich jevi, jeji prvky w € Q
nazyvame elementarni jevy. Prvky o-algebry A nazyvame méritelné mnoZiny nebo
také nahodné jevy. Trojici (2, A, P) nazyvame pravdépodobnostni prostor.

1.2 Nahodna veli¢ina

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (€2, A, P).

Definice 1.4. Méfitelné zobrazeni X : (2, A) — (X, B), kde X je néjaka mnozina
a B néjaka o-algebra na &X', nazveme ndhodnou veli¢inou. Mnozinu X nazyvame
vyberovy prostor.

Poznamka. Necht jsou dany oc-algebry A na mnoziné Q a B na mnoziné X.
Zobrazeni X :  — X je méritelné vzhledem k o-algebram A a B, pravé kdyz
VB € B plati {w € Q@ : X(w) € B} € A (tj. vzory méfitelnych mnozin jsou
méritelné).

Priklad. (Reélnd) ndhodna veli¢ina, ndhodny vektor, ndhodné posloupnost, na-
hodny proces.



1 Uvod

1.3 Rozdéleni ndhodné veliciny, hustota

Definice 1.5. Rozdélenim nédhodné veli¢iny X : (Q2,.4) — (X, B) rozumime indu-
kovanou pravdépodobnostni miru Px na (X, B) definovanou vztahem

Py(B) ¥ PweQ: X(w) e BY), BeB.
Pravdépodobnost Px (B) zna¢ime také P [X € B].

Poznamka. Pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P) se pro danou ndhodnou veli-
¢inu transformuje na pravdépodobnostni prostor (X, B, Px).

Tvrzeni 1.1 (Véta o pfenosu integrace). Necht h jest méfitelnd funkce z (X, B)
do (R, Byp). Pak plati

/h(X(w))dP(w) :/ h(z) dPx (z).
Q

X
Poznamka.
e Mira p na (X, B) je o-koneénd, pravé kdyz existuji mnoziny By, By, Bs, ... €
B takové, ze u(B;) < oo a U2 B; = X.
e Mira Px je absolutné spojita vzhledem k mife  na (X, B) pravé kdyz VB € B
w(B)=0= Px(B)=0.

Tvrzeni 1.2 (Radon-Nikodymova véta). Necht X : (2, 4) — (X, B) je ndhodné
veli¢ina, nechf y je o-koneéné mira na X a necht Px je absolutné spojita vzhledem
k p. Pak existuje redlnd méfitelna nezaporné funkce fx(z) takova, ze pro kazdou
meéfitelnou funkei h : (X, B) — (R, By) plati

[ n@)dps() = [ b)) duta).
X X
Funkce fx(z) je uréena jednoznacéné p-skoro vsude.

Definice 1.6. Funkce fx z predchozi véty se nazyva hustotou ndhodné veli¢iny
X vzhledem k mite p.

Poznamka. Zvolme néjaké B € B a dosadme za funkci h indikdtor mnoziny B
(tj. h(z) =1p(x) = 1 pokud = € B, 0 jinak). Pak mame z véty o pfenosu integrace

/HB(X(w))dP(w) :/ 1dPx(z) = P[X € B]
Q B
a z Radon-Nikodymovy véty

PWEM=/M@MM@:/

X X

() fx (2) dp() = /B fx (@) dpu(z).

Hustota tedy jednozna¢né urcuje rozdéleni ndhodné veli¢iny X.



2 Realna nahodna velicina a jeji
rozdéleni

Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (€2,.4, P). V této kapitole se zabyvame
redlnymi ndhodnymi veli¢inami, tj. X : (Q,4) — (R, By).

2.1 Charakterizace rozdéleni realné nahodné veliCiny

Uvedme si nékolik zpiisobt, jak specifikovat rozdéleni redlné nahodné veli¢iny.
Vyéet nebude tplny, existuji i jiné zpusoby (charakteristickd funkce).

Hustota

Zvolme o-kone¢nou miru p na R tak, aby Px byla absolutné spojitad vzhledem k p.
Podle tvrzeni 1.2 a poznamky pod definici 1.6 existuje nezapornd méftitelna fx :
R — R (jednozna¢né uréend skoro vsude) takové, ze P[X € B] = [ fx(z)du(x)
VB € By. Vezmeme-li B =R, méme [*_ fx(z)du(z) = 1.

Priiklad.

e Px absolutné spojita vzhledem k Lebesgueové mire \: X je spojitd ndahodnd
veli¢ina [ndhodnd veli¢ina se spojitym rozdélenim]

e Px absolutné spojitd vzhledem k ¢itaci mife ug (S nejvyse spocetnd mno-
zina v R): X je diskrétni nahodnd veli¢ina [ndhodna veli¢ina s diskrétnim
rozdélenim)

e Py absolutné spojita vzhledem k A + oy nahodna velicina s diskrétni i
spojitou slozkou

Distribuéni funkce

Definice 2.1. Funkci Fx : R — R definovanou vztahem Fx(z) = P[X < z]
nazyvame distribucni funkci ndhodné veli¢iny X.

Poznamka. Distribuéni funkce F'x jednoznaéné charakterizuje rozdéleni X [jed-
nim smérem zfejmé, druhym smérem plyne z toho, Ze mnoziny (—oo,z) generuji
borelovskou o-algebru By).
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Poznamka.
e U spojité ndhodné veli¢iny mame Fx(z) = [ fx(t)dt, z ¢ehoz plyne
fx(x) =dFx(z)/dx.
e U diskrétni ndhodné veli¢iny s hodnotami v .S mame Fx(x) = Z P[X =1,
tesS, t<z
z ¢ehoz plyne P [X = 2| = AFx(z).

Tvrzeni 2.1 (Vlastnosti distribuéni funkce).
1. Fx je neklesajici, zprava spojita
2. lim, oo Fx(z) =0, lim, oo Fx(z) =1
3. Pro libovolnou méftitelnou h : R — R plati

[ @)ix@) duto) = [ @) drx (o)

Poznamka. [ h(z)dFx(z) je Lebesguetv-Stieltjestv integral. Tvrzeni 1.1, 1.2 a
2.1 dohromady davaji

| HxX@)aP@) = [ h@)dPx(@) = [ ha) i@ dute) = [ ) aFx (@),

Kvantilova funkce

Definice 2.2. Necht Fx je distribu¢ni funkce realné ndhodné veli¢iny X. Funkce
Fyl(u) = inf{z: Fx(z) > u}, uwe(0,1)
se nazyva kvantilovd funkce ndhodné veli¢iny X.

Poznamka. Kvantilova funkee je neklesajici a zprava spojitéa. Z kvantilové funkce
lze jednoznac¢né urcit funkci distribucéni. Je-li Fx rostouci a spojita, pak F ;1 je
inversni funkci k Fx.

Definice 2.3. Necht « € (0,1). a-kvantil ux(«) rozdéleni Fx je kterékoli redlné
¢islo splnujici limp\ o Fx (ux (o) — h) < a a Fx(ux(a)) > a.

Poznamka. Definici kvantilu je vice, tato jej neurcuje vzdy jednoznacné. F'y Ya)
je vzdy jeden z a-kvantili.

Definice 2.4.
e (.5-kvantil se zove medidn ndhodné veli¢iny X; budeme jej znacit mx
e (0.25- a 0.75-kvantily se zovou kvartily ndhodné veli¢iny X
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2.2 Momenty realné nahodné veliciny

Definice 2.5. Stredni hodnotou E X (realné) ndhodné veli¢iny X rozumime reélné
¢islo E X dané vyrazem

EXd:f/QX(w)dP(w),

pokud integral na pravé strané existuje.

Poznamka. Tuto definici 1ze snadno pouzit i v obecnéjsich vybérovych prosto-
rech.

Poznamka. Necht & je redlnd méritelnd funkce. Pozndmka pod tvrzenim 2.1 fika,
ze

o0 0. ] o

EnX) = [ h@)dPx@) = [ ha)fx@)dute) = [ hia)dFx (@)
— 0o —00 —00

Integrél uprostifed umime v principu pocitat pro p Lebesgueovu nebo ¢itaci miru.

Integral vpravo slouzi k pohodlnému zapisu stfedni hodnoty (je kratsi a nemusime

specifikovat miru pu).

Znaceni. Znackou LP budeme znacit mnozinu vSech realnych ndhodnych velic¢in
na (2, A, P) takovych, ze E | X|P < oo.

Tvrzeni 2.2 (Vlastnosti stiedni hodnoty). Necht X,Y € £!. Pak plati
1. E(a+bX)=a+bEX Va,beR
2. E(X+Y)=EX+EY
3. PIX<Y]=1=>EX<EY
4. Jestlize 3u e RVz € R fx(p—z) = fx(p+x) pak EX =p

Deﬁnicedf2.6.
o 1 =EX k¥ se nazyva k-ty moment nadhodné veliciny X (typicky je k pfiro-
zené, ale nemusi to tak nutné byt)
o i iy (X — EX)* se nazyva k-ty centrdlni moment ndhodné veliciny X
o E |X|k se nazyva k-ty absolutni moment ndhodné veli¢iny X

Definice 2.7.
e Rozptyl var X ndhodné veliciny X je jeji druhy centralni moment, tj. var X =
E (X — E X)?. Rozptyl se miize také znacit o3 nebo o?.
e Smeérodatnd odchylka ox ndhodné veliciny X je odmocnina z jejiho rozptylu,
ox = VvarX.
o Sikmost v3 ndhodné veli¢iny X je definovana jako -3 af ps/os.

e Spicatost 4 ndhodné veli¢iny X je definovana jako 74 df pa/ot.
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Tvrzeni 2.3 (Vlastnosti rozptylu). Necht X je ndhodna veli¢ina takova, ze var X <
oo. Pak plati

1. varX > 0;navicvar X =0« 3ceR:P[X =¢ =1

2. var X = EX? - (EX)?

3. var(a+bX) =b*var X pro a,b € R

Véta 2.4 (Jensenova nerovnost). Necht X je ndhodna veli¢ina s hodnotami v
intervalu Z C R (mtze byt nekoneény), tj. P[X € Z] = 1. Necht ¢ je [neostie]
konvexni funkce na 7 takova, zZe existuje E g(X). Pak

Eg(X) = g(EX)
a rovnost nastava pravé kdyz g(z) = a + bz nebo X je konstanta.

Dusledky.

EX?2 > (EX)2.

E log X <logE X pro X € £! takovou, ze P [X > 0] = 1.
Necht p > ¢ > 0. Pak (E [X|")"/? > (E [x]7)"".
Necht p > ¢ >0aE |X|’ < co. Pak E | X|? < o00.

Ll

Véta 2.5 (Markovova nerovnost). Necht X € £, kde » > 0. Pak pro libovolné

e>0 E x|
PlIX|>¢ < | ‘
ET

Disledek (Cebysevova nerovnost). Pro X € £2 a pro libovolné e > 0 plati

X
PX —EX|>¢ < =2
&

Disledek. Pro X € £2 s rozptylem var X = o plati (napiiklad)

P[|X —EX|>30] <

NoR=



3 Nahodny vektor a mnohorozmérné
rozdéleni

Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (€2,.4, P). V této kapitole se zabyvame
nédhodnymi vektory, tj. X : (Q, 4) — (R", Bf).

3.1 Rozdéleni nahodného vektoru

Poznamka. Nédhodny vektor je (do sloupce) usporadana n-tice ndhodnych veliéin,
tj.
: X(w) = (X1(w), ..., Xp (W)
Definice 3.1. Bj je borelovska o-algebra v R" definovana jako

By = o{(a1,b1) x (ag,b2) X -+ X (an,byp);a1 < b1,as < ba,...,a, < b, € R}
Poznamka. Miru na (R", B) stac¢i definovat na nékterém generatoru borelovské

o-algebry, napf. na otevienych nebo uzavienych n-rozmérnych kvadrech.

Hustota nahodného vektoru

Poznamka. Podle Radon-Nikodymovy véty (Tvrzeni 1.2) plati: Jestlize Px je
absolutné spojita vzhledem k o-kone¢né mife p na (R, BY), tj. u(B) = 0 =
P[X € B] = 0 pro B € By, pak existuje jednozna¢né (az na mnoziny s nulo-
vou mirou p) danéd nezdpornd métitelna funkce fx(x) : R™ — R, zvana hustota
nahodného vektoru X takova, ze

| x@nare) = [ h@)irx@) = [ h)ix@) due)

pro kazdou méfitelnou funkci A : R™ — R.

Znaceni. V dalsim vykladu pouzivame v argumentech funkci definovanych na R™
zaménné znaceni © a (x1,...,Ty).

Poznamka.
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e Jestlize je rozdéleni X absolutné spojité vzhledem k Lebesgueové mire A"
na R", pak rozdéleni ndhodného vektoru X nazyvame spojité a P [X € B|
pocitame jako

/OO /OO Ip(x)fx(x)dxy des ... dx,.

e Necht je rozdéleni X absolutné spojité vzhledem k ¢itaci mife ug na R”,
kde S je nejvyse spocCetnd mnozina bodu v R" tvaru Sy x S x ---5, a
Sk = {tk,1,tk2,...}. Pak rozdéleni nahodného vektoru X nazyvame diskrétni
a P[X € B] pocitame jako

o o 0.0]
Z Z e Z ]IB(tl,ilth,i27 L 7tn,in)P [X == (tl,’i17t2,i27 L 7tn,in)] .

i1=112=1 in=1

e Jestlize ndhodny vektor obsahuje diskrétni i spojité slozky, pak jeho rozdéleni
neni ani diskrétni, ani spojité. Pfesto pro né¢j mame pouzitelnou hustotu, s
jejiz pomoci muzeme vyjadiit P [X € B]

e Jestlize vsechny slozky nahodného vektoru jsou spojité, neznamena to nutné,
ze vektor jako celek ma spojité rozdéleni. Ptiklad: rozd€leni na jednotkové
kruznici v R?.

Distribu¢ni funkce ndhodného vektoru
Definice 3.2. Funkci

Fx(x) =P[X1 <z1,..., X, <y
nazyvame distribucni funkci ndhodného vektoru.

Tvrzeni 3.1. Jestlize je rozdéleni X absolutné spojité vzhledem k Lebesgueové
mire A", pak

r1 Tn

a naopak,

O"Fx(x1,...,2p)
= k S .
fx(x) o7, Om, skoro vsude

Poznamka.
1. Distribu¢ni funkce jednoznacné urcuje rozdéleni nahodného vektoru X.

10



3 Nahodny vektor a mnohorozmérné rozdéleni

2. Kvili jednodussimu znaceni budeme psat

df

| @ drx @ [ @) ix(e) duta).
Pi#iklad. Nechf je dan ndhodny vektor X = (X1, X5)T. Pomoci jeho distribuéni

funkce vyjadiete pravdépodobnost

P[a1<X1§b1,a2<X2§b2].

Sdruzené a marginalni rozdéleni

Definice 3.3.

e Rozdéleni celého ndhodného vektoru X = (Xi,...,X,)T se fikd sdrufené
rozdélent. Jeho distribuc¢ni funkce a hustota se nazyvaji sdruZend distribucni
funkce a sdruZend hustota.

e Rozdélenim jednotlivych ndhodnych velicin X7,..., X, se fikd margindlng
rozdélent. Jejich distribuc¢ni funkce a hustoty se nazyvaji margindlni distri-
bucni funkce a margindlni hustoty.

Tvrzeni 3.2. Ze sdruzeného rozdéleni X lze jednozna¢né urcit marginalni rozdé-
leni X4,...,X,,. Plati

Fx,(u) = lim Fx (21, .., Tim1,U, Tjt1,...,Tp)

L1y Ti—1,Ti415--,Tn—00

a pro spojity nahodny vektor navic
o0 o0
fXZ(’U,) = / e / fx(.%'l, ey Li—1, Uy Ly 1y - - ,xn) dxl e dmi—l dwi_H e dwn.
—0o0 — 0o
(3.1)

3.2 Momenty

Stfedni hodnota

Poznamka. Podle definice 2.5 a poznamek na str. 9 a 10 mame pro libovolnou
méfitelnou funkci h : R — R

ER(X) = / h(X (@) dP(w) = /
Q
Definice 3.4. Pro méritelnou g : R® — R"" definujeme

Eg(X) = (Egi(X),...,Egm(X))".

he) fx () dy(a) = / h(z) dFx ().

n n

11
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Poznamka. Stiedni hodnota ndhodného vektoru je tedy vektorem st¥ednich hod-
not jejich slozek. Stfedni hodnota matice ndhodnych veli¢in je matici stfednich
hodnot jednotlivych prvki.

Rozptyl
V této &asti necht X; € £2,i=1,...,n.
Znaceni. Nechf a je sloupcovy vektor v R™. Pak definujeme a®? I aaT (matice
soucinti prvki a; a a;).
Definice 3.5.
1. Matice
df ®2 T
var X =E(X -EX)**=E(X -EX)(X —-EX)
se nazyva rozptylovd (varianéni) matice ndhodného vektoru X.

2. (i,j)-ty prvek matice var X jest E (X; — EX;)(X; — EX;) a nazyva se kova-
riance ndhodnych veli¢in X; a X.

3. Rozdélime-li X na X = (! ), pak matice

cov (X1, X2) T E(X, — EX1)(Xy —EXy)T
se nazyva kovariancni matice vektora X; a Xo.

Tvrzeni 3.3.
1. -ty diagonalni prvek matice var X je var X;.
2. var X je positivné semidefinitni matice [znac¢ime var X > 0], tj. Ve € R"
c'(var X)c > 0.
3. var X =EX®2 - (EX)®2, cov(X1,X2)=EX; X, —~EX; EX].
cov (X1, Xo) = cov (Xo, X1)T, cov (X, X) = var X.
5. Pro vektory a, ¢ a matice B, D vhodnych dimenzi plati

cov(a+ BXy,c+ DX,) = Beov (X1, X2)D'.
Speciélné: var (a + BX) = B (var X)BT.

Diisledek. Dosadime-li v 5. ¢asti predchoziho tvrzeni X; = Xo = (X1,...,X,)T,
a=c=0aB=D=(1,...,1), dostaneme vztah pro rozptyl sou¢tu n ndhodnych
veliéin:

e

n n n 1—1
var ZXi :ZvarXi—i—QZZcov (X, X;) (3.2)
i=1 i=1 =2 j=1

Tvrzeni 3.4. Necht X a Y jsou nédhodné vektory v R™, jejichz slozky maji ko-
necné druhé momenty. Pak plati

var (X +Y) =var X +cov(X,Y) 4 cov (X,Y)T +varY

12



3 Nahodny vektor a mnohorozmérné rozdéleni

3.3 Nezavislost

Definice 3.6.

e Nahodné veli¢iny X7, ..., X, nazveme (vzdjemné) nezavislé pravé kdyz pro
kazdy bod @ = (x1,...,z,) € R" plati

Fx(x) = Fx,(21) - -+ - Fx,, (2n).
e Nahodné veli¢iny Xi, Xs,... nazveme (vzdjemné) nezdvislé pravé kdyz
Vk>1 Vni,...,np; €N X,,,..., X,, jsou nezdvislé.

e Néhodné vektory X; s nj slozkami a Xy s no slozkami nazveme nezdvislé
pravé kdyz pro kazdy bod « = (z1,...,x,) € R™ plati

Fx(z) = Fx, (z1) - Fix, (x2),

kden =n;+ng, X = (X, XJ)T az = (x],z])".

Poznamka. Pro nezavislé ndhodné veli¢iny plati, Ze vezmeme-li libovolné bore-
lovské mnoziny By, ..., B, € By, pak

P[X € Byx - xBy|=P[X1€Bi]- - -P[X, € By,
neboli ndhodné jevy [X; € B;] jsou vzajemné nezavislé. Déle mame napf.
P[X,€B1| Xo€By,...,X, € B,| =P[X; € By].

Pro nezavislé ndhodné vektory plati, ze vezmeme-li libovolné borelovské mnoziny
By € B{' a By € By?, pak

P[XGBl XBQ] :P[Xl EBl]-P[XQ GBQ],
neboli ndhodné jevy [X; € B;] jsou nezavislé.

Tvrzeni 3.5. Nechf ndhodna veli¢ina X; ma hustotu fx, vzhledem k o-kone¢né

mife p;, ¢ = 1,...,n. Pak jsou ndhodné veliciny Xi,..., X, vzajemné nezavislé
pravé kdyz vektor X = (X1,..., X,,)" ma hustotu fx vzhledem k sou¢inové miie

p=p® - @ py aplati

fx((L‘l, e ,{L‘n) = H fXZ(.%'Z)

13



3 Nahodny vektor a mnohorozmérné rozdéleni

Tvrzeni 3.6. Necht X; a X5 jsou nezavislé ndhodné vektory a g; : R™ — R? a
g2 : R™ — R jsou libovolné méftitelné funkce. Pak g;(X1) a go(X2) jsou nezéavislé
nahodné vektory.

Tvrzeni 3.7. Necht X1,..., X, jsou nezavislé.
(i) Jsou-li X; € £, pak E(Xy- -+ - X,,) =EX;---- -EX,,.

ii) Jsou-li X; € £2, pak cov (X;, X;) =0 Vi # j.
j
(iii) Jsou-li X; € £? a 07 = var X;, pak var X = diag (03,...,02).

rmn

Poznamka. 7 vlastnosti (i) — (iii) pfedchoziho tvrzeni neplyne bez dalsich pod-
minek nezavislost.

3.4 Korelace

Definice 3.7. Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny s kladnymi a koneénymi rozptyly.
Korelacni koeficient veli¢in X a 'Y se znac¢i o(X,Y") nebo cor (X,Y) a je definovan

vztahem
cov (X,Y)

XY)= ——~—.
ol ) vvar X varY

Tvrzeni 3.8 (Cauchyova-Schwartzova nerovnost).
Necht X,Y € £2. Pak (EXY)? < EXZ2EY? a rovnost plati, pravé kdyz X = bY
s.j. pro néjaké b # 0.

Diisledek. Pro jakékoli veli¢iny X,Y € £2 méame |cov (X,Y)| < Vvar XvarY a
tudiz, pokud maji nenulovy rozptyl, také |o(X,Y)| < 1.

Tvrzeni 3.9 (Vlastnosti korela¢niho koeficientu). Necht X,Y € £2, var X > 0,
varY > 0.
L. Q(XvY) = Q(YvX);
2. -1<o(X,Y) <1,
o o(X,Y) =1 pravé kdyz X = a + bY s.j., kde b > 0;
o o(X,Y) = —1 pravé kdyz X = a + bY s.j., kde b < 0;
3. o(a+bX,c+dY)=sgn(bd)o(X,Y).

Poznamka.

e Jeli p(X,Y) =0 (nebo cov (X,Y) = 0), ndhodnym veli¢cinam X,Y se rikd
nekorelované veliciny. Nezavislé velic¢iny jsou i nekorelované, opak nutné ne-
plati.

e Korela¢ni koeficient méfi silu linedrniho vztahu mezi X a Y.
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3 Nahodny vektor a mnohorozmérné rozdéleni

Definice 3.8. Nechf X = (X1,...,X,)T aY = (¥1,...,Y,,)" jsou dva na-
hodné vektory se slozkami, jez maji kone¢né a kladné rozptyly. Korelacni matici
cor (X,Y) vektort X a Y rozumime matici typu n x m se slozkami o(X;, Y;) na
misté (i, 7).

Poznamka. Korela¢ni matice cor (X, X) mé tvar

1 o012 O1n
1
cor (X, X) — 912 QQTL ,
Oin  02n 1

kde g = o(X;, Xj). Je-li V. =var X, 0; = v/var X; a D = diag(oy,...,0,), pak
méme cor (X, X) =D 1VD™L
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4 Podminéné rozdéleni

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (2,4, P). V této kapitole uvazujeme
nahodné veli¢iny a ndhodné vektory definované na tomto prostoru. Pfipomenme
si nejdrive definici podminéné pravdépodobnosti.

Poznamka. Necht A a B jsou ndhodné jevy a P(B) > 0. Podminéna pravdépo-
dobnost P (A| B) jevu A za podminky, Ze nastal jev B, je definovana podilem

af P(AN B)
P(A] B):W

Jsou-li oba jevy nezavislé, pak P (A| B) = P(A).

4.1 Podminéna hustota

Uvazujme nahodny vektor X = (X1,..., X,,)T, ktery je rozdélen na dva podvek-
tory Y = (X1,....X.)T a Z = (X,41,...,X,)T, 1 <7 < n. Chceme zkoumat
rozdéleni ndhodného vektoru Y v situaci, kdy vime, ze ndhodny vektor Z nabyl
konkrétni hodnoty z € R™"".

Definice 4.1. Necht ndhodny vektor Y mé hustotu fy (y) vzhledem k o-konecné
mife p1 na (R",Bj). Necht ndhodny vektor Z méa hustotu fz(z) vzhledem k
o-koneéné mife po na (R, By ~"). Necht ndhodny vektor X = (YTZT)T ma
hustotu fx(y, z) vzhledem k sou¢inové mife po = p11 X pg na (R”, BY).

Podminénou hustotou ndhodného vektoru Y, je-li ddno Z = z nazveme libovol-
nou nezapornou méfitelnou funkei f(y | z), ktera pro vsechna B € By a C € By ™"
spliiuje rovnost

PIY € B,Z €)= /C [ / f(yIZ)dul(y)] fo@) di(z). (41)

Poznamka. Podminén hustota za danych pfedpokladi existuje a je jednoznacéné
urcena pi-skoro vsude. Predpoklad existence hustoty fx vzhledem k soucinové
mife p = p1 X po je zévazny (nékdy neplati) a nutny (jinak nelze podminénou
hustotu rovnosti (4.1) definovat).
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4 Podminéné rozdéleni

Poznamka (Vypocet podminéné hustoty). Leva strana rovnosti (4.1) je vlastné

/ Ix(y,z) du(y, z).
BxC

Prava strana dava

/ | 2)f2(2) duly, 2).
BxC

Rovnost pro kazdé B a C' nastane praveé kdyz

fx(y,z) = f(y | 2)fz(2)

pu-skoro vsude. Podminénou hustotu tudiz mizeme pocitat vztahem

. fX(yvz)
f(y’z)_ fZ(z)

pro z takova, ze fz(z) # 0.

Véta 4.1 (Bayesova). Plati-li podminky definice 4.1, pak podminéna hustota
p(z | y) ndhodného vektoru Z, je-li ddno Y = y je rovna

[yl 2)fz(2)
bl =1 [ f@]Df2e) ()
0 jinak.

pokud jmenovatel neni roven 0,

4.2 Podminéna stredni hodnota

Stale se zabyvame nahodnym vektorem X = (Xi,...,X,,)" rozdélenym na dva
podvektory Y = (X1,...,X)" a Z = (X,41,...,X,)T, 1 <7 < n. Mame tedy
X=("z"H".

Definice 4.2. Necht h(y, z) je méfitelna funkce R” — R™. Ozna¢me U = h(X) =
WY, 2Z).

1. Podminénd stredni hodnota E (U | Z = z ) ndhodného vektoruU = (Y, Z),
je-li ddno Z = z je definovana vyrazem

E(U|Z=2)= [ hw.2)(w]2)dnw)

(pokud existuje).
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4 Podminéné rozdéleni

2. Oznatme ¢(z) = E(U| Z = z) (je to néjaka meritelnd funkce z R"™" do
R™). Néhodny vektor ¢(Z) znac¢ime E (U | Z') a nazyvame jej podminénou
stredni hodnotou ndhodného vektoru U = h(Y, Z) pfi daném (le¢ neurce-
ném) Z.

Poznamka. Jak je fe¢eno vyse, podminéna stfedni hodnota E (- | Z = z) je funkce
argumentu z zobrazujici z R"~" do R™. Pro pevné z je to konstanta (v R™). Pod-
minénd stfedni hodnota E (-| Z') je ndhodny vektor o m slozkach; jeho realizovana
hodnota zavisi na realizované hodnoté ndhodného vektoru Z.

Nyni pribereme do tuvahy jesté dalsi méritelné funkce hi,hy : R* — R™ a
Y : R — R. Ozna¢me U; = h1 (Y, Z) a Uy = ho(Y, Z). Necht vSechny slozky
U, U; a U maji kone¢né prvni momenty.

Véta 4.2 (Vlastnosti podminéné stfedni hodnoty).

1. E(a| Z) = a pro jakékoli a € R™.

2. E[E(U| Z2)]=EU.

3. E(aiUy + aUs | Z) = a4E (U | Z )+ agE(Usy | Z) pro jakékoli aq, as € R.
4 EW(2)U| Z)=y(2)E(U] Z).

Véta 4.3. Necht vSechny slozky U = h(Y, Z) maji koneény rozptyl a necht 7
je jakékoli méritelnd funkce z R™™" do R™ takova, Ze vSechny slozky 7(Z) maji
konec¢ny rozptyl. Pak plati

var (U —7(Z)] >var[U —E(U | Z)).

Poznamka. Pracujeme-li s rozptylovymi maticemi (m > 1), rozumime vySeuve-
dené nerovnosti tak, ze rozdil levé a pravé strany je positivné semidefinitni matice.

Poznamka. Véta 4.3 fikd, Ze chceme-li aproximovat ndhodny vektor U pomoci
funkce nahodného vektoru Z, poskytuje podminéna stfedni hodnota E(U | Z)
nejlepsi aproximaci (co do rozptylu) mezi vSemi moznymi funkcemi Z.

Podminéné stfedni hodnota se da (obrazné le¢ ponékud nepfesné) vysvétlit
timto zpiisobem: Podminéné stiedni hodnota odstraiiuje z U ndhodnost souvi-
sejici s ndhodnym vektorem Y, ale ponechava ndhodnost zptisobenou ndhodnym
vektorem Z.

Poznamka. V teorii pravdépodobnosti se zavadi obecnd abstraktni definice pod-
minéné stfedni hodnoty, ktera nespoléha na existenci podminéné hustoty. O pod-
minéné stfedni hodnoté pak lze mluvit i tam, kde neexistuje podminéna hustota.
Piiklad: E(Z| Z ) nelze podle definice 4.1 a 4.2 spocitat.
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4 Podminéné rozdéleni

4.3 Podminény rozptyl

Necht EUTU < oo, ¢ili vSech m slozek nahodného vektoru U = h(Y,Z) m4
konecné rozptyly.

Definice 4.3. Podminény rozptyl var (U | Z ) ndhodného vektoru U, je-li dano
Z, jest definovan vyrazem

var(UyZ):E<[U—E(Uy Z)]®2‘ Z>.

Poznamka. Podminény rozptyl z definice 4.3 je ndhodna matice (ndhodna veli-
¢ina, pokud m = 1). Podobné lze definovat podminény rozptyl var (U | Z = z)
pro konkrétni realizovanou hodnotu z vektoru Z.

Véta 4.4 (Rozklad nepodminéného rozptylu).

varU =Evar(U | Z)+varE(U | Z)).
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5 Transformace nahodnych velic¢in a
vektoru

Na pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P) uvazujme dany ndhodny vektor X =
(X1,...,X,)7, jeho# rozdéleni zname, a méfitelnou funkci g : R® — R™. Nasim
tkolem je zjistit rozdéleni ndhodného vektoru Y = g(X).

Definice 5.1 (Nosi¢ rozdéleni). Nechf X je (obecna) nahodna veli¢ina, ktera
nabyvé hodnot z vybérového prostoru X. Nechf rozdéleni X je absolutné spojité
vzhledem k néjaké o-konecné mite p. Mnozinu Sx C X' nazveme nosicem rozdélent
nahodné veli¢iny X pravé kdyz plati:

1. P[X € Sx|=1;

2.VACSx :u(Sx \A) >0=P[X e A] < 1.

5.1 Transformace nahodnych velicin

Nejprve uvazujme piripad X = R, tj. transformujeme reilnou ndhodnou veli¢inu.

Tvrzeni 5.1 (Véta o monotonni transformaci). Necht X méa distribu¢ni funkci
Fx anosi¢ Sx. Necht funkce g zobrazuje Sx na Sy C R. Ozna¢me Y = g(X).
1. Je-li g ryze rostouci, pak distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny Y je Fy (y) =

Fx(g97'(y)) pro y € So.
2. Je-li g ryze klesajici, pak distribu¢ni funkce ndhodné velic¢iny Y je Fy (y) =

1— Fx (97 (y)—) pro y € So.
Znaceni. Je-li g redlna funkce s limitami zleva ve vSech bodech, pak vyraz g(z—)
o . . . df ..
znadi zleva spojitou verzi funkce g, tj. g(x—) = %1\1% g(z —h).
Dusledky.

1. Nechf X je spojita realna veli¢ina s hustotou fx(z) a necht g je ryze mono-
tonni a diferencovatelnd skoro vsude. Hustota ndhodné veli¢iny ¥V = g(X)
je pak rovna

fx(g7'(v)) ‘d";—ly(y)‘ pro y € g(Sx);

frw = { 0 pro y & g(Sx).
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5 Transformace nahodnych velic¢in a vektori

2. Necht X je diskrétni reélnd veli¢ina s rozdélenim P [X = z] = ¢,, z € Sx.
Pak P [Y = y] = QQfl(y)a Yy e g(SX)

Nyni prozkoumame nemonotonni transformace. Budeme predpokladat, ze exis-
tuji intervaly G, C R, k = 1,2,..., takové, ze o=, Gx 2 Sx, G;NG;j = () pro
1 # j, a g je ostfe monotonni na kazdém Gy.

Znaceni.

e Ozna¢me KT mnozinu vSech indexd k takovych, ze g roste na G a K~
mnozinu vSech indexu k takovych, ze g klesa na GY.

e Oznacme gy, funkci g restriktovanou na Gy, tfeba gi(z) = g(z)lg, (z). Pak
existuje gi L(y) pro € g(Gr.).
e Oznatme X = X, (X), Yi = gi(X). Mame X = Y 2, X a Y =
220:1 Y.
Tvrzeni 5.2. Za danych pfedpokladii plati
Fy(y)= Y P[Xp<g;'(9), X €G]+ Y P[Xp>g,' (), X €Gy.
kek+ kek—

Tvrzeni 5.3. Necht mé navic X hustotu vzhledem k Lebesgueové mife a necht
je kazda gy diferencovatelné (skoro vsude) v G. Pak Y mé hustotu

dg;* (v)

dy ]ng(Gk)(y)'

)= fx(g:' W)
k=1

Poznamka. Chceme-li pouze spocitat stfedni hodnotu EY = E g(X), je obvykle
snazsi pouzit piimy vzorec Eg(X) = [ g(z)fx(z) du(z) nez pocitat nejprve hus-
totu Y a pak integrovat E g(X) = [yfy(y) du(y).

5.2 Transformace nahodnych vektort

Uvazujme nahodny vektor X = (X1,...,X,)" s nosicem rozdéleni Sx C R" a
spojitym rozdélenim (ma hustotu vzhledem k Lebesgueové mife). Necht je dédna
transformace ¢ : R" — R", vlastné vektor n funkci ¢1,...,9,, kazda z nichz
zobrazuje R™ do R.

Zajima nas rozdéleni ndhodného vektoru Y = ¢g(X). Budeme predpokladat, zZe
transformace g je diferencovatelna skoro vsude v Sx, tj. existuje matice

9g1(x) 991(x)
89(;3) _ ox1 T OTn
Oz 990 (@) 9gn (@)
ox1 0Tn
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5 Transformace nahodnych velic¢in a vektori

Determinant této matice (jakobidn transformace ¢g) budeme znacit det

dg(z)
or

Tvrzeni 5.4. Necht X ma hustotu fx(x) vzhledem k Lebesgueové mife. Necht

0
%(:c) # 0 pro skoro vSechna x € Sx. Pak Y = g(X)
x

g je prosté zobrazeni a det

ma hustotu .
99~ (y)

det
e y

fr(y) = fx(g ' (w)) - Ly(sx)(®)

vzhledem k Lebesgueové mire.

Poznamka. Plati

9~ (y) _ (ag<w>

> —1
2=y 1(v)

0y Ox
a
-1
det aga (v) = ag(m)l
Voo et e

Tvrzeni 5.5. Necht X ma hustotu fx(x) vzhledem k Lebesgueové mife. Necht
existuji mnoziny G, C R", k = 1,2,..., takové, ze J;o; Gx 2 Sx, GiNG; =0

0
pro i # j, gr(x) o g(x)lg, () je prostd na kazdém Gy, a det 95 () # 0 pro

ox

skoro vSechna x € Gj. Pak Y = ¢g(X) mé4 hustotu

o0 —1

- 99, ()
fr@) = fx(g;'(y)) - |det k@T Low(c)(Y)

k=1
vzhledem k Lebesgueové mife.
Poznamka. Nechf X = (Xi,,...,X,)" je ndhodny vektor a ¢ néjaka hladka

métitelnd funkce R” — R. Jaké je rozdéleni nahodné veli¢iny T' = ¢(X)?

Zvolme vhodné transformaci g : R™ — R™ tak, aby g1(x) = t(x). Plati-li pred-
poklady tvrzeni 5.5, mtizeme podle néj spocitat sdruzenou hustotu ndhodného
vektoru Y = ¢g(X). Marginalni hustotu ndhodné veli¢iny 7' = Y7 zjistime vyinte-
grovanim ostatnich slozek podle (3.1).

Véta 5.6 (o konvoluci). Necht X a Y jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny, necht X
ma hustotu fx vzhledem k mife p1 a Y ma hustotu fy vzhledem k mite po. Pak
Z = X 4+ Y ma distribu¢ni funkci

o) = [ ) Fx =) diay) = [ fx(@)Fr(c — ) dp (o).
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5 Transformace nahodnych velic¢in a vektori

Jsou-li X a Y spojité, pak Z ma hustotu
170 = [ riG-ndr= [ fx@he-a)ds

vzhledem k Lebesgueové mite. Jsou-li X a Y diskrétni, pak

P(Z=2=) PY=yPX=z2-y =) PX=2P[Y=z-2]

yESy rESx

Tvrzeni 5.7. Necht X a Y jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny, nechf X méa hustotu
fx vzhledem k mife p; a Y ma hustotu fy vzhledem k mife py. Pak Z = X/Y
mé distribu¢ni funkci

0 0
Fy(z) = /0 Fy () Fx (24) dpa(y) + / Fr )L = Fx(29)] dyia ().

Jsou-li X a Y spojité, pak Z ma hustotu

122 = [ 1 S ) x e do

—00
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6 Normalni rozdéleni

Poznamka (Normélni rozdéleni).
—22/2

e Néhodna veli¢ina Z s hustotou p(z) = e ma normované normdlnt

rozdélent; znac¢ime Z ~ N(0,1). Jeji distribuéni funkci znacime

o(z) & / o(t) dt.

—0o0
o Jestlize Z ~N(0,1) a X =0Z + p, kde 0 > 0 a u € R, pak X mé normalni

rozdéleni s parametry u a o2, znacime X ~ N(u,0?). Jeji hustota je

1 x—p 1 _E=w?
xr) = — = e 202 |
fX( ) U(P( o ) 2ro

Jeji distribuéni funkee je Fix(z) = ®(£).
o Jestlize X ~ N(u,0%) pak EX =y, var X = 0%, v3 =0, 74 = 3.

6.1 Mnohorozmérné normalni rozdéleni

Definice 6.1. Necht Z = (Z,...,2,)7, kde Z; ~ N(0,1) jsou nezévislé. Necht
Anxr je matice a p € R™ je pevny vektor. Ndhodny vektor X definovany jako
X = AZ + p pak ma n-rozmérné normdlni rozdéleni s parametry p a X 9 44T,
Zna¢ime X ~ N, (p, ).

Poznamka.
e EX =p,var X =3,
e X mé n-rozmérné normalni rozdéleni < pro libovolné ¢ € R™ plati ¢' X ~
N(-, -).

e Libovolna symetrickd positivné semidefinitni matice ¥ se da napsat jako
AAT pro néjaké Ay, r < n. Plati: r < n pravé kdyz ¥ je singularni.
Véta 6.1. Necht X ~ N, (u, X) a 3 je regularni. Pak existuje hustota X vzhledem
k Lebesgueové miie na R" a jeji tvar je

1

(27)"/2\/det ©

o 3(@—p)TS " (@—p)

[x(z) =

pro x € R".
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6 Normalni rozdéleni

Poznamka.
e Je-li ¥ singularni, pak existuje nenulové ¢ € R" takové, ze ¢' X = 0 (tj.
slozky X jsou linearné zavislé).
e Je-li ¥ singulérni, pak hustota X vzhledem k Lebesgueové miife na R" ne-
existuje.

Priklad (Dvourozmérné normalni rozdéleni). Necht n = 2, ¥ je reguldrni, o1 =
var X1, 09 = var Xy a o = cor (X1, X5). Hustotu ndhodného vektoru X = (X1, Xo)"
pak lze vyjadrit ve tvaru

1 1 [(901—#1)2 _2g($1—u1)($2—u2)+(902—52)2]

e 2002 o? o102 o3
2wo1094/1 — 02

Véta 6.2 (Vlastnosti mnohorozmérného normalniho rozdéleni).
Necht X ~ Nn(p, %), kde X = (X[, X7, p = (uf,p3)7, = (31 52) a
dimenze jednotlivych slozek jsou k x 1 pro X1 a p1 a k X k pro X11. Pak plati:

1. X1 ~ Ng(p1,211)-

f(x1,22) =

2. Jestlize Y15 = 0, pak X7 a X3 jsou nezavislé.

3. Je-li 9o regularni, pak podminéné rozdéleni X, je-li dano Xy = s, je
k-rozmérné normalni se stredni hodnotou

pio = p1 + Y1935 (22 — po)
a rozptylem

Y110 =211 — 219855 Yor.

Poznamka. Z predchozi véty plyne:
e Maji-li X; a Xs sdruzené normalni rozdéleni, pak maji margindlni norméalni
rozdéleni.
e Maji-li X7 a X5 sdruzené normalni rozdéleni a jsou-li nekorelované, pak jsou
nezavislé.

Poznamka. Maji-li X; a X5 marginalni normalni rozdéleni, pak X = (X1, Xo)T
nemusi mit sdruzené normalni rozdéleni (protiptiklad).

6.2 Rozdéleni y?, taF

Poznidmka. Nahodni veli¢ina X mé y? rozdéleni o r stupnich volnosti, znac¢ime
X ~ x2, pravé kdyz jeji hustota vzhledem k Lebesgueové miie je

fx(x) -

_ r/2—1_—x/2
2T/2I‘(g) T e ]I(O,oo) ().

Rozdéleni x2 je specialni piipad gama rozdéleni: I‘(%, 5)-
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6 Normalni rozdéleni

Véta 6.3 (o y%-rozdéleni).

1. Necht Xi,...,X,, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim N(0,1). Pak
Y=>1, Xi2 ~ X%-

2. Necht X ~ N, (i, %), kde X je regularni. Pak

Y= (X —p)'SH (X —p) ~xi
3. Necht X ~ N,(0,X) a necht A je takovd matice typu n x n, ze AX je
idempotentni. Pak
Y = XTAX ~ 2 4y

Poznamka (néco o maticich).
e Ctvercovou matici D nazveme idempotentni pravé kdyz DD = D.
e tr D znaci stopu matice D, tj. soucet jejich diagonalnich prvki.
e Je-li matice D idempotentni, pak tr D = r(D) (hodnost je rovna stopé).

Véta 6.4 (o t-rozdéleni). Necht X ~ N(0,1) a Z ~ x? jsou nezavislé. Pak ndhodn4

. df , .
velicina T' = —2— m4 rozdéleni s hustotou

N
GO
fT,k(t)_F(%)m<1+ kj)

vzhledem k Lebesgueové mitfe. Rozdéleni ndhodné veli¢iny T' se nazyva [Studen-
tovo| t rozdéleni s k stupni volnosti, zna¢ime T' ~ tj.

Poznamka (Vlastnosti ¢ rozdéleni).

e Hustota t rozdéleni je symetricka kolem 0.

e Pro k =1 jest fr; hustotou Cauchyova rozdéleni C(0,1). Rozdéleni t; nema
stfedni hodnotu.

e Obecné ma T koneéné momenty dofadu k—1,ET =0prok > 1,varT = k;%
pro k > 2.

e Pro velké k se hustota ¢ rozdéleni blizi hustoté normovaného normalniho
rozdéleni: limy_.o |fri(t) — ¢(t)] = 0 pro kazdé ¢t € R. Tudiz a-kvantil
rozdéleni t;, konverguje k a-kvantilu rozdéleni N(0, 1) pro k — oo.

Véta 6.5 (o F-rozdéleni). Necht X ~ x2, a Y ~ x2 jsou nezévislé. Pak ndhodna
veli¢ina

X/m
Z= Y/n
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6 Normalni rozdéleni

ma hustotu

m+n

?( )(@)2 A1) o)

L()T(5) \n

vzhledem k Lebesgueové mite. Rozdéleni ndhodné veli¢iny Z se nazyva [Fisherovo-
Snedecorovo| F' rozdéleni s m a n stupni volnosti.

fF;m,n( )

N3 v
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7 Limitni véty

Na pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P) mame danou posloupnost ndhodnych
vektort Xl, X2, X3, Ceey kde Xz : (Q,A) — (Rk,[)’lg) a Xz = (Xila ce ,Xik)T.

7.1 Konvergence nahodnych velic¢in a vektort

Definice 7.1 (konvergence v pravdépodobnosti). Rikédme, Ze posloupnost { X, }°° ;
konverguje v pravdépodobnosti k ndhodnému vektoru X pro n — oo pravé kdyz

Ve >0: lim P[| X, — X|| >¢] =0.
n—oo

. < . v P
Konvergenci v pravdépodobnosti zna¢ime X,, — X.

T

Poznamka. | al|| znaci eukleidovskou normu vektoru a, tj. ||a|]| = Va'a.

Definice 7.2 (konvergence v distribuci). Rikdme, Ze posloupnost {X,}°°; kon-
verguje v distribuci k nahodnému vektoru X pro n — oo pravé kdyz

lim FXn (LL') = Fx(:l})

n—0o0

v kazdém bodé x, v némz je Fx(x) spojitd. Konvergenci v distribuci znacime
X, -2 X nebo Fx, — Fx nebo £(X,) — L(X).

Poznamka. Symbolem L£(X,) se rozumi rozdéleni ndhodného vektoru X, (z
angl. Law). Vyraz L(X,) — L(X) ¢eme ,rozdéleni X,, konverguje k rozdéleni
X “. Muzeme také fikat, ze X,, ma asymptotické (limitni) rozdéleni Fx a psét
X, X L(X).

Tvrzeni 7.1.
X, X =X, 22X

Poznamka. Opac¢nd implikace neplati. Nicméné pokud limitni vektor je kon-

stanta, tj. X, D, c, pak X, P caohs konvergence jsou ekvivalentni.

Tvrzeni 7.2 (vlastnosti konvergence v distribuci).

1. (Cramér-Woldova véta) X, LoX & VeeR:eTX, 2 cTX.
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7 Limitni véty

2. (Helly-Brayova véta) X, Px e Eg(X,) — Eg(X) pro kazdou spojitou
omezenou funkci g : R — R.

3. (Fatouovo lemma) X, 2, X = EX <liminfEX,.

n—oo
Tvrzeni 7.3 (Véta o spojité transformaci). Necht g : R¥ — R™ je spojita funkce.
1 X, X = g(X,)  g(X).

2. X, > X = g(Xn) 2 g(X).

Tvrzeni 7.4. Necht pro posloupnost {X,,}7°; plati X,,; LN X; pron — o0 a
j=1,...,k Pak X,, — X = (X1,..., X)T.

Poznamka. Pro konvergenci v distribuci tato vlastnost neplati.

Tvrzeni 7.5. Necht X, X5,... je posloupnost ndhodnych veli¢in takovych, ze
EX, — pavarX, — 0. Pak X, LR Lb

Tvrzeni 7.6 (Cramérova-Sluckého véta). Necht X, Pox , An Paa B, P, b,
kde X,,, X, A,, B, jsou ndhodné veli¢iny a a, b jsou konstanty. Pak plati

A, X, + B, = aX +b.

Poznamka. Cramérové-Sluckého vété se ¢asto fika Sluckého véta. Tato véta plati
i pro vektory, tj. pokud X, = X, A, —— A a B, —— b, kde X,, a X jsou k-
rozmérné ndhodné vektory, A, je ndhodna matice o dimenzich m x k, A je matice
konstant o dimenzich m x k, B, jsou m-rozmérné ndhodné vektory a b je m-
rozmérny vektor konstant, pak

A X, + B, 25 AX +b.
Tvrzeni 7.7. Necht a,(X,, — p) P x , kde a,, > 0 je posloupnost redlnych ¢isel

splnujici a,, — oo a w je vektor konstant. Pak X, P, L.

7.2 Zakon velkych cisel
Uvazujme ndhodnou posloupnost {X,,}°° ;. Ozna¢me X, df %Z?:l X, (pramér
z prvnich n vektort).
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7 Limitni véty

Véta 7.8 (Cebyseviiv slaby zakon velkych ¢isel). Necht X1, X», ... je posloupnost
nezavislych ndhodnych veli¢in se stifedni hodnotou E X; = p a rozptylem var X; <
C pro néjaké C' € R. Pak plati

Tvrzeni 7.9 (Chinciniv slaby zadkon velkych ¢isel). Necht Xi, Xo,... je po-
sloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych velicin se stfedni hodnotou
E X; = u < oo. Pak plati

X, 5

Poznamka.

e Oba zékony velkych ¢isel plati i pro ndahodné vektory, pokud vSechny jejich
slozky spliuji stanovené predpoklady (viz tvrzeni 7.4).

e Cebyseviiv zakon velkych ¢isel nevyzaduje, aby byly vechny veli¢iny stejné
rozdélené, ale vyzaduje, aby mély omezeny (tj. nutné koneény) rozptyl. Chin-
¢intiv zédkon velkych ¢isel vyzaduje, aby byly vSechny velic¢iny stejné rozdé-
lené, ale nevyzaduje, aby mély konecny rozptyl.

e Zakony velkych cisel 1ze zobecnit i na zavislé veli¢iny, pokud nejsou zavislé
,prilis“. Napt. u Cebysevova zakona velkych ¢isel sta¢i nahradit nezavislost
podminkou n=2 " Y cov (X;, X;) — 0.

e Existuji i ,silné“ zakony velkych cisel, které udavaji podminky pro kon-
vergenci X, k p skoro jisté (silngj$i typ konvergence neZ konvergence v
pravdépodobnosti).

Priklady.
1. Jestlize X; ~ C(0,1), pak X,, ~ C(0,1) pro libovolné n. Prmér nekonverguje
ke konstante.
2. Empirické cetnost vs. pravdépodobnost jevu.

7.3 Centralni limitni véta

Nadale uvazujme nahodnou posloupnost k-rozmérnych vektora {X,}°° ;.

Tvrzeni 7.10 (centralni limitni véta pro nezavislé stejné rozdélené ndhodné vek-
tory). Necht {X,,}9° ; jsou nezavislé a stejné rozdélené ndhodné vektory se stiedni
hodnotou pu = E X; a konec¢nou rozptylovou matici ¥ = var X;. Pak plati

T2 3K = ) = V(X — ) 2 Ne(0.5).
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7 Limitni véty

Poznamka. Neformalni zapis tvrzeni centralni limitni véty: X, ~ Nj(u,n '%).

Priklady.
1. Aproximace binomického rozdéleni normalnim
2. Aproximace x? rozdéleni normalnim

Véta 7.11 (A-metoda). Necht {T;,}°° ; spliuje

V(T — ) == Ni(0,%)

pro né&jaky vektor konstant g € R* a matici 3. Necht g je spojité diferencovatelna

funkce R¥ — RP. Oznaéme D(z) = %. Pak plati

Vi(g(T,) — 9(w)) = Ny(0, D()=D (1) ")

Priklad. Asymptotické rozdéleni log X ,,.
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