Prostorova statistika (NMST543)
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1. Statistika bodovych procesii

V této kapitole se budeme zabjvat statistickou analyzou jednoduchjch bodovjch procesti na R%. Nej-
prve za¢neme odhady popisnych charakteristik, poté se podivame na testy hypotéz, volbu a diagnostiku
parametrického modelu.

Pripomenime, ze bodovy proces je definovan jako ndhodné celociselnd lokalné kone¢na mira. Na
jednoduchy bodovy proces miizeme také pohlizet jako na ndhodnou lokalné kone¢nou mnozinu. Budeme
vyuzivat oba ptistupy, takze budeme psat ®(B) pro pocet bodi (atomt) procesu ® v mnoziné B a X € ®
pro situaci, kdy X je bod (atom) procesu .

1.1 Odhady popisnych charakteristik

Predpokladejme, Ze méme realizaci bodového procesu ® na mnoziné W € Bg, tzv. okno pozorovani.
Okno je obvykle d-rozmérny obdélnik, ale mtize mit i komplikovanéjsi tvar. Cilem je odhadnout charak-
teristiky procesu ® na zikladé dané realizace. Podame prehled zékladnich odhadu, které jsou vesmés
implementovany v balicku spatstat [1], a tak zdroven uvedeme pfFislusné piikazy.

Okrajové efekty

Nejvétsi problém pii odhadovani ¢iselnych a funkcionalnich popisnych charakteristik hraji tzv. okrajove
efekty (edge effects), které jsou zpisobeny tim, ze bodovy proces pozorujeme v omezeném okné. Napiiklad
odhad K-funkce bychom mohli zaloZit na poctech bodti v koulich se stfedem v bodé procesu a poloméru r.
Pokud je ovsem vzdéalenost bodu procesu od hranice okna mensi nez r, tak tento pocet z dat nezjistime.
Situace je zndzornéna na obrazku 1 vlevo — skuteény pocet v kouli b(X,r) je pét, ale z pozorovani
v okné W vidime pouze t¥i body. Jako jiny piiklad uvedme situaci p¥i odhadu G-funkce, kdy hleddame
nejblizsiho souseda bodu X procesu. Z informace, kterou mame z okna W, bychom na obrazku 1 vpravo
za nejblizsiho souseda bodu X oznacili bod Y. Ve skutecnosti je vSak nejbliz§im sousedem bodu X bod
Z, ktery lezi mimo okno W. Je tedy vidét, ze zanedbanim okrajovych efektd mizeme dostat zkreslené
zaveéry o charakteristikach procesu.
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Obrazek 1. Ilustrace okrajovych efekti v pfipadé odhadovani K-funkce (vlevo) a G-funkce (vpravo).

Odhad funkce intenzity

Nechf ® je stacionarni bodovy proces na R? s intenzitou A. P¥imo z definice plyne, ze

o(W)

= 201
W

je nestranny odhad A, v balicku spatstat ho lze zjistit pomoci funkce summary.ppp. Pokud @ je homogenni
Poissontiv proces, tak A je dokonce maximalné vérohodny odhad. MizZeme totiz ® na mnoziné W chépat
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jako konec¢ny bodovy proces s hustotou vzhledem k rozdéleni jednotkového Poissonova procesu na W.
Pritom vime, Ze hustota ma tvar

palp) = AW=DIW]

Lehce se zjisti, ze vérohodnostni funkce L(A) = px(p) nabyvd maxima pro A = o(W)/|W]|.
Pro nestacionarni bodové procesy s funkei intenzity A\ se pouziva jddrovy (kernel) neparametricky
odhad (density.ppp)
N 1
Maz) = Y k(x-Y), zeW,
ew(®) S

kde ky, je jaddrova funkce se §ikou pdsma (bandwidth) nebo také vyhlazovacim okénkem b > 0, tj. ky(x) =

E(z/b)
bd

, kde k je né€jaka pravdépodobnostni hustota, a

ewp(T) = /W ky(x —y) dy

N

s volbou diggle=TRUE) i ,
Aoy = Y ky(z —Y) (1)

Yeanw cwp(Y)

Odhad 5\(30) je obvykle citlivy na volbu Sifky pasma, zatimco volba jadrové funkce neni tak dulezita. Pro
malé hodnoty b je odhad ptilis koncentrovan kolem bodt procesu, pro velké hodnoty b dochézi k velkému
vyhlazeni. Mezi nejobvyklejsi volby funkce k patfi hustota rovnomérného rozdéleni na jednotkové kouli
nebo hustota d-rozmérného normélniho rozdéleni. Casto se také voli k jako soucin jednorozmérnych
hustot: k(z) = k1(x1) - - - ka(za) pro = = (x1,...,74) € R% Oblibenym pifkladem jednorozmérné jadrové
funkce je Epanecnikovovo jadro:

e(u) = Z(l —u?), wel-1,1].

Vsimnéme si, Ze pokud je k symetrickd, je druhy z uvedenych odhadu, tj. odhad (1), nestranny v tom
smyslu, Ze plati

neboli

E/W Mz)dz = /W M) d.

Pro nestacionarni Poissontiv proces je mozné opét explicitné vyjadfit vérohodnostni funkci:
pole) =exp (W] = [ Nafe)de} [T Molo).
w rEP

Pokud funkce intenzity \g(x) mé parametricky tvar, pak tlohu nalezeni maximalné vérohodného odhadu
parametru 6 je tfeba fesit nékterym numerickym postupem. Jesté se k tomu dostaneme v podkapitole
1.3.

Odhad K-funkce

Pfipomenme, ze K-funkce K (r) staciondrniho bodového procesu @ je definovidna pomoci vztahu
MK (r) = E,®(b(0,7)), >0,

ktery lze ekvivalentné prepsat na

AK(r) = E Z e(b(X,r) \ {X}) _E 27& lixea,|x—v|<r] @)

XednA A4 X, YED A4



kde A € B¢ je libovolnd mnozina s kladnou Lebesgueovou mirou (|A| > 0).
Nasledujici odhady lze v knihovné spatstat dostat pomoci funkce Kest.

0. nekorigovany odhad (uncorrected estimate): Na zakladé vztahu (2) bychom teoreticky mohli uvazovat
nestranny odhad A\?K (r) tvaru

)\@) _ Z SOX, )\ {X}) Z# 1[XEW,||X—YH§T]'

W Wi

XednW X,Yed

Tento odhad je ale pouzitelny pouze, pokud mame dodatecnou informaci z vnéjsku okna W o bodech Y,
které lezi ve vzdélenosti nejvyse r od bodi procesu @ lezicich v okné, tzv. plusovy vgbér (plus sampling).
Problém spoéiva v okrajovych efektech: nejsme schopni vydcislit ®(b(X,r) \ {X}) jenom z informace
uvnit¥ okna W, viz obrazek 1 vlevo. Pokud bychom ignorovali okrajové efekty a uvazovali pouze body
uvnitt okna, dostaneme zaporné vychyleny odhad:

27& Lix-vi<n
X, Yeenw W]

Knihovna spatstat umoznuje spocitat tento odhad volbou correction="none". Je to vSak jen z instruk-
taznich duvodi. V praxi je tento odhad nepouzitelny.

1. minusovy odhad (border estimate), correction="border": Nejjednodussim postupem, jak se vyhnout
okrajovym efekttim, je uvazovat ® v mensim okné

Wer =W o blo,r) ={y e W:bly,r) CW}={yeW:d(y, oW) >r},

tzv. minusovy vgbér (minus sampling), kde OW znaéi hranici mnoziny W. Pak

Tl — QX r)\{X}) #  lixews,,|x-v|<r]
N Ky(r) = Z Worl = Z Wor]

XednWg, X, YeenW

je nestranny odhad A2K (r), jak plyne z (2). Tento odhad je definovany pro r < 7, = sup{s > 0 : [Wgs| >
0}, napiiklad pro W = [0,1]? je 1, = 0,5.

2. translacné korigovany odhad, correction="translate”: Jind moznost je vyuzit korekénich faktoru, coz
jsou jakési vahy prifazené tomu, ze pozorujeme dva body v urcité vzdalenosti. Pouzijeme-li translancni
koreként faktor, dostaneme

—

# Lx—vj<n
22K, (1) = = .
= 2 Wn(W+X-Y)|
X, YeenW

Dtikaz nestrannosti tohoto odhadu je zaloZen na Campbellové vété (viz cvideni). Tento odhad je dobfe
definovany pro r < r; = sup{s > 0 : |[W N (W + z)| > 0 Vz : ||z|| < s}, naptiklad pro W = [0,1]? je
r+ = 1. Podobné muzeme definovat odhad redukované momentové miry druhého fadu

-

# lix _ven
A2/C,(B) = .
KB)= > WAW+X-Y)
X, YePenW

Odhad jadrové vyhlazené hustoty této miry se da spocitat prikazem Kmeasure.

3. Ripleyho izotropicky korigovany odhad, correction="isotropic” nebo correction="Ripley”: Jiny korekéni
faktor navrhl B. D. Ripley [11], vede na odhad

N = 3 Mixevizn X IX Z V)L
X, Yeanw W] |0b(X, | X = Y[)nW|

Pokud je proces navic izotropni, lze ukazat, Ze se jednd o nestranny odhad pro r < ro = inf{t > 0 :
WO < |W|}, kde W = {x € W : 9b(x,t) N W # (). Ohserova [8] modifikace

ST #  lx—vj<r) |Ob(X, | X =Y
A2 K = =Tl
o= 2 WIRID| [GX, 1K YT IT]

X,Yean
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rozsifuje definici na r < 7* = sup{s > 0 : [W)| > 0}. Pro r < r¢ je Aﬁ(R\(r) = )\27(0\(7“). V piipadé
W =10,1]? je 1o = \/5/2, r* =+/2a W®) =W pro viechna s < ry.

Pii odhadovani K(r) je tfeba délit odhadem druhé mocniny intenzity, coz mé za nésledek poruseni
nestrannosti. Vychyleni a rozptyl se typicky zvétsuji s rostoucim r. Pro obdélnikové okno se doporucuje
odhady pocitat pro r mensi nez ¢tvrtina kratsi strany obdélniku. Jako odhad druhé mocniny intenzity
se ¢asto pouziva
oW)(e(W) — 1)

XEZ
(W2 ’

ktery je nestranny pro Poissoniiv bodovy proces .

Minusovy odhad K-funkce nemusi byt monoténni funkce v r (na rozdil od teoretické funkce). S ros-
toucim r a dimenzi prostoru dochazi u minusové metody k vyznamné ztraté informace z dat. Statisticky
lepsi vlastnosti maji odhady zaloZené na korek¢nich faktorech. Na druhou stranu vypocet K, je rychlejsi.

Odhad nehomogenni K-funkce

Pro po prevazeni funkci intenzity slabé stacionarni bodové procesy lze provést odhad nehomogenni K-
funkce

# 1[xeA HX Y<r]
1nh0m E Z A ESNYS TN T
Feo (Y)A]

podobnymi postupy jako pfi odhadu K-funkce pro stacionarni procesy, napf. translacné korigovany odhad

mé tvar 1
~ £ _ -
Rinnon(r) = 37 = ,
XY oW AW N(W+ X -Y)|

kde S\(x) je odhad funkce intenzity v bodé x. V bali¢ku spatstat bychom pouzili Kinhom s volbou
correction="translate".
Odhad parové korelaéni funkce

Pro stacionarni a izotropni bodovy proces souvisi parova korela¢ni funkce g s K-funkci vztahem

K'(r)
g(r) = ogrd—17 " >0,

kde o4 je povrch jednotkové koule v R?. Lze pouzit jadrovy odhad s transla¢nim nebo Ripleyho korekénim
faktorem:

UL N 1 B

X ogréYWnNn(W+X-Y)|’

1 Z# ko(r =X =Y]) _ [9b(X, [ X = Y])|

N xtchew  TarTHWEO(XIX =Y ) n Wl

kde kp je vhodnd jadrova funkce s vhodnou Sitkou pasma b. V balicku spatstat lze parovou kore-
la¢ni funkci odhadnout pomoci pcf. Odhad §; odpovidéa volbé correction="translate", zatimco odhad gpr
volbé correction="ripley”. V prlpade po prevazeni funkci mtenmty slabé stamonarmch bodovych procest
bychom kazdy ¢len souc¢tu misto 22 délili soudinem )\( ))\( ), k vypoctu slouzi funkce pcfinhom.

Dalsi moznost je vyuzit néktery z odhadt K-funkce a aproximovat derivaci numerickymi metodami
(napf. pomoci splinid). To obvykle nen{ snadné, protoze odhad K-funkce je po ¢astech konstantni funkce.

Odhad distribu¢ni funkce vzdalenosti nejblizsiho souseda

Pfipomenime, Ze pro stacionarni bodovy proces definujeme distribuéni funkci vzdalenosti nejblizsiho
souseda jako

G(r) = P\({p € N : o(blo,7)) > 0}), r>0.

K vypoctu nasledujicich odhada funkce G lze pouzit Gest.
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0. nekorigovany odhad, correction="none": Kdybychom pro kazdy pozorovany bod procesu znali vzda-
lenost k nejblizsimu sousedu, tak mtzeme odhadnout distribuéni funkci vzdalenosti nejblizs§iho souseda
klasickym zpusobem jako empirickou distribu¢ni funkci

A 1
G(T) VTN 1 e e
(I)(W) XQ;WV [e(X)<r]

kde e(x) = d(z, @\ {z}) je vzdalenost bodu z k nejblizs§imu sousedu. Z Campbellovy-Meckeho véty plyne,
ze

E Z lie(x)<r] = )\/ / Ld(o,p)<r) Pa(dp) d = A[W|G(r).
Xeanw wJIN

Odtud vidime, e odhad G(r) je tzv. podilové nestranny (ratio-unbiased), coz znamené, 7e G(r) je tvaru
zlomku, pfi¢em? podil stiednich hodnot ¢itatele a jmenovatele davéd G(r), neboli

E> xeenw He(x)<r] _ AWIG(r) = G(r)
ES(W) AW '

Opét diky okrajovym efektiim nejsme schopni ziskat e(X) pro kazdé X € ® N W, viz obrézek 1 vpravo.
Pokud nahradime e(X) vzdalenosti e*(X) = d(X, (2\{X})NW) > e(X), kterou jsme schopni pozorovat,
dostavame nésledujici naivni odhad

A 1
Crlr) = — Loy,
@(W) Xe;jw [ex(X)<r]

Jelikoz e*(X) < r implikuje e(X) < r, je G,(r) < G(r). Pro praktické tcely se odhad G, (r) nepouziva,
ale je mozné ho dostat volbou correction="none".

1. minusovy odhad, correction="border" nebo "rs": Prejdeme-li opét k erodovanému oknu Wg,., dosta-
neme podilové nestranny odhad

A 1
Golr) = —— Lioix)<r-
) e(Wer) X€<I>zﬁ:Wer =]

2. Kaplaniv-Meieriv odhad, correction="km": Okrajové efekty lze chapat jako druh cenzorovani (viz
podkapitola 5.1). Mizeme tak zavést odhad Kaplanova-Meierova typu:

. B HXedNW:e(X)=s,e(X) <c(X)}
Cren(r) =1-T] <1 HX CBAW :e(X) > 5,0(X) > 5} >

s<r

kde c(z) = d(xz,0W) je vzdalenost x od hranice okna. V piipadé e(X) < ¢(X) vime, Ze pozorujeme
skuteénou vzdéalenost k nejblizsimu sousedu bodu X. V opa¢ném piipadé je vzdélenost e(X) cenzorovana
hodnotou ¢(X). Méame jistotu, ze e(X) bude vétsi nez ¢(X). Uvédomme si, Ze k vipoctu odhadu G s (r)
nam staci informace, kterou mame z okna W. Na rozdil od klasické situace ndhodného cenzorovani
nemuzeme ocekavat nezavislost pozorovani a cenzort, a tak je optimalita Kaplanova-Meierova odhadu
narusena. Presto ve srovnani s minusovym odhadem dava obvykle presnéjsi vysledky.

Pokud mame absolutné spojitou distribuéni funkei H (t) s hustotou h(t), tak rizikovd funkce (hazard
rate) je definovana jako Ap(t) = h(t)/(1 — H(t)). Prostorovd Kaplanova-Meierova metoda umoziiuje
odhadnout rizikovou funkci Ap,(r) distribuéni funkce G(r). Musime vSak byt opatrni, protoze G nemusi
mit nutné hustotu. V balicku spatstat se tento odhad pocita spolecné s Kaplanovym-Meierovym odhadem
G-funkce.

3. Hanischiv odhad, correction="han" nebo "Hanisch": Jiné vylepseni minusového odhadu p¥inasi nasle-
dujici korekce na okrajové efekty:

1 Lie(x)<e(x
Gu(r)= < 7[12([/ J=el0) Liex)<r)s
A xéanw (Weex)|
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kde
Liex)<e(x)]

A= .
|W66(X)|

Xeonw
Tento odhad pouziva pouze body, které jsou blize k svému nejbliz§imu sousedu nez k hranici okna.
Na obrazku 1 vpravo by bod X nebyl zahrnut do odhadu, nebot jeho vzdalenost k hranici okna je
mensi k svému nejblizsimu sousedu. Hanischuv odhad je podilové nestranny, o ¢emz se muzeme snadno
presvédcit z Campbellovy-Meckeho véty, uvédomime-li si, Ze 1o(x)<c(x)) = 1] XEWae(x)]-

Odhady G nemusi mit vlastnosti distribuéni funkce: G nemusi byt monoténni, G s je neklesajici,
ale maximalni hodnota mtze byt mensi nez 1.

Odhad kontaktni distribuéni funkce

Kontaktni distribu¢ni funkci stacionarniho bodového procesu ® jsme definovali jako
F(r) =P(2(b(o,r)) > 0) =P(D <r), r>0,

kde D je vzdalenost od pocatku k nejblizsimu bodu procesu .
V prostoru R? zvolme pravidelnou miiz I,:

Ia:y+aZd:{(y1+a1217---ayd+adzd)GRd:ZiGZ}a

kde y = (y1,...,ya) € R aa = (a1,...,aq) € R%, tj. a; > 0 proi = 1,...,d. K vypoctu nasledujicich
odhadt kontaktni distribu¢ni funkce F' v rovinném piipadé lze pouzit Fest.

0. nekorigovany odhad, correction="none": Pro kazdy bod mfize v okné W najdéme nejblizsi bod procesu,
ten ovsem mize lezet mimo okno. Pokud budeme uvazovat pouze body ® N W, dostaneme

- 1
F. =TT =11 Lia(e e
™) = T zg;w (e 2rW) <

kde |I,NW| je pocet prvki koneéné mnoziny I, "W. Tento odhad je zdporné vychyleny, tj. EFT(T) < F(r),
nebot 1jgm.anw)<r] < lig@,a)<r @ P(d(z,®) < 7) = F(r) ze stacionarity. Vychyleni je zptisobeno
okrajovymi efekty.

1. minusovy odhad, correction=""border" nebo "rs": Oznalme d(zr) = d(z, P) vzdalenost = od nejblizsiho
bodu procesu. Potom

N 1
Fy(r) = TN Wa| Z Lia(z)<r]

ze€l,NWg

je nestranny odhad F(r), nebot vzhledem ke stacionarité P(d(x) < r) = F(r). Spojita verze tohoto
odhadu (kdyz ¢ — 0) mé tvar
- Wer N @,
Fb(T) _ | S |’
|W6T|
kde ®, = {z € R? : d(z,®) < r} = Uxeab(X,r). Opét se jedna o nestranny odhad.

2. Kaplanuv-Meieriv odhad, correction="km":

. B #{rxel,NW :d(z) =s,d(z) <c(z)}
Fienr (r) _1_H (1_ #{x e, NW :d(x) > s,c(x) > s} )’

s<r

kde c¢(z) = d(z, 0W) je vzdalenost = od hranice okna.

Kontaktni distribuéni funkce F'(r) stacionarniho procesu je absolutné spojité a rizikova funkce A (r)
existuje. Jeji odhad je zalozen na Kaplanové-Meierové odhadu Fi p (7).
3. Chiuv-Stoyaniuv odhad, correction="cs" nebo "Hanisch": Pouzitim stejné korekce na okrajové efekty
jako u Hanischova odhadu G-funkce dostaneme

7 1 1 d(z)<c(x
Fes(r) = o 7[14(/)’ Ll L)<
@ el NW | 9d(z)|
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kde
C, - La(@)<e(@)]

z€l W Wou)|
Spojita verze tohoto odhadu ma tvar

1
Fes(r / i) =clw)] 1[d(x)<r] dz,
|Wed

o / L@ <e@) 4
|W6d(z)|
Odhady F' nemusi mit stejné vlastnosti jako teoreticka funkce F: F}, nemusi byt spojitd ani mo-

noténni, Frm je neklesajici, ale maximalni hodnota muze byt mensi nez 1. Minusovy odhad je méné
vydatny nez Kaplantv-Meiertuv nebo Chitv-Stoyantv odhad.

kde

Odhad J-funkce

V balicku spatstat je mozné J-funkci

1-G(r)

J(T):l—iF(r)’

r>0:F(r)<l,
odhadnout pomoci Jest.
Odhad J-funkce vychazi z jeji definice:

. 1-G(r)
Jr) = 1—F(r)

Rozlisime nésledujici odhady (podle toho, jaké odhady G a F' pouZijeme):
e nekorigovany (correction="none"),
e minusovy (correction=""border" nebo "rs"),
e Kaplaniv-Meierdv (correction="km" ),
e Hanischiv (correction=""Hanisch").

I kdyz nekorigované odhady GraF, jsou vyrazné vychylené, tak jejich podilem se dostane pfiblizné
nestranny odhad (alesponi kdyz dany bodovy proces je blizky Poissonovu procesu). Vyhodou tohoto
odhadu je necitlivost vzhledem k okrajovym efektim, mél by se tedy pouzit, pokud jsou okrajové efekty
vyznamné.

Dalsi t¥i odhady jsou mirné vychylené (podil dvou pfiblizné nestrannych odhadit). Logaritmus
Kaplanova-Meierova odhadu je nestranny odhad log J.

Knihovna spatstat umoziiuje odhadnout ¢ty¥i zakladni sumérni statistiky (funkce F, G, J, K) na-
jednou pomoci allstats.

Odhad indexu agregace

Pro kazdou nezapornou ndhodnou veli¢inu 7' plati mezi jeji stfedni hodnotou ET a distribu¢ni funkei
H(t) nasledujici vztah (napf. [6], lemma 5.7)

ET:/NQ_H@mt
0

Méme-li odhad G(t) distribuéni funkce nejblizsiho souseda G(t), mizeme tak dostat odhad Clarkova-
Evansova indexu

d()\wd)l/d !
T

~ d(dwg)/® [ A
CE_—ﬂﬂa—A (1-G(t)dt.

V knihovné spatstat je pro odhad CE urcena funkce clarkevans.

CE =

jako
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1.2 Testovani hypotéz

Dalsi statistickou tulohou je testovani hypotézy, zda pozorovany bodovy vzorek odpovidd zvolenému

vvvvvv

vvvvvv

Rozdélme okno pozorovani W na k navzajem disjunktnich oblasti stejného obsahu a spoc¢téme
pocty bodi v kazdé z téchto oblasti, oznacme je ni,...,ng. Za hypotézy, ze data pochézi z homogenniho
Poissonova procesu, jsou tyto pocty realizace ndhodného vybéru z Poissonova rozdéleni s parametrem
AW /k. Navic vime, Ze za hypotézy je vSech n = nq + - - - + ng bodll nezdvisle rovnomérné rozmisténo
ve W. Mizeme tak pouzit klasicky Pearsontiv x2-test dobré shody. Testova statistika je dana jako

2

(ni —n/k)
Z n/k

i=1

a rovna se inderu disperze
(k—1)s?
n

I = 3

kde i = + Zle n; = n/k je primérny pocet bodi na jednu oblast a s? = Zle(ni —n)? je vybérovy
rozptyl. Index I mé piiblizné y2-rozdéleni o k — 1 stupnich volnosti. Praktické doporuceni pro dobrou
aproximaci je i > 5. Malé hodnoty I odpovidaji mensi variabilité nez u Poissonova procesu (znamka
regularity procesu). Velké hodnoty I naopak svédéi o vétsi variabilité v bodovém vzorku (shlukovani).
V knihovné spatstat existuje tento test pod nazvem quadrat.test.

Test zaloZeny na indexu disperze je jeden z méla pfipadii v prostorové statistice, kdy (asymptotické)
rozdéleni testové statistiky je jednoduché. Vzhledem k tomu, ze casto je rozdéleni statistik velmi kom-
plikované, pouzivaji se simula¢ni (Monte Carlo) testy. Proto nyni vysvétlime jejich obecnou myslenku.

Dejme tomu, ze chceme testovat hypotézu Hy, ze data odpovidaji danému modelu. Uvazujme né-
jakou vhodnou statistiku 7', jejiz odhad na zakladé dat oznacime T. Provedeme M simulaci z modelu
platného za Hy a z kazdé simulace odhadneme statistiku 7'. Odhady Tl, cos ,TM usporadame podle ve-

likosti od nejmensiho k nejvétsimu, ¢imz dostaneme poradkové statistiky T(;) < --- < T(p). Za nulové
hypotézy jsou T a Tl, . ,TM nezavislé a stejné rozdélené, proto ze symetrie je pravdépodobnost, ze T

bude mensi nez T{4) rovna q/(M +1). Chceme-li testovat hypotézu Ho na hladiné vyznamnosti a, ur¢ime
takové q, pro které plati
2q
a = .
M+1

Hypotézu pak zamitame, jestlize T ¢ [T(q), T(M,qﬂ)]. Tento test oznacujeme jako bodovy Monte Carlo
test (pointwise Monte Carlo test).

V bodovych procesech se spise pracuje s funkcionalnimi charakteristikami nez s ¢iselnymi. Méjme
néjakou funkcionédlni charakteristiku S(r). Pro pevné r, které je nezavisle na datech pfedem zvolené,
milzeme provést vySe popsany Monte Carlo test s volbou T = S(r). Tim ale vyuzivdme jen zlomek
informace, kterou ndm déva odhad S(r).

UvaZujme odhad S(r) na intervalu [sg, 1], kde 0 < s9 < s1 jsou pfedem zvolené konstanty. Odhad
S(r) ziskany z dat oznacime S(r) a odhady spoctené z M simulaci oznaé&ime S)(r),..., Sy (r). Pro
kazdé r bychom opét mohli urcit S(q) (r) a S(Nf_q+1)(r). Spojenim hodnot S*(q) (r) pro rtzné r dostaneme
tzv. dolni obdlku (lower envelope), zatimco hodnoty S(M_q+1)(r) vytvoli horni obdlku (upper envelope).
K jejich vykresleni 1ze pouzit funkci envelope s parametrem global=FALSE. Musime si uvédomit, Ze se
jedna o bodové obalky, které pomuzou pii grafickém znazornéni piipadnych odchylek od nulové hypotézy,
ale bylo by chybou interpretovat je tak, ze hypotézu zamitneme, pokud se odhad S (r) nékde dostane
mimo obéalky. Jedna se vlastné o problém vicendsobného testovani.

Pro presny obalkovy test predpokladejme, Ze za nulové hypotézy zname teoreticky funkcéni predpis
pro S(r) = Sp(r). Ur¢ime maximalni odchylky, o které se odhady lisi od teoretické funkce:

D= sup |S(r)=So(r)l, Di= sup [5i(r)—So(r)], i=1,...,M.

so<r<si so<r<si

Hodnoty Dy, ..., Dy sefadime podle velikosti, ¢imz dostaneme potradkové statistiky D1y < D) < -+ <
Dy Nulovou hypotézu zamitame, jestlize D > Dpr_q41), kde hodnota ¢ je volena podle pozadované
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hladiny testu: a = #—l—l‘ Tomuto postupu se ¥ikd simultdnni Monte Carlo test (simultaneous Monte Carlo
test) a v knihovné spatstat ho lze provést pouzitim funkce envelope s volbou global=TRUE. Testovani si
miizeme predstavit také tak, ze zkonstruujeme pas o Siice 2D(p;_g41) kolem funkce Sp(r) a pokud S (r)
lezi mimo tento pas (vné obélek) pro néjaké r € [so, s1], tak hypotézu zamitneme. Jind moznost je misto
supremalni vzdélenosti uvazovat integralni. Pro data a pro kazdou simulaci uré¢ime integralni ¢tvercové
odchylky od teoretické funkce:

b= /SI(S(T) = So(r)*dr,  D; = /Sl(S‘i(r) — So(r))?dr, i=1,..., M.

Nulovou hypotézu zamitame, jestlize D > Dy;_441), kde hodnota ¢ je volena podle pozadované hladiny
testu: a = %ﬂ. V tomto pripadé mluvime o integralnim Monte Carlo testu.

Pro test hypotézy tplné prostorové nadhodnosti tak mizeme pouzit néktery ze simulac¢nich testi.
Jako charakteristika S(r) se obvykle voli F', G, J, K nebo L-funkce. Stejnym zpiisobem lze testovat
libovolny model, ze kterého umime simulovat.

1.3 Odhad parametria modelu

Dalsi statistickou tlohou je vybrat vhodny model, ktery popisuje nase data. Dejme tomu, Ze rozdéleni
bodového procesu @ je parametrizovano vektorem 6 neznamych parametri. Nasim cilem je najit odhad
vektoru @ na zakladé realizace procesu ® v omezeném okné W € Bg.

Metoda minimalniho kontrastu

V nékolika mélo pfipadech je teoreticky tvar néjaké popisné charakteristiky S(r) zndmy a lze ho vyjadfit
jako funkci parametrtt modelu: S(r) = Sy(r). P¥ikladem jsou popisné charakteristiky Poissonova procesu
nebo parovéa korelacni funkce stacionarnitho Neymanova-Scottové procesu, ktera spliiuje

g(z) =1+ /\ip /p(y)p(y —z)dy, z€eR

kde A, je intenzita rodicovského procesu a p je hustota bodii shluku. Pokud ma funkce p parametricky
tvar (jako napf. u Thomasové nebo Matérnova shlukového procesu), tak mame g(z) vyjadfenu jako
funkci parametrid modelu. Odhad parametra 6 pak mzeme hledat analogicky jako u metody momentt
tak, Ze polozime odhad S(r) ziskany z dat roven teoretické funkci. ReSenim soustavy rovnic Sp(r) = S(r),
kde r nabyva nékolika rtiznych hodnot, dostaneme odhad . Pokud je 6 k-rozmérny vektor, potfebujeme

vzit alespoti k rtiznych hodnot r, aby soustava Sy(r) = S(r) mohla mit jednoznacné feseni. Vhodnéjsi
se ale zd4 hledat 6, pro které budeme minimalizovat odchylku S(r) od Sp(r) pfes néjaky interval [a, b].

Definujme
b
@) - [

kde 0 < a < b a p,g > 0 jsou zvolené konstanty a w(r) je zvolend védhova funkce. Odhad 6 pak
dostaneme minimalizaci funkce D(6). Tato metoda se nazyva metoda minimdlniho kontrastu (method of
minimum contrast). Pokud nezname analytické vyjddieni Sy (r), miZeme pro pevné § nezndmou hodnotu
aproximovat pomoci mnoha simulaci z modelu. V knihovné spatstat je pro odhad parametri metodou
minimélniho kontrastu (s vdhovou funkei identicky rovnou jedné) k dispozici funkce mincontrast, ve které
jsou parametry p a ¢ pfednastaveny na hodnoty p = 2 a ¢ = 1/4 (samoziejmé je mozné toto nastaveni
zménit). Pokud za popisnou charakteristiku S(r) zvolime K-funkci, umoziuje spatstat hledat odhady
metodou minimalniho kontrastu pro nékteré konkrétni parametrické modely bodovych procest pomoci
specidlnich funkei Igep.estK (logaritmicko-gaussovsky Coxtiv proces), matclust.estK (Matérniv shlukovy
proces) a thomas.estK (Thomasové proces).

p

g(r)q — Sp(r)?| w(r)dr,

Priklad: Necht ® je Thomasové bodovy proces s parametry )\, (intenzita rodic¢ovského Poissonova pro-
cesu), \. (stfedni podet bodt shluku) a o2 (rozptyl normalniho rozdéleni udavajiciho polohu bodu shluku
vzhledem k rodi¢ovskému bodu). Potom pérova korela¢ni funkce je rovna

1 r2
g(r) =1+ Ny (dro2)drz P {Fﬂ} » 7>0.
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Lze ji odhadnout pomoci jadrového odhadu s korekci na okrajové efekty. Mame-li takovyto odhad g(r)
na intervalu [a, b], potom odhad metodou miniméalniho kontrastu mizeme zalozit na funkci

D(\,,0%) = /ab (g(r) —1- W exp {—%})2 dr.

Minimalizace tohoto integralu vyzaduje numerické metody. VSimnéme si, ze v tomto vyjadfeni se nevy-
skytuje parametr A.. Ten bychom museli odhadnout jinymi postupy.

Metoda maximalni vérohodnosti

Jiny pristup je zaloZen na maximalni vérohodnosti. Pfedpokladejme, ze ® je koneény bodovy proces
s hustotou p vzhledem k rozdéleni II jednotkového Poissonova procesu na omezené mnoziné B € Bg,
pritom hustota p(¢) = pe(p) je parametrizovana vektorem 6 nezndmych parametri. Pro jednoduchost
uvazujme, ze okno pozorovani W splyvd s B. Maximalné vérohodny odhad 6 se obdrzi maximalizaci
vérohodnostni funkce L(0) = pe(p), kde ¢ je pozorovani realizace procesu ®. Casto je vyhodn&jsi
maximalizovat logaritmus vérohodnostni funkce, tj. 1(0) = log L(#). Tvar vérohodnostni funkce je zndmy
pro Poissontiv proces s funkci intenzity Ag:

10) = [W| — /W Ao(z) dz + ) log Ag(x).

TEP

Jak jsme jiz zminili v podkapitole 1.1, v homogennim piipadé (Ag(z) = A) je tato funkce maximalizovana
pro A = o(W)/|W/|. Pro nehomogenni Poissontiv proces neni vyjadfeni maximalné vérohodného odhadu
analyticky zvlddnutelné a musime pfistoupit k numerickym algoritméim (napf. Newtonova-Raphsonova
metoda) pro maximalizaci vérohodnostni funkce.

Pro jiné procesy nez Poissoniv je normujici konstanta vétSinou déna komplikovanym integralem,
ktery neni moZné spocitat explicitné. V tom ptipadé se daji pouzit Monte Carlo metody. Necht hustota
bodového procesu ma tvar pg(p) = hg(p)/co, kde hg je znadmé funkce a ¢y = Ehg(Pp) je nezndmd
normujici konstanta (®p je Poissontiv proces na B s jednotkovou intenzitou). Potom [(0) = log hg(p) —
log cg. Vyhodnéjsi bude maximalizovat pomér vérohodnosti vzhledem k néjakému pevnému parametru

9()1

1(0) — 1(60) = log ;’: <(s;>) g }Ze((s;)) ~log 7"

Pro prvni ¢len zndme analytické vyjadieni, zatimco druhy mtzeme aproximovat metodami MCMC (Mar-
kov Chain Monte Carlo). Pomér normujicich konstant 1ze totiz rozepsat

2 —— [ eymay) = [ 7208200 pay)

Coo h@g((P) Coo
— [ 2210 = [ U ) = B O

kde Iy, je rozdéleni bodového procesu @ s hustotou py, (neboli skuteény parametr je 6p) a Eg, je stiedni

hodnota vzhledem k tomuto rozdéleni. Pfitom pfedpokladame, ze kdyz hg,(p) = 0, tak i hg(p) = 0,

a vyuzivame tmluvu 0/0 = 1. Existuji razné MCMC algoritmy pro generovani procesu s rozdélenim Ilg, .

Ty jsou zaloZeny na konstrukci markovského fetézce {®(™}, jehoz limitni rozdéleni je dano hustotou
ho(®)

Do, vzhledem k rozdéleni II bodového procesu ®p. Pokud stfedni hodnotu IEhe—@)) nahradime pomoci
0

vybérového primeéru, dostaneme aproximaci poméru logaritmickych vérohodnosti

he(p) 1
loo n(0) = log —"F) _Jog =
0o,n(0) = log hoo(@) 187 -

o které se hovoti jako o aprozimaci pomoci vybéru na zdkladé dileZitosti (importance sampling ap-
prozimation). Maximalizace lg, »(0), pro kterou se pouzivaji obvyklé numerické postupy, ddva MCMC
aproximaci 0,, maximalng vérohodného odhadu 0 parametru . Tato aproximace je pouzitelna, pokud 6
je blizko 6. Jako 6, se vétiinou voli hruby odhad ziskany néjakou jednodussi ale méné efektivni metodou.
Celou proceduru lze iterativné opakovat. Existuji alternativni aproximace, o kterych se lze podrobnéji
docist v [7], kap. 8.2.4. a 8.2.5.
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Metoda maximalni pseudovérohodnosti

Protoze vérohodnostni funkce je casto komplikovana, je jina strategie odhadovani parametri modelu
zalozena na nahrazeni vérohodnostni funkce néjakou jeji aproximaci.

Definice 1. Necht @ je koneény bodovy proces na B € B¢ s Papangelouovou podminénou intenzitou
Aj(z, ), kde 0 je vektor neznamych parametrt. Mé&jme danu realizaci ¢ procesu v okné pozorovani W,
o kterém predpokladame, Ze splyva s B. Definujeme pseudovérohodnost (pseudolikelihood) vztahem

PLO) = exp { W~ [ Nyt ar ) [T Ao (o))
w TEP
Hodnota é, kterd maximalizuje PL(0), je odhad metodou mazimdlni pseudovérohodnosti vektoru 6.

Poznamka 1. Pro Poissoniv bodovy proces je A*(z,¢9) = A(x) a pseudovérohodnost je identickéd
s vérohodnosti.

Priklad: Strausstiv proces ma Papangelouovu podminénou intenzitu A*(x, p) = Brytr(@9) kde t r(x, @) =
Zyew 1j0<|jz—y|<r)- Nezndmé parametry jsou § > 0,0 <y < 1a R > 0. Logaritmus pseudovérohodnosti
Straussova procesu je

log PL(8,7, R) = [W| — /W By =) dz + Y~ (log B+ tr(x, ¢\ {z})log)

TEP

— W) - / By A 4 (W) log B + 25 () log 7,
w

kde SR(@) = Z{m,y}gwl[kl\r*yHSR]' Polozime-li derivace podle 8 a podle v rovny nule, dostaneme
rovnice

p(W) :ﬂ/ 7R @P) da,
w
25r(p) = B / tr(z, o)1) da.
w

Parametr R povazujeme za znamy a hledame feSeni soustavy dvou rovnic numericky, vysledkem jsou
odhady parametrii 8 a 7. Uvédomime-li si, Ze tr(z, ) nabyva pouze nezdpornych celo¢iselnych hodnot,
a polozime-li

mg = / 1[t(z,<p):k] dz, k € Ny,
w

pak ma nase soustava tvar
o0
(W) = B>y my,
k=0
o0
25r(p) =B Z kykmy,.
k=0

Vyhoda predpokladu, Ze R je znamy parametr, spo¢iva v tom, Ze potom ma Papangelouova podminéné
intenzita log-linearni tvar. Mohli bychom zvolit nékolik rtznych hodnot Ri,..., Rx parametru R, pro
kazdou spocitat maximélné pseudovérohodné odhady parametrti 5 a v a uréit takovou hodnotu, pro
kterou bude pseudovérohodnost nejvyssi. Tu pak vezmeme jako odhad parametru R.

SloZzena vérohodnost

Metoda maximalni pseudovérohodnosti patii do obecné tiidy statistickych metod tzv. sloZené wvéro-
hodnosti (composite likelihood), které se pouzivaji v pfipadé, kdy metoda maximdlni vérohodnosti je
vypocetné nezvladnutelna nebo neni dostupna. U slozené vérohodnosti je odhad zalozen na funkci, ktera
je soucinem vérohodnosti jednodussich slozek, a to i v pripadé, Ze tyto slozky nejsou nezavislé. Konkrétni
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tvar slozek zavisi na kontextu. Pro bodové procesy se nabizi uvazovat soucin pres prispévky jednotlivych
bodt nebo dvojic bodt.

(2

Méjme staciondrni bodovy proces ® na R? se sou¢inovou hustotou druhého Fadu Ap ), ktera je

parametrizovana pomoci vektoru # neznamych parametri. Ze stacionarity plyne, Ze )\((,2)(30, y) = )\gf)(x —
y). Pfedpokladdme, ze bodovy proces ® pozorujeme v okné W. Potom hustota dvojice bodid procesu ve
W je
2
A )( )
fW fW (u—v)du dv’

Jednotlivé dvojice bodi samoziejmé nejsou nezavislé, ale i tak mizeme uvazovat soucin hustot pfes
jednotlivé dvojice ruznych bodi. Po zlogaritmovani mame logaritmus sloZzené vérohodnosti tvaru

logCL(®) = 37 [k)gA(Q)(X Y) —log / / v) du dv

X,YednWw

fG(xvy)

z,y € W.

Pro praktické tcely nas nezajimaji dvojice bodu ve velké vzdalenosti, protoze u nich se ¢asto projevuji jen
velmi slabé zavislost, takze jejich vynechanim neztracime prili§ informace. Navic tim snizime vypocetni
slozitost a variabilitu vysledného odhadu. Volime tedy R > 0 a pracujeme s dvojicemi bodt ve vzdalenosti
mensi nez R, dostavame hustotu

AP (@ —y)1{||X — Y| < R}

fG(xay): ) xayevva
Jw Aé2)(u —v)1{|Ju —v|]| < R} dudv
a logaritmus slozené vérohodnosti
log CL(0) = g ) )
og CL(0) = > log \y (X —Y) — log . WAB (u —v)1{||u — v|| < R} dudv

X, YePNnW:[|X-Y| <R

Odhad parametru 0 ziskdme maximalizaci této funkce. VSimnéme si, Ze ve vyjadieni fy resp. log CL(6)
mizeme misto soucinové hustoty )\éQ)
procesu .

Na rozdil od predchozich dvou podkapitol nyni pracujeme se staciondrnimi bodovymi procesy. Me-
toda slozené vérohodnosti se vyuziva predevsim pro Coxovy bodové procesy, kde ¢asto mame analyticky

tvar sou¢inové hustoty druhého fadu. Je-li ® stacionarni Coxtv bodovy proces s fidici funkci intenzity

pouzit parovou korela¢ni funkci g9 = )\éQ)/ A2, kde X je intenzita

7, jejiz rozdéleni zavisi na 6, potom AéZ)(x —y) = EZ(x)Z(y). Déle si pfedvedeme jesté jednu metodu
vhodnou pro Coxovy bodové procesy, kterd bude zaloZzena na jiné charakteristice druhého fadu.
Palmova vérohodnost

Necht ® je stacionarni bodovy proces na R? s intenzitou A a sou¢inovou hustotou druhého Fadu \(2).
Potom mtizeme psat A (y — ) = M\, (y — 2), kde \, se nazjva Palmova intenzita (Palm intensity).
Faktoridlni momentovou miru druhého fadu lze vyjadrit z Campbellovy véty jako

P (A x B) EZ lixcayen = // AP (y — ) dydz = A // u) duda.
X,Yed B-g
Na druhou stranu podle Campbellovy-Meckeho véty je
a®(AxB)=E > &B\{X}) _)\// P!(dy) dz.
XeonA
Srovnanim se zjisti, ze

Eé(I)(B):/ Xo(u)du, B e B,
B

tj. Ao je funkce intenzity redukovaného Palmova rozdéleni procesu ®. Odtud je také jasnéjsi, proc¢ se
nazyva Palmova intenzita. Uvédomme si, ze se jedna o charakteristiku druhého fadu. Palmova intenzita
je konstantni pro stacionarni Poissoniv proces, ale obecné nejde o konstantni funkci.
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Budeme uvazovat bodovy proces rozdili pozorovanych bodi procesu ® v okné W, jejichz vzdalenost
je mensi nez dané R, tj.

Pr={Y—-X:X£YcdnNW,||Y — X|| < R}.

Ziejmé se jedna o bodovy proces v kouli b(o, R). Jeho mira intenzity je (podle Campbellovy véty)

+
E®r(A)=E > 1y_xea :/ / Ly—wea P (y — 2) dydz
X, YednW wJw

= //1[I€W_’z+uew]l[ueA])\(2)(u) dzdu = )\/ W N (W — u)|\o(u) du,
A
a proto ma ® funkci intenzity
Ar(u) = @)W N (W —u)|, ue€b(o,R).

Piedpokldadame, 7e mame parametricky tvar Palmovy intenzity A?(u) a chceme odhadnout vektor ¢
neznédmych parametria. To provedeme tak, Ze povazujeme @ za nehomogenni Poissontiv proces s funkci
intenzity Agr(u), kterou aproximujeme tak, ze skute¢nou intenzitu A nahradime pozorovanou intenzitou
(W) /|W| a ¢len |W N (W — u)| nahradime |W|, coZ je rozumnd aproximace pro R podstatné mensi nez
velikost okna. Tim dostaneme pro Ar(u) aproximaci ®(W)A,(u) a pro vérohodnostni funkci aproximaci
na zakladé vérohodnosti pro Poissoniiv proces. Mluvime o ni jako o Palmové vérohodnosti. Znamena to,
7e logaritmus Palmovy vérohodnosti je

+
logLp(6) = Y " Lyy_xj<nrlog@(W)A(Y — X) + [b(o, R)| — ‘I’(W)/ A (u) du.
X, YEONW b(o.R)

Alternativni zptsob, jakym dojdeme k Palmové vérohodnosti, je uvazovat bodové procesy
ox={Y -X:X#£Y ed}, XecdnW,

coz jsou nehomogenni bodové procesy s funkci intenzity A,. Ignorujeme interakce v procesech ® x Nb(o, R)
a aproximujeme je nehomogennimi Poissonovymi procesy, jejichz logaritmické vérohodnosti jsou

S Locix-viem gAY = X)+ o, B) = [ Ny du.
Yea b(o,R)

Budeme-li nyni povazovat ®x, X € ® N W, za nezavislé stejné rozdélené procesy a ignorujeme okrajové
efekty, potom mame logaritmickou Palmovu vérohodnost tvaru

ogLp(0) = 3 Tpojx—viem log XY — X) + ®(W)lb(o, B)] — (W) / N (u) du,
XY ednW b(o,R)

coz se lisi od predchoziho vyjadfeni jen o konstantu.

Takacsova-Fikselova metoda

Pii metodé maximalni vérohodnosti fesime soustavu rovnic I'(#) = 0. U metody momentii zase mame
soustavu Sp(r) — S(r) = 0. Oba tyto pfistupy se daji zahrnout pod pojem odhadovacich rovnic.

Definice 2. Necht & je bodovy proces, jehoZz rozdéleni zavisi na parametru 6. Mé&jme funkci (6, @)
takovou, Ze pro kazdé 0 je Egi(6, @) = 0, kde Ey znadi stfedni hodnotu vzhledem k rozdéleni procesu
® parametrizovaného 6. Pro danou realizaci ¢ uvazujme rovnici ¢(6, ¢) = 0, kterou nazveme nestran-
nou odhadovact rovnici (unbiased estimating equation). Jako odhad parametru 6 na zdkladé realizace
vezmeme Feseni 0 soustavy nestrannych odhadovacich rovnic, kterou obdrzime raznymi volbami funkci

.
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Kromé metody momenti a maximdlni vérohodnosti (¢i pseudovérohodnosti) je dalsim ptikladem
odhadovacich rovnic pro modely bodovych procest Takacsova-Fikselova metoda. Ta je zaloZena na
Georgiiho-Nguyenoveé-Zessinove identité

EY (X, 2\ {X})= /Rd Eh(z, )\ (z, D), (3)

Xed

kde \* je tzv. podminénd intenzita bodového procesu .
V pripadé konecného bodového procesu s hustotou p vzhledem k rozdéleni jednotkového Poissonova
bodového procesu ®p na mnozing B € B je \* rovna Papangelouové podminéné intenzité.
Piedpokladejme, Ze zndme parametricky tvar podminéné intenzity Aj;(z, ¢) procesu ®. Definujeme-li

wit.0) = 3 hao\ah - [ b i) ds

h
TEPNW w

pro libovolné zvolenou funkci h, pak podle Georgiiho-Nguyenovy-Zessinovy identity je Eqtp (6, @) = 0.
Odhad parametru 6 dostaneme FeSenim nestrannych odhadovacich rovnic 1,(0,¢) = 0. Podobné jako
u metody miniméalniho kontrastu, mizeme zvolit vice funkci h, nez je pocet neznamych parametri. Pokud
napiiklad zvolime k funkci hq, ..., hg, mizeme hledat takové 6, které minimalizuje

k
Z Q/Jhi (97 (p)Q
=1

Poznamka 2. Ziskdme-li odhad 6 feSenim nestrannych odhadovacich rovnic, neznamena to, Ze se jedna
o nestranny odhad parametru 6.

U nékterych pfirozenych voleb funkci h nemusime byt schopni vyjadfit ¢, (0, ¢) z pozorovani ¢
v omezeném okné W. Problémy totiz mohou zptsobovat okrajové efekty. Potom se ¢asto nabizi misto
Ui (0, ¢) vzit odhad 1/A)h(9, ©), ktery uvazuje korekce na okrajové efekty. Napiiklad v pfipadé staciondrniho
bodového procesu je u volby h(z, ) = @(b(x,7))1zew)/|W| stiedni hodnota prvniho ¢lenu v ¢ (6, @),
neboli leva strana identity (3), rovna A2K(r). Prvni ¢len v 95 (6, ) nejsme schopni spoéitat pouze
z informace v okné W, a tak ho nahradime tfeba pomoci translacné korigovaného odhadu K-funkce.

Priklad: Uvazujme Straussiv proces a predpokladejme, ze parametr R je znamy. Nasim cilem je najit
odhad parametri 6 = (3,v). Volba hy(z, ) = 1 dava

s (0,0) = (W) — / NI

w

Volbou ha(z, @) = tr(x, ) dostaneme

Va0, 0) = 25r(¢) ~ /W tr(z, @)y 9 da.

Vsimnéme si, ze jsme ziskali stejnou soustavu dvou rovnici o dvou neznamych jako u metody maximalni
b
pseudovérohodnosti.

1.4 Diagnostika modelu

K ovéfeni zvoleného parametrického modelu mtzeme pouzit Monte Carlo testy. Pokud jsme schopni
simulovat z nami zvoleného modelu, pak pro kazdou nasimulovanou realizaci spoc¢teme néjakou popisnou
charakteristiku a porovname ji se stejnou charakteristikou odhadnutou z dat. Jestlize je model urcen
spravné, neméla by charakteristika odhadnuté z dat vykazovat velké odlisnosti. Problémy tohoto ptistupu
se za¢nou projevovat u obecnéjsich nehomogennich bodovych procesti, kde bychom potfebovali vhodnou
popisnou charakteristiku.

Podivejme se nyni, jak se da v situaci bodovych procest vyuzit zobecnéni rezidui z klasickych regres-
nich linearnich modeli. Obecné jsou rezidua rozdilem pozorovanych hodnot a hodnot ziskanych podle
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zvoleného modelu. Jestlize je model spravny, méla by byt rezidua kolem nuly. Naopak velka odlisnost od
nuly mtize napovédét, co je chybné ve zvoleném modelu (napf. Spatné odhadnuty trend nebo interakce).

Definice 3. Necht @ je bodovy proces s podminénou intenzitou A*. Pro nezdpornou méfitelnou funkei
h definujme h-vdZenou inovaci jako znaménkovou ndhodnou miru

= > WX, 2\{X})- / h(z, )\ (z, @) dz.

XednB

Podle Georgiiho-Nguyenovy-Zessinovy identity (3) je El},(B) = 0 pro kazdé B € B9,

Priklad: Necht @ je Poissoniiv bodovy proces s funkci intenzity A a uvazujme nasledujici tfi volby funkce

h: h(z,p) =1, h(z, @) = 1/X*(z,9) a h(z,p) = 1/\/A*(z, ). Vzhledem k tomu, ze \*(x,p) = A(z),
dostaneme

1(B) = 2(B) - [ o)
LB = Y %X)—wu

XeadnB
(B /\/)\(x)dx.
by Xezé;wB VA

Lehce se miizeme pfimym vypocétem z Campbellovy véty presvédéit, ze EI,(B) = 0. Pro rozptyly pak
mame
var I;(B) :/ Az) dez,
B
I/ (B) / 1 d
var x = ——dx,
7 5 Ma)
var I, /5=(B) = |B].
Tyto vztahy pfimo plynou z nasledujiciho lemmatu.

Lemma 1. Necht ® je Poissoniiv bodovy proces na R% s mirou intenzity A. Pak pro libovolnou neza-
pornou méritelnou funkci f plati

vaer(X)z/f(fo dz

Xed

Diikaz: Podle Campbellovy véty je
BY 700 = [ fo)AGds
Xed

Druhy moment mizeme rozepsat podle Campbellovy véty druhého fadu, pficemz vyuzijeme, ze faktori-
4lni momentova mira druhého fadu Poissonova procesu je A x A:

E (Z f(X)> —E Y FX) ) =EY fx)2+E S f(X

Xed X,Yeod Xed X, Yed

/f A(dx) //f A(dz) A(dy) = /f )+</f(x)A(dz)>2

Odtud jiz dostavame dokazovany vztah pro rozptyl.
O

Predpokladejme, Ze podminéna intenzita Aj(x, ) zavisi na parametru 6. Dale predpokladejme, ze
jsme nasli odhad 6 (napf. nékterou metodou z podkapitoly 1.3) na zdkladé pozorovani procesu v okné
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W € B4. Potom odhad podminéné intenzity je )\g(z, ©). U definice inovaci pfipoustime, Ze funkce h zavisi
na 6.

Definice 4. Znaménkovou ndhodnou miru

R(B) = 3 (X2 1))~ [ byl 03, 0) o

XednB

nazveme h-vdzZenou rezidudlni mirou.

Jelikoz EI,(B) = 0, o¢ekdvame, Ze kdyz bude nas§ model s 0 spravny, budou se hodnoty Rj(B)
pohybovat kolem nuly (obecné vSak ER},(B) nemusi byt rovno nule). Oblasti s extrémnimi hodnotami
Ry (B) indikuji oblasti odchyleni od zvoleného modelu. Mezi speciélni volby h patii h = 1 (hrubd rezidua
(raw residuals)), h = 1/\* (inverzni rezidua (inverse-lambda residuals)) a h = 1/v/A* (Pearsonova
rezidua). Rezidua pro tyto t¥i volby umoziiuje spocitat funkce residuals.ppm v knihovné spatstat. Pro
h=1]je

R1(B) = ®(B) —/ Aj(x, @) du,
B
tedy mira R je déna rozdilem miry s atomy v bodech procesu a miry s hustotou A% (z,®) vzhledem
k Lebesgueové mifte.

Priklad: Uvazujme stacionarni Poissontiv bodovy proces s intenzitou A, kterou na zékladé pozorovani

v okné W odhadneme jako ®(W)/|W|. Potom (pokud ®(W) > 0)

Ry(B) = &(B) - @(W)%,
Ry (B) = |W|%Vb;)) 1Bl

_ [ W] (W)
Ry, /x+(B) = ®(B) o) |B| W

Da se ukazat, ze stfedni hodnoty téchto tii h-vazenych rezidualnich mér jsou nula. Také si muzeme
viimnout, ze By (W) = Ry« (W) = R, /5=(W) = 0. To odpovida situaci v klasické linedrni regresi, kdy
soucet vSech rezidui je roven nule.

Pro grafické znézornéni rezidui je vhodné provést vyhlazeni pomoci jadrové funkce.

Definice 5. Necht k je pravdépodobnostni hustota na R?. Realizaci bodového procesu ® pozorujeme
v okné W € B¢ a mame sestrojeny odhad 6 parametru 0. Definujeme vyhlazené rezidudini pole (smoothed
residual field) vztahem

5(z) = e(z) /W K(z — y) Ra(dy),

e(z) = ( | wa=u) dy)_l

kde

je korekce na okrajové efekty.

Poznamka 3. Pro h =1 je

S(z) = e(x) Z klx —=Y) — e(z)/ k(x —y)A;(y, @) dy.

Yeanw w

2. Statistika kotovanych bodovych procesii

Nechf ®,, je kétovany bodovy proces na R? s prostorem két M. P¥islusny nekétovany bodovy proces
znacime .
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2.1 Odhady charakteristik

Budeme piedpokladat, 7e pozorujeme kétovany bodovy proces @, v omezeném okné W € Bg. Odhady
charakteristik kétovanych bodovych procest jsou vétSinou bud pfimocaré z definice, nebo sta¢i vhodné
modifikovat odhady, které se pouzivaji u bodovych procesi (podkapitola 1.1).

UvaZujme nejprve pripad kvalitativnich k6t M = {1,... k}, kdy @, je k-rozmérny bodovy proces
(®1,...,®x). Pak pro kifZovou G-funkci Gy;(r) = P¥(D;(0) < r) a kondenzovanou G-funkci G;.(r) =

PY(D(0) < r), r > 0, miizeme napiiklad pouzit Kaplantiv-Meiertiv odhad:

- - #{XG(I)iiej(X):S’ej(X)SC(X)}
Gij(T)ll_I(l #{X € @i 1 e;(X) 2 5,¢(X) = s} >7

s<r

- (X € ;2 e(X) = s,e(X) < (X))}
Gi'(’")lslyl reroatn B s

kde c(x) = d(z, 0W) je vzdalenost bodu z od hranice okna, e;(z) = d(x, ®; \ {z}) je vzdalenost bodu x
k nejblizs§imu bodu procesu @; a e(z) = d(z, ® \ {z}) je vzdalenost bodu z k nejblizsimu bodu procesu
(bez ohledu na kétu). V knihovné spatstat lze tyto odhady dostat funkcemi Gcross a Gdot.

Kiizovou K-funkci K;; jsme definovali vztahem

A Kij(r) = Ej®;(b(o, 7))
a kondenzovanou K-funkci K;. vztahem
MK, (r) = Ei®(b(o,r)).

Odhad kiizové (Kcross) a kondenzované (Kdot) K-funkce uvedeme ve tvaru s translaéni korekei (jiné
korekce na okrajové efekty by $ly rovnéz pouzit):

o 1 # Lix-vy<r]

Kz](r) - == Z - ’
Aidj xea, NW,Y €®,nW WwnW+X-Y)

— 1 Lx—vj<n

Ki‘(r) = == Z — .
M) xeo Sy €¢0W|WQ(W+X7Y)|

Pfitom pfirozeny nestranny odhad intenzity podprocesu ®; je N o= o, (W) /|W|. VSimnéte si, Ze takto
definovany odhad k¥izové K-funkce splituje K;;(r) = K;;(r).
Pro kétované bodové procesy s kvantitativnimi kétami se nejprve vénujme odhadu nenormalizo-

(2)
o E ; Jadrovy odhad hustoty A\ (r) faktoridlni

vané f-korela¢ni funkce két, kterd ma tvar ky(r) =
momentové miry druhého fadu

#
ach)(Bl X B2) =E Z 1[X1€B1,X2€B2]f(M1; MQ)
(X1,M1),(X2,M2)EPr,
prislusné funkci f ma tvar

@ 7  fMX), MY )k (| X Y| —1)
A = Z ogri-lwn(W+X -Y)|

X, Y ednW

zatimco jadrovy odhad soucinové hustoty druhého fadu )\(2)(7“) je

) # k(I X = Y[ =)
A2 (r) =

(r) Z ogrd= W n(W+ X -Y)|’
XY ednW
kde kp je zvolena jadrova funkce se Sifkou pasma b. V obou pfipadech jsme pouzili translac¢ni korekci na
okrajové efekty. Nenormalizovanou f-korela¢ni funkci két pak mizeme odhadnout jako




Déle odhadneme f-korela¢ni funkei két ky(r) = ”i—ir) jako
ky(r) = F”;A(r), r>0,
!
kde {

X, Y ednW

je odhad ¢y = [ [ f(m1,m2)Q(dm1)Q(dmsz). Oznadime-li g = EMy = [ mQ(dm) stiedni hodnotu
typické kéty, tak pro f(m1,m2) = mims je ¢y = p? a ky se oznacéuje jako kym. Pro f(mi,ma) = my je
cf = p a ky se oznacuje jako k.. Hodnoty k., () nebo k. (r) vétsi nez 1 indikuji vzéjemnou stimulaci
ve vzdalenosti r. Oproti tomu hodnoty mensi nez 1 znamenaji inhibici.

Z ciselnych charakteristik jsme definovali nenormalizovany korela¢ni index nejblizsich soused vzta-
hem 7; = E! f(M(0), M(Z1)), kde Z; je bod procesu, ktery je nejblize poc¢atku, a M(Z1) je jeho kéta.
Tento index muzeme pfirozenym zpusobem odhadnout jako

7 = ﬁ Xe;Wf(M(X), M(Zx)),

kde Zx € ® je nejblizsi soused bodu X. Odhad normalizovaného korela¢niho indexu nejblizsich sousedt
ny= Z—? dostaneme jako

— vy

Pro f(m1,ma) = mymsg indikuji hodnoty 7iy > 1 vzdjemnou stimulaci mezi sousedy.

2.2 Testy nezavislosti

Statistickd analyza kétovaného bodového procesu vétSinou zacina testovanim hypotézy, zda lze kéty
povazovat za nezavislé. Pokud ano, tak muzeme pouzit metody vyvinuté pro nezavisld data. Nejprve
se tedy budeme vénovat testovani nezavislosti két. Poté zminime moznosti testovani nezavislosti két na
polohach. Volime neparametricky pfistup a pouzijeme simulac¢ni testy, jejichz obecny princip byl vylozen
v podkapitole 1.2.

Testovani nezavislosti két

UvaZujme nejprve dvourozmérny bodovy proces @, = (®1, ®2). Nulova hypotéza nezavislosti két se dé
chapat dvéma zpusoby:
1. nezavislé kétovani — bodim bodového procesu ® jsou nezavisle ndhodné prifazeny kéty 1 nebo 2,
2. nahodné superpozice (slozeni) — dva nezéavislé bodové procesy ®; a @5 tvoii dvourozmérny bodovy
proces.
Prvni situace je priklad aposteriorniho kdtovdni — popisujeme, jak vznikly kéty podminéné pii danych
polohach bodt. Piikladem mohou byt stromy v lese, které jsou bud nakazeny n&jakou nemoci ¢ znic¢eny
vétrem (kéta 1), nebo nejsou (kéta 2). V druhém ptipadé jde o apriorni kdtovdni — kétovany bodovy
proces je vytvoren urc¢itym mechanismem, a to slou¢enim dvou nezavislych populaci.

Pro testovani hypotézy, ze ®, je nezavisle kétovany bodovy proces se pouziva metoda ndhodného pre-
rozdéleni (random allocation). Zafixujeme polohy pozorovanych boda a vytvofime nové kéty ndhodnym
zpermutovanim pozorovanych (v balicku spatstat pomoci funkee rlabel). Téchto permutaci vygenerujeme
celkem M a provedeme simultdnni Monte Carlo test. Za hypotézy nezavislého kétovani plati:

kde K(r), g(r), G(r) a J(r) jsou funkcionalni charakteristiky nekétovaného bodového procesu ®. Proto
se jako vhodné popisna charakteristika jevi napf. S(r) = K;.(r) — K(r), pak totiz So(r) = 0.
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Chceme-li testovat hypotézu ndhodné superpozice procest ®; a ®,, mizeme pouzit metodu ndhod-
ného posunuti (random shift). Polohy bodu s kétou 1 zafixujeme a vygenerujeme M realizaci podprocesu
®, tak, ze vSechny jeho body soufasné ndhodné posuneme (funkce rshift) o vektor s pfedem zvolenou
délkou R > 0. Z kazdé takto vzniklé realizace dvourozmérného bodového procesu spocitadme odhad cha-
rakteristiky S(r) a aplikujeme simultdnni Monte Carlo test. Jako funkci S(r) mizeme pouzit nékterou
z krizovych funkcionalnich charakteristik. Za hypotézy nahodného slozeni plati:

Kio(r) = war?,
g12(r) =1,
G12(r) = Fy(r),
Jiz(r) = 1.

V pripadé procesu s kvantitativnimi kétami mizeme hypotézu nezavislého kétovani opét testovat
pomoci metody ndhodného prerozdéleni. To znamenad, Zze body procesu zafixujeme a prifadime jim nové
kéty. Jedna moznost je zpermutovanim pozorovanych koét, timto zpisobem vSech M simulaci vede na
stejné empirické rozdéleni két. Jind moznost je misto permutovani két uvazovat vybér s vracenim z em-
pirického rozdéleni két. Jako testova statistika se hodi néktera z f-korelac¢nich funkci két. Pro stacionérni
a izotropni nezévisle kétované bodové procesy je ks(r) = 1.

Nezavislost kot a poloh

Na zavér této podkapitoly uvedeme t¥i mozné postupy pri testovani nezavislosti két a poloh v kétovanych
bodovych procesech s kvantitativnimi kétami. V ptipadé nezavislosti két a poloh (tzv. geostatistické
kétovani) lze vySetfovat kéty a polohy zvlast, coz zjednodusuje statistickou analyzu.

Prvni moznost vychazi z popisné charakteristiky K (r), kterd zobeciiuje K-funkci pro bodové pro-
cesy nasledujicim zpiisobem

1
AK(r) = C_E!o > F(M(0), M(X))1ixep(o)s
T xM(x)edn

kde A je intenzita staciondrniho procesu ®y,. Specidlné pro f(mi,mg) = m; dostdvame funkci Kp,.(r)
a pro f(my,ma) = mg funkci K.,,(r), ob& tyto funkce jsou za predpokladu geostatistického kétovani
rovny K-funkci K(r) nekétovaného bodového procesu ®. Test probihd podminéné pii polohach bodi
na zékladé ndhodného prerozdéleni. Z dat odhadneme funkci K(r), tento odhad je pro dané polohy
bodu konstantni a pouzijeme ho jako statistiku Sp(r) v Monte Carlo testu. Dale odhadneme K,,.(r)
nebo K..,,(r) jednak z dat a také z M simulaci obdrzengych permutovanim két (pfip. ndhodnym vybérem
z empirického rozdéleni két). Za nulové hypotézy by vSech téchto M + 1 funkci mélo vypadat pfiblizné
jako Sp(r). Pomoci simultdnniho nebo integralniho Monte Carlo testu zjistime, jestli se odhad z dat
vyznamné odliSuje.

Druhy test pochézi z ¢lanku [12] a je zaloZen na faktu, Ze pro staciondrni a izotropni kétovany
bodovy proces s geostatistickym kétovanim jsou funkce E(r) = E,.M(r) a V(r) = E,.(M(0) — E(r))?
konstantni. Pokud se odhady téchto funkci z dat vyrazné odlisuji od konstantni funkce, svéd¢i to proti
hypotéze nezévislosti két a poloh. Pokud dodefinujeme E(0) = EM, a V(0) = var My, pak miZzeme
provést simultdanni Monte Carlo test s volbou S(r) = E(r) — E(0) nebo S(r) = V(r) — V(0), pfitom
S() (T) =0.

I tfeti test je zaloZen na principu simula¢nich testi. Byl navrzen v ¢lanku [3]. Méjme realizaci
om = {(z1,m1),...,(Tn,my)} staciondrniho a izotropniho kétovaného bodového procesu ®,, pozoro-
vaného v okné W. Pfedpokladejme, ze data jsou uspofddéna v jistém pevném potadi. Necht §(z;) =
d(xi {xigx1,- - xn}), i = 1,...,n, znaéi vzdalenost bodu x; k nejblizéimu bodu procesu s vy$$im inde-
xem. Pro dané r > 0 vybereme ty body, pro které §(z;) < r. Pocet takto vybranych bodt ozna¢me n,.. Je
doporuceno volit r malé v porovnani se vzdalenostmi nejblizsich sousedt. Protoze vybér bodt nezavisi na
kétach, za nulové hypotézy by pramér két n,. vybranych bodt mél byt blizko primeéru jakychkoli jinych
n, k6t vybranych z celkového poctu n. Oproti tomu, pokud je hodnota kéty zavisla na pritomnosti boda
v blizkém okoli, tak prumeéry két bodt vybranych podle zavedeného kritéria a vybranych ndhodné se
budou vyznamné lisit. Vygenerujeme M rtznych ndhodnych vybért kot o rozsahu n, a pro kazdy uréime
pramér. Samotny test pak probiha stejné jako u klasického Monte Carlo testu popsaného v podkapitole
1.2 (za T bereme pramér n, két).
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3. Geostatistika

Geostatistika je ¢ast prostorové statistiky, ve které jsou data tvorena kone¢nym poc¢tem métreni sledované
veli¢iny v pevné rozmisténych mistech v prostoru.

Pro modelovéni geostatistickych dat pouzivaime ndhodné pole {Z(z) : x € D}, kde D C R¢ m4 klad-
nou d-rozmérnou Lebesgueovu miru. Pfipomenme, Ze vnitiné stacionarni nahodné pole spliiuje podminky
E(Z(z) — Z(y)) = 0 a var(Z(z) — Z(y)) = 2v(z — y), pfi¢emz funkce 2v(h) = var(Z(z + h) — Z(z)) =
E(Z(x + h) — Z(x))? se nazyva variogram. Nagim prvnim cilem bude odhadnout variogram na zakladé
pozorovani Z(x1),...,Z(xy,), kde x1,...,2, € D jsou pevné dény.

3.1 Odhad variogramu

Neparametrické odhady

Pro prvni pfedstavu o variogramu muZeme vykreslit étverce rozdili pozorovanych hodnot (Z(x;) —
Z(x4))* oproti hodnotdm x; — z; nebo |z; — x;||. Takovy graf se nazyva empiricky mrak variogramu
(empirical variogram cloud) a v knihovné geoR [10] ho lze dostat pomoci funkce variog s volbou op-
tion="cloud". Tento graf neni ¢asto pfili§ pfehledny, protoze moznych dvojic {x;,z;} riznych bodu
muze byt velky pocet, konkrétné je to (g) Uzite€ngjsi informaci dostaneme zpriamérovanim hodnot
odpovidajicich stejnému rozdilu x; — ;. Méme tak nasledujici nestranny odhad variogramu:

(Z(i) = Z(=;))*, (4)

kde N(h) = {(wi,z;) : x; —x; = h,i,j = 1,...,n} a [N(h)| je poéet riznych dvojic v N(h). Jedna se
vlastné o odhad ziskany momentovou metodou. Snadno vidime, ze tento odhad mé nasledujici vlastnosti:
A(h) > 0, (o) = 0 a 4(h) = 4(—h). Zachovava tedy zdkladni teoretické vlastnosti variogramu. Symetrie
odhadu je splnéna, i kdyz N(h) # N(—h). Pro maly rozsah dat nebo nepravidelné rozmisténé body
Z1y...,Tn, ve ktergch probihd méfeni, bude podet riznych dvojic v N(h) velmi maly a dostaneme
hodné variabilni odhad hodnoty 2v(h). Praktické doporudeni je pouzivat h, pro kterd je |N(h)| > 30.
Pokud tuto podminku nemiizeme zarucit, rozdélime (podobné jako u tvorby histogramu) dvojice bodi
do nékolika skupin s podobnymi hodnotami rozdilt z; — z; a spo¢itame pramér velicin (Z(z;) — Z(x;))?
v kazdé skupiné. V knihovné RandomFields toho dosdhneme funkci EmpiricalVariogram, v knihovné gstat
[9] pfikazem variogram. Jind moZnost je pouzit vyhlazeni pomoci vhodné jadrové funkce k;, s Sifkou pasma

b:
i (Z(2i) — Z(x5)) k(i — x5 — h)
Zz‘;&j ky(zi — 2 — h) -

Vyhlazeny i histogramovy odhad spoc¢teme v balicku geoR pomoci variog.

25(h) =

U odhadt zaloZenych na (Z(z;) — Z(x;))? se miZe projevit velky vliv odlehlych pozorovani, protoze
velkou hodnotu rozdilu jesté umociiujeme na druhou. Pfedpokladejme, ze {Z(x) : x € D} je gaussovské
nahodné pole. Potom (Z(z + h) — Z(z))? mé rozdéleni 2y(h) - x3, které je velmi zesikmené. Jako vhodna
transformace, ktera z tohoto rozdéleni vytvori rozdéleni ,,blizké* normalnimu, se nabizi ¢tvrta odmocnina,
viz obrazek 2. Misto (Z(z;) — Z(z;))? bychom tak pracovali s |Z(z;) — Z(z;)|'/2. To nés vede k robustni
verzi odhadu variogramu:

25(h) = m > 1Z(xi) = Z(y)|? /B(h),

N(h)

kde B(h) = 0,457 4+ 0,494/|N(h)|. Umocnéni na étvrtou musime provést v rdmci zachovani spravného
méfitka. Touto transformaci se porusi nestrannost odhadu, a tak je pfidan ¢len B(h), ktery piedstavuje
korekci vychyleni a zarucuje pfiblizné nestranny odhad. Robustni odhad se v balicku geoR spocte volbou
estimator.type="modulus” ve funkci variog. Kromé zmirnéni vlivu odlehlych pozorovani je dalsi vyhodou
robustniho odhadu to, Ze séitanci jsou méné korelovani nez v piipadé klasického odhadu (4).
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Obrazek 2. Hustota nahodné veli¢iny X s x3-rozdélenim (vlevo) a hustota ndhodné veli¢iny X1/
(vpravo).

Pokud predpokldadame, Ze nahodné pole je slabé stacionarni, muzeme také pracovat s kovariancéni

funkci C(h) = cov(Z(x), Z(x + h)). V geostatistice se pro kovarianéni funkci pouziva nazev kovariogram
(covariogram). Mezi semivariogramem a kovariogramem je potom vztah

v(h) = C(0) = C(h). ()
Klasicky vybérovy odhad kovarianéni funkce je

. 1 _ _
C(h) = N ]%)(Z(xi)Z)(Z(ij)Z), (6)

kde Z = %2?21 Z(xj) je klasicky vybérovy odhad stiedni hodnoty . Nevyhodou je, ze musime od-
hadovat stfedni hodnotu, coz zptisobuje vychyleni odhadu (6). Z tohoto divodu se variogram jevi jako
lepsi zptisob charakterizace zéavislosti nez kovarianéni funkce, ta je vSak daleko rozsirenéjsi a castéji po-
uzivanéjsi. Odhad kovarianéni funkce je symetricky (C'(h) = C(—h)) a pro h = 0 méme odhad rozptylu
nahodného pole:

6'(0) =

S|

n
PACHEI A
i=1
Rozepiseme-li odhad (4) tak, 7ze v zavorce kazdého s¢itance pfi¢teme a ode¢teme Z, dostaneme

1 _ _ ~

2(h) =t D [(Z(@:) = 2)* + (Z(2;) = 2)°] = 2C(n).

Obecné tedy 29(h) # 2(C(0) — C(h)), takze vztah (5) neni zachovén pfi prechodu k momentovym
odhadim. O tom, Ze by nebylo vhodné variogram odhadovat vyrazem 2(C(0) — C(h)) neboli dosazenim
vybérovych kovarianci do (5), svédéi také to, ze takto mizeme dostat zdporné hodnoty.

Casto predpokladame, Ze ndhodné pole je izotropni, variogram je pak funkce vzdalenosti ||h||, ¢ehoz
lze vyuzit pri jeho odhadovani, napf. u odhadu na bazi histogramu uvazujeme skupiny dvojic bodu
s blizkymi vzdélenostmi mezi sebou nebo v jidrové vyhlazeném odhadu pokladame ky(||x; — x;| — || 2]]),
kde k3 je jednorozmérna jadrova funkce.

Nevyhodou neparametrickych odhadu je jejich velky rozptyl a také to, Ze odhady variogramu a ko-
varian¢ni funkce nemusi davat platny variogram nebo kovarianéni funkci. Jak vime, kazdy variogram
musi byt podminéné negativné definitni a kazda kovarian¢ni funkce pozitivné semidefinitni funkce, ale
4 a C uz tyto vlastnosti mit nemusi. Proto budeme uvazovat parametrické metody odhadu variogramu
a kovariané¢ni funkce.
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Parametrické metody

Zvolime parametricky model variogramu 2vy(h) pfipadné kovariogramu Cy(h), kde 8 € © je vektor
neznamych parametria. Napfiklad mizeme uvazovat mocninny model variogramu

279(h) = co +0||1]|%, 6 = (co,b,0)",
kde ¢g > 0 je zbytkovy rozptyl, b>0a 0 < a < 2.

Nejmensi ctverce

Prvni moznost odhadu 0 z dat je zaloZena na neparametrickém odhadu spoc¢teném v nékolika bodech hj
a prolozeni kiivky definujici model variogramu body (hx,29(hx)), k = 1,..., K. Kdybychom prolozeni
kiivky provedli klasickou metodou nejmensich ¢tverci, tak ignorujeme korelace mezi odhady 2%(hy)
a nestejny rozptyl téchto odhadt. Polozme h = (h1,...,hi)T, 29(h) = (25(h1),...,29(hk))T a2yy(h) =
(299(h1),...,2v(hx))T a uvazujme statisticky model tvaru

29(h) = 2v9(h) + e(h),
kde predpoklddéme, Ze vektor chyb e(h) = (e(h1),...,e(hk))T ma nulovou stiedni hodnotu a varianéni

matici V(0), kterd muze zaviset na 6. Nyni miizeme provést metodu zobecnénych nejmensich ¢tverci,
ktera spoc¢iva v minimalizaci vyrazu

(23(h) = 27(h)) "V (0) ' (29 (h) — 276(h))

pfes 6 € ©. Problém je, jak ziskat matici V().
UvaZujme pfipad, kdy {Z(z) : « € D} je gaussovské ndhodné pole. Potom

E(Z(xl + hl) — Z(xl))2 = 2’)’(;?,1) a var(Z(:cl + hl) — Z(xl))2 = 2(2’)’(;11))2

Abychom vyjadiili kovarianci, pouzijeme toho, Ze pro nahodny vektor (X,Y)T s dvourozmérnym nor-
mélnim rozdélenim takovym, Ze var X = varY =1 a cov(X,Y) = o, plati cov(X?,Y?) = 2p%. Odtud

cov((Z(z1 + h1) = Z(21))%, (Z (22 + ha) — Z(22))?) = 2(v(z1 — 22 + h1) +y(21 — 22 — ha)
_ ’Y(zl — Io + hl — h,Q) — ’}/(IL'l — 1‘2))2.
Rozptyl odhadu (4) je

var 29(hg) = m var N%)(Z(:ci) - Z(z4))?

- m ZZCOV((Z(wi) — Z(:L'j))2, (Z(z) — Z(xm))Q)_

i3 l,m
Jednoduchou aproximaci tohoto rozptylu je

2(279(he))?

var 29(hy) ~ N

(7)

ktera je pesnd v pripads, Ze (Z(z;) — Z(z;))? jsou nekorelované. Nahradime-li matici V(@) diagonalni
matici A(8), jejiz prvky jsou dany vztahem (7), ziskdme vaZzeny soudet ¢tverctlt

(24(h) — 270 (R)TAB) " (25(h) — 299(h)) = 3 % i) = o (ha))?
k=1

Odhad 0 metodou véazenych nejmensich ¢tverci dostaneme minimalizaci tohoto souctu.
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Mazimalni vérohodnost

Druha moznost je hledat odhad parametri metodou maximalni vérohodnosti. Pro gaussovské nahodné
pole se stfedni hodnotou u a kovarianéni funkci Cy mé logaritmickd vérohodnostni funkce zaloZena na
datech z,, = (2(21),...,2(2,))T po vynasobeni —2 tento tvar:

—2log L(p, 8) = nlog 27 + logdet(C,,(0)) + (z,, — p1,)TC(8) 7 (2, — ply),

kde 1,, = (1,...,1)Y a C,,(0)i; = Co(x; — z;) zavisi na vektoru 6 parametrii kovarianéni funkce. Pro
dané 0 je L(p,6) maximalni pro

fi=(1,Cn(0)"'1,)11,C,(8) 2. (8)

Jedna se o odhadu metodou zobecnénych nejmensich ¢tverct. Dosazenim i do L(u, 0) dostaneme funkci
0 (tzv. profilovd vérohodnost (profile likelihood)), kterou je tfeba maximalizovat (vétSinou numericky).
Odhad p pak dostaneme dosazenim odhadu 6 do (8). Populdrni variantou maximélni vérohodnosti je
REML — odhad metodou rezidudlni mazimdlni vérohodnosti (residual/restricted mazimal likelihood).
U této metody neni vérohodnost aplikovana pfimo na data, ale na rezidua. Spoc¢iva v tom, Ze najdeme
vhodnou matici A, kterou linearné transformujeme data Z, = (Z(z1),...,Z(z,))T na Z* = AZ, tak,
ze rozdéleni Z* nezavisi na p. Parametr 8 pak odhadneme metodou maximalni vérohodnosti aplikovanou
na transformovand data Z*. Volba matice A neni jednozna¢né. Napiiklad pro matici A typu (n—1) xn
s prvky ay; = 1—; — 1/n dostaneme AZ, = (Z(z1) — Z,..., Z(xn_1) — Z)T vektor n — 1 rozdilii od
vybérového prumeéru Z, ¢imz se zbavime zavislosti na u. Odhad 6 ziskdme minimalizaci funkce

logdet(AC,(0)A") + 2F AT (AC,(0)AT) 1 Az,.
Vlozenim tohoto odhadu do (8) dostaneme odhad p. K praktickému uréeni odhadt parametri se hodi
funkce likfit a variofit v knihovné geoR nebo funkce fitvario v balicku RandomFields.

Slozend vérohodnost

Metodu slozené vérohodnosti jsme jiz zminili pfi odhadu parametrtt u bodovych procesti. Podobné se
dé vyuzit pro odhad parametrt variogramu. Predpokladejme, zZe rozdily Z(z;) — Z(x;) maji normalni
rozdéleni. Souctem piispévki logaritmickych vérohodnosti pfes rizné dvojice bodt dostaneme logaritmus
slozené vérohodnosti:

1
log CL(6) = 27& {—5 log 4myg(z; — x5)

i,j=1,...,n

1
dvg(z; — )

(2(xi) — 2(x5))?

Hledéme 6, které maximalizuje CL(8), a tak zderivujeme podle jednotlivych slozek 6y a polozime rovno
nule:

S Dl ) L flate) - (e~ 20— 23] =

ij=1,n

Validace modelu

Méjme zvoleny parametricky modelu variogramu a odhadnuty jeho parametry. Zajima nas, jestli takto
ziskany model 27; dobie popisuje data. V dalsim podkapitole uvidime, jak lze ziskat predikci Z (z0)
hodnoty Z(xg) spolu s chybou predikce o2 (zg). Ta zavisi na nafitovaném variogramu, datech a polohach
2o, &1, - -, Tn. Pokud jsme schopni ziskat Z(xo) — napt. dodateénym méfenim nebo jsme doptfedu nechali
néjaka data pro validaci modelu — mizeme porovnat rozdil mezi Z(x0) a Z (o). Pokud je variogram zvolen
spravné, mély by si byt hodnoty Z(xq) a Z (o) blizké.

V ptipadé, ze vSsechna data byla pouzita na fitovani variogramu a nelze provést dodate¢nd méreni,
nabizi se provedeni kfiZové validace (cross-validation). Vypustime polohu z; a spo¢teme predikci Z_ i(xj)
z n— 1 zbylych pozorovéni a zvoleného variogramu 2v;(h). P¥islusnou chybu predikce oznacime o2 ().
Toto provedeme pro kazdé j =1,...,n a spoCteme standardizovana rezidua

Z(z)) = Z_j(x;)
o_j(z;)

Jejich vybérovy primeér by mél byt kolem 0 a jejich vybérovy druhy moment kolem 1. Z histogramu
standardizovanych rezidui pak muzeme detekovat pfipadné extrémni hodnoty rezidui.
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3.2 Krigovani

Nasim cilem je nalezeni predikce Z(zo) hodnoty Z(z¢) néhodného pole v misté zo € D na zékladé
vektoru Z,, = (Z(x1),...,Z(z,))". Pro metody prostorové predikce zalozené na minimalizaci stfedni
kvadratické chyby se pouziva nazev krigovani (kriging). Ten je odvozen od D. G. Krigeho, jehoz préace
[5] zabyvajici se odhadem zésob rudy je v geostatistice povaZovana za prikopnickou.

Jednoduché krigovani

Je dobfe zndmo, Ze za predpokladu kone¢nych druhych momentt je stfedni kvadratickd chyba E[Z (z¢) —
Z(20)]? minimalizovana podminénou stiedni hodnotou E[Z(z¢) | Z,] a chyba predikce je E[Z(zq) —
Z(20)]2 = Evar[Z(x0) | Z,], viz napf. [6], véta 7.15. V praxi véak byvé obtizné podminénou st¥edni
hodnotu urcit. Pro jednoduchost proto uvazujme linearni predikci Z (x0) = a+ ﬁT Z ,,. Chceme odhadnout
a € R a B € R” tak, aby stfedni kvadraticka chyba byla minimalni. Z teorie linearnich modeld vime, ze
feSenim je
50 = 0;107“ &%) :M(xo)iﬁg‘y’na
kde pu,, =EZ, = (u(z1),...,pu(x,))T je vektor stiednich hodnot Z,,, u(zo) = EZ(z0),

Cn = (cov(Z(xi), Z(x5)))ij=1,..n

je varianéni matice vektoru Z,, a ¢, = (C(xg,z1),...,C(z0,2,))T. Tedy
Z(x0) = nlxo) + €1 CL (Zn — )
a chyba predikce je R

02(x0) = B(Z(x0) — Z(x0))? = var Z(xo) — cLC;,  c,..

Technika obdrZzeni této prostorové predikce se nazyvé jednoduché krigovdni (simple kriging). I kdyZ jsme
to nepozadovali, tak predikce Z(z¢) je nestranna, tj. EZ(zo) = EZ(20). V&imnéme si, ze chyba predikce
nezavisi na datech. Pokud zg je jedna z poloh z1,...,z,, tak z(zo) = Z(xp), prostorové predikce tedy
interpoluje data. Plati totiz

() = pley) + (Clag,a1),. .., Cley,w)) Co (2o — my), G=1,.om,
coz lze vektorové zapsat jako
(Z(21),..., Z(x))" = p + CuC N (Z1, — 1) = Zin.
Pro gaussovské ndhodné pole je jednoduché krigovani optimalni.

Lemma 2. Necht {Z(z) : © € D} je gaussovské nahodné pole. Nejlepsi linedrni predikce Z(x¢) =
w(zo) + X C N Z,, — p,,) je nejlepsi predikce Z(xq) a plati

Z(20) | Zn ~ N(Z(0), E(Z(wo) — Z(20))?),

kde EB(Z(x0) — Z(x0))? = var Z(x0) — T C e,

Diikaz: Sdruzené rozdéleni (Z(z¢), Z,)T je (n+1)-rozmérné normalni. Podminéné rozdéleni v mnohoroz-
mérném normélnim rozdéleni jsou opét normalni. V nasem pt¥ipadé je podminéné rozdéleni Z(xo) | Z.,,
normalni se sttedni hodnotou p(zo) + X C;,*(Z,, — u,,) a rozptylem var Z(xo) — ¢t C;, *¢,,. Nejlepsi (ne
nutné linedrni) predikce Z(xo) je podminénd stfedni hodnota E[Z(z) | Z.,].

O

I kdyz je linearni predikce optimélni v pfipadé gaussovského modelu, mize mit Spatné vlastnosti,
pokud jsou poruseny predpoklady normalniho rozdéleni. K vyrovnani se s timto problémem se ve sta-
tistice Casto pouziva transformace dat vedouci na normalni rozdéleni. Piikladem je tzv. Bozova-Cozxova

transformace
22 =1
A#£0
z) = PN ’
(=) {logz, A=0.
Existuji riazné metody, jak odhadnout parametr A. Rovnéz je mozné volit bayesovsky pfistup a povazovat
A za ndhodné.
Vyjadfili jsme nejlepsi linedrni predikci. Problém je, Ze zavisi na hodnotach w,,, u(zo), ¢, a Cy,
které jsou v praxi nezndmé. Obecné se jednd o (n+1) +n+ ("‘2"1) neznamych parametri, které by bylo
tfeba odhadnout pouze z n dat. Proto doddme nékteré predpoklady.
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Obyc¢ejné krigovani

Predpokladejme nyni, Ze ndhodné pole mé konstantni konec¢nou stfedni hodnotu p. Budeme hledat
linearni predikci tvaru

n
Z(zo) =A"Z,, kde Y A =A"1,=
j=1
kde slozky Aq,..., A, vektoru A jsou neznamé realné koeficienty. Podminka, Ze jejich soucet je roven
jedné, zarucuje nestrannost predikce: EZ (z0) = /\Tuln = pu = EZ(x0). Metoda pro hledani prostorové
predikce za téchto predpokladii se oznacuje jako obycejné krigovani (ordinary kriging).
Pro vnitiné stacionarni nahodné pole miuzeme rozptyl linedrni kombinace s nulovym souctem koefi-
cientt rozepsat pomoci semivariogramu y:

E(Z(z0) — Z(x0))? = E(Z(x0) — ATZ,)? = var(Z( 0)—ATZ,)

2%

K uréeni predikce Z (o) tedy nepotfebujeme znat stfedni hodnotu p. Pro minimalizaci (9) za podminky
AT1, = 1 se d4 uzit Lagrangeova véta o multiplikdtorech. Pro jednodussi zapis vynasobime multiplikator
m dvéma a minimalizujeme

Q =var(Z(zo) — AT Z,) — 2m(AT1, — 1) = - ATC A + 20T, — 2m(AT1, — 1),

kde T'), = (v(@i — 2;))ij=1,..n @ Yo = (Y1 — 20), ..., ¥(@n — 20))T. Zderivujeme Q podle A a m
a polozime rovno nule, dostaneme soustavu rovnic

oQ
2 = T, A+2v, —2ml, =0,
I\ + 27, —2m
oQ T
=< = _2AT1,—-1)=0.
B ( )
Resenim je
T
1111y
AT = +1, - n ) pot 10
(o + 1 e (10
1 — 1Trn Tn
m=—-———-"——"
1Tr;'1,
Predikce ma tak tvar
1- 1TI‘n Tn

Z(x0) = (% +1, ) T 'Z, = MZ(x) + -+ M Z ().

1Ir;'1,
Koeficienty A; jsou slozky vektoru (10) a oznacuji se jako predikéni vahy (prediction weights). Typicky
byvaji predikéni vahy odpovidajici bodim blizkym xg velké, ale jejich pfesna hodnota zavisi na polohach
x; a kovarianéni strukture dat. Muze se stat, ze \; bude zaporné nebo vétsi nez 1. Chyba predikce je

. 1-1'T
P (a0) = E(Z(r0)  Zlao)? = 2T, ~ XD, A =41, 1y, - (Lol )”

Podobné lze pro slabé staciondrni ndhodné pole prepsat Z (z0) pomoci kovariogramu:

T

. 1-17C; e, 1
Z(zo) = (en +1,—n2n ) o1z
(20) ( o )

Chyba predikce je
(1- 1507:1071)2
1rc;'1,
Vidime, ze tato chyba je vétsi nez v pfipadé jednoduchého krigovani, protoze posledni ¢len je kladny.
Vétsi chyba je zptisobena tim, Ze nezname stfedni hodnotu .

o2(z0) = var Z(xo) — cL C; e,
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Univerzalni krigovani

V nésledujicim odstavci se budeme zabyvat situaci, kdy stfedni hodnota p(z) = EZ(z) neni konstantni.
Nejjednodussim zptisobem je pak pouzit linedrni model

pla) =Y Bifi(x),
=0

kde fo(x),..., fp(x) jsou zndmé pozorované hodnoty funkci f; v misté x € D a Sy, ..., 3, jsou neznadmé
realné parametry. Za fy se typicky voli konstantni funkce rovna jedné, £y je pak absolutni ¢len. Cas-
tou volbou f;(x) je polynom prostorovych soutadnic polohy x. Takto je mozné modelovat napiiklad
linedrni trend. Jind moznost je, Ze f;(x) pfedstavuje pozorovanou vysvétlujici proménnou. Oznaéme
F = (fo(zo),..., fo(z0))T a F matici typu n x (p + 1), jejiz prvky jsou f;(zi),i=1,...,n,j=0,...,p.
Pokud uvazujeme predikci tvaru

Z(x0) = AT Z,, kde A\TF = f7T,

. . P Lo , .- T T s . .
mluvime o univerzdlnim krigovdni (universal kriging). Volba A" F = f~ zarudi, Ze tato predikce je
nestrannd, nebot

EZ(z0) =ATEZ, = ATFB = fT8 = u(xo) = EZ(20).

Optimalni predikci (minimalizujici stfedni ¢tvercovou chybu) lze opét hledat pomoci Lagrangeovych
multiplikatorti. Podobné jako u obycejného krigovani se da ukazat, Ze optimalni predikéni vahy maji
tvar
AT = (5, + F(F'T;'F)~}(f - F'T;'y,)) T
Chyba predikce je
VoL o+ (F = FI0 1y, )Y (FIT, ') 7 (f = T, ly,,).

n

Pomoci kovarianci 1ze predikéni vahy prepsat jako

AT = (e, + F(FTC;'F) ™ (f - F'C;'¢,))” €}t
a chybu predikce jako
0?(z9) = Clo) — cXCre, + (f — FTCte,)Y(FTC'F) L (f — FTCle,).
Pomoci zobecnénych nejmensich ¢tverct Ize pak odhadnout i parametr 3:
B=(FTC;'F)"'F'C;'Z,.
Predikce se tak d& zapsat ve tvaru
Z(wo) = f*B+enCL (Z, — FP).

V piipadé, ze veliéina Z(zg) je nekorelovana s daty, tak predikce Z (z0) splyva s nejlepsim linedrnim
nestrannym odhadem stfedni hodnoty, ktery je roven fTﬁ. Obecné jsou vsak predikce Z(zp) a odhad
EZ(x0) odlisné.

Dalsi moZnosti

Piedpokladejme, Ze misto predikce Z(xz¢) z dat Z(z1),. .., Z(x,) nés zajima pfedpovéd priamérné hod-
noty v néjaké oblasti (bloku) B:

Z(B) = %/BZ(:E)d:c.

Analogie oby¢ejného krigovani vede k tzv. blokovému krigovdni (block kriging), hleddme predikei tvaru
Z(B) =Y NiZ(x),
i=1
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kde Y | A; = 1. Optimalni vahy maji tvar

T
1-1TC e
T n“n CB —1
AT = <CB + 1n71507711n ) C.,
kde cg = (cov(Z(B), Z(x1)),...,cov(Z(B), Z(x,)))T. Vyjadfeni pomoci variogramu by vypadalo ana-
logicky.
Podobné nas mtize zajimat predikce g(Z(zo)), kde ¢ je dana funkce. Nejlepsi predikce je E[g(Z(xo)) |
Z,).
Dalsim castym piikladem je tloha odhadu pravdépodobnosti P(Z(xzg) < y | Z,), kde y je dand
redlnd hodnota. Mluvi se pak o indikdtorovém krigovdni (indicator kriging).
V knihovné geoR je pro krigovani urcend funkce krige.conv, zatimco v balicku gstat to je krige.

3.3 Vliv odhadu kovarianénich parametri

Vzorecky pro prostorovou predikci odvozené v minulé podkapitole zavisi na hodnotach kovariogramu nebo
variogramu, které jsou v praxi typicky neznamé a je tfeba je né€jakym zptisobem odhadnout. Jiz byly
zminény zakladni postupy, kterymi lze odhadovat parametry variogramu nebo kovariogramu. Dosazenim
odhadt parametrt za neznamé parametry do parametrického tvaru prislusné funkce dostaneme tzv. plug-
in odhad. Postup tedy probiha v nasledujicich krocich:

1. vybereme parametricky model pro variogram 74 (h) nebo kovariogram Cpy(h),

2. odhadneme parametr 6,

3. upravime statistickou inferenci vzhledem k tomu, Zze misto konstanty 6 pracujeme s ndhodnou veli-

¢inou 6.

U obycejného krigovani plug-in predikce

1-17C,(0) te,
17C, ()11,

é(mo) = (cn(é) +1, (é)> Cn(é)_lzn

uz neni nejlepsi nestrannd linedrni predikce (BLUP = best linear unbiased prediction) prvku Z(zo), je

to pouze odhad této predikce (tzv. EBLUP = estimated best linear unbiased prediction). Zatimco chyba

predikce Z(zo) je

(1-1,Cn(0)" " cn())?
1rc,.(9)-11, ’

C(0) — cn(0)TC,L(0) Len(0) + (11)

tak chybu predikce Z (z9) nezndme. Dosadime-li 6 do (11), dostaneme odhad chyby predikce A (z0),
tedy jiné predikce nez ve skutecnosti pouzivame. Takto ziskany odhad chyby predikce mé tendenci

podhodnocovat skute¢nou chybu predikce Z (z0), protoze nepostihujeme fakt, ze ndhodné 6 vnasi dalst
variabilitu do odhadu predikce.

Vratme se k situaci univerzalniho krigovéni, kdy uvazujme model Z(x) = F(z)T8 + e(z), kde
F(z) = (fo(z),...,fp(x))T a {e(z) : © € D} je vnitiné stacionarni ndhodné pole s variogramem
parametrizovanym pomoci . Pro odhad parametru € neni rozumné pouzit empiricky odhad z dat
Z, = (Z(x1),...,Z(x,))T, protoze ten je vychyleny. Vychyleni odhadu (4) je zptisobeno tim, Ze Z(z)
nemd konstantni stfedni hodnotu, a proto E(Z(z;) — Z(z;))? = var(Z(z;) — Z(z;)) + (u(x:) — p(z;))>.
Pottebovali bychom odhad variogramu {e(z) : © € D}, ovSem ndhodné pole chyb {e(x) : € D} nepo-
zorujeme. Pokud by vsak bylo 3 znamé, pak e(r) = Z(x) — F(x)"3 a z hodnot e,, = (e(x1),...,e(x,))"
bychom mohli odhadnout 6. JenZe parametr 3 je nezndmy. Pokud je pole {e(x) : € D} slabé stacionarni
s kovarianéni funkci Cy(h), tak dostaneme odhad B pomoci metody zobecnénych nejmensich étverclt

B=F"C,0)*F)'FTC,(0)"'Z,. (12)

Tento odhad vSak vyzaduje znalost parametru . Znamena to, Zze nemizeme rozumné odhadnout 6 bez
znalosti 3 a na druhou stranu k odhadu 3 potiebujeme odhad 8. O této kruhové situaci se nékdy mluvi
jako hfe koc¢ky s mysi univerzalniho krigovani.

Mozné feSeni nabizi metoda IRWGLS (zkratka z anglického vyrazu iteratively re-weighted generalized
least squares):
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1. ziskdme pocatecni odhad parametru 3 nezavisle na ¢, napi. metodou oby¢ejnych nejmensich ¢tvercit:
B = (FTF)*lFTZn,
spocteme rezidua r = — FB,
odhadneme parametmcky model variogramu nebo kovariogramu rezidui a dostaneme 0,
spocteme novy odhad 8 jako 8 = (F'C,(0)"*F)"'FTC,(0)~'Z,,
5. opakujeme kroky 2.-4.; az dokud relativni zmény v odhadech 3 a 6 jsou malé.

Odhad variogramu je vychyleny, ale tentokrat neni vychyleni zpiisobeno nekonstantni stfedni hodnotou,
ale tim, Ze odhadujeme variogram rezidui a ne variogram pole {e(z) : € D}.

Studium chovéani této procedury je slozité. Neni zaruc¢eno, ze odhady budou konvergovat k teoretic-
kym hodnotam.

Jind moznost je pouzit metodu maximalni vérohodnosti k odhadu 8 a 6 soucasné. Napriklad pokud
predpoklddame, ze {Z(z) : € D} je gaussovské ndhodné pole, pak logaritmus vérohodnostni funkce mé
tvar

=N

log L(B,0) = fg log 27 — %log det C,,(0) + (zn, — FB)'C,.(0)" (2, — FB).

Pii daném 6 je tato funkce maximalizovdna pro B dané vztahem (12) s vektorem Z, nahrazenym
pozorovanymi daty z,. Dosazenim do log L(3, 0) dostaneme funkci 6 (profilovou vérohodnost), kterou je
nutné maximalizovat numericky.

3.4 Bayesovsky pristup

Na zakladé pozorovanych dat z, je v klasickém pfistupu nejlepsi predikce E[Z(xzg) | Z, = z] a jeji
chyba je rovna Evar[Z(zg) | Z,]. Casto nas vsak spise nez stfedni hodnota nebo rozptyl zajima celé
podminéné rozdéleni Z(xy) za podminky Z, = z,, tzv. prediktivni rozdéleni (predictive distribution).
V bayesovském pfistupu je prediktivni rozdéleni rovno aposteriornimu rozdéleni Z(zo).

Pripomenme, ze v bayesovské statistice se parametry modelu povazuji za ndhodné. Znamena to, ze
neni rozdil mezi predikci a odhadem parametri. Bayesovsky pristup je zalozen na kombinaci historické
informace o neznamych parametrech 8 a pozorovanych dat z,. Informace o parametrech je uréena apri-
ornim rozdélenim s hustotou p(0) vzhledem k o-koneéné mife v na parametrickém prostoru ©. Pokud
mé Z, pii daném O hustotu f(z, | ), tak hustota aposteriorniho rozdéleni 6 za podminky Z,, = z, je
dana Bayesovou vétou

f(zn | 0)p(6)

o f(zn | 6)p(6) v(d6)’

pokud je jmenovatel nenulovy. Tento vztah se vétSinou zkracené zapisuje jako

p(O | zn) =

p(0 | zn) o f(zn | 0)p(6), (13)

symbol & znac¢i rovnost az na multiplikativni konstantu.
Prostorova predikce pomoci bayesovského pristupu se oznacuje jako bayesovské krigovdini. Pro pre-
dikci Z(xo) dostaneme prediktivni hustotu vyintegrovanim ptes 6:

F(z0 | 2n) = /@ F(20,0 | 2) (d6) = /@ F(z0 | 20, @)p(0 | 22) v(d6). (14)

Pokud by byl vektor parametr 8 znamy, dostaneme stejny vysledek jako v klasickém pfipadé. Vyhoda
bayesovského pfistupu je v tom, Ze zahrnuje do Gvahy nejistotu o parametrech modelu. Tvar (14) pre-
diktivni hustoty je prevazné velmi komplikovany. Proto se pouzivaji MCMC metody, které umoznuji
generovat posloupnost 0(1), e ,B(T) z aposteriorniho rozdéleni s hustotou p(@ | z,). Potom primér

f(ZO | Zn, G(i))

i

fleo | 20) = 1

davé aproximaci prediktivni hustoty f(zo | z,). V praxi se obvykle vypocet této aproximace obchézi
tak, ze pro kazdé 00 vygenerujeme z((,l) z rozdéleni s hustotou f(zo | zn,0(i)). Pak zél), .. .,z((,T) je
vybér z prediktivniho rozdéleni a vykresleni pfislusného histogramu nebo jadrového odhadu hustoty

dava pfiblizny tvar prediktivni hustoty. Jiny mozny pfistup pro urceni prediktivni hustoty se nabizi
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v pripadech, kdy jsme schopni spocitat aposteriorni hustoty p(0 | z,) a p(@ | z,, z0), potom lze pouzit

vztah 9 120)
B P 2n)
f(zo | zn) = f(20 ] zn70)p(0 | 2n,20)

Priklad: Uvazujme linedrni model
Z(z) = F(x)"B+e(z), = €D,

kde F(z) = (fo(z),..., fo(x))T je vektor vysvétlujicich proménngch, B8 = (Bo,...,B,)"T je vektor regres-
nich parametrt s apriornim rozdélenim N,11(m, Q) a {e(z) : © € D} je slabé staciondrni centrované
gaussovské nahodné pole s kovarianéni funkci C'(h). Pfedpokladdme, ze zndme vektor m, matici Q
i funkci C. Cilem je prostorova predikce Z(x¢) na zakladé dat Z,, = (Z(x1),...,Z(x,))T. Oznaéme
C,, matici s prvky C(z; — z;), ¢, = 1,...,n, a F matici typu n x (p + 1), jejiz prvky jsou f;(z;),
i=1,...,n, 7 =0,...,p. Déale pfedpokladejme, ze Q i FTC;IF maji plnou hodnost. Diky konjugo-
vanosti normalniho rozdéleni je aposteriorni rozdéleni 3 | Z,, mnohorozmérné normalni N,.1(m*, Q"),
kde
m* —_ (Q*l +FTC;1F)71(FTC;1ZH + Qflm), Q* _ (Q71 + FTcglF)fl.

Sdruzené rozdéleni (Z,,, Z(x0))T je mnohorozmérné normalni N, 1(F 08, Cno), kde

Fno = <F<Z>T)

a
Cn cn
o= i)
cn = (C(xo — 11),...,C(x0 — x,))T. Prediktivni hustotu dostaneme z vyjadieni

f(z0 | 2n) = / f(z20 | Z0sB)P(B | 2n) dB,

pfitom p(B | z,) je hustota Npi1(m*, Q") a f(z0 | zn,B) je hustota normélniho rozdéleni se stfedni
hodnotou F(z0)T8 + ¢X'C;, ' (2, — FB) a rozptylem C(o) — cLC,, ¢, jak vime z lemmatu 2. Po pii-
mocarém (i kdyz ponékud zdlouhavém) vypoctu se zjisti, ze prediktivni rozdéleni je normalni se st¥edni
hodnotou

(F(z0)T — L C'F)Q*Q 'm + [} C + (F(x0)T — cf C,'F)Q*F"C,'] Z,

a rozptylem
C(0) = €, Crlen + (Flwo)" — ¢, C i F)Q (F(wo) " — ¢, C F)T.

V praxi vét$inou nezndme funkci C. Mizeme vSak pouzit néktery z parametrickych modelt (napt.
Whittledv-Matérniiv), specifikovat vhodné apriorni rozdéleni pro parametry kovarianéni funkce a odvodit
aposteriorni rozdéleni.

Geostatistické modely, které jsme uvazovali, se daji chapat jako dvoustuptiové hierarchické modely.
V prvnim stupni hierarchie popisujeme, jak data zavisi na ndhodnych efektech. Konkrétné je specifikovano
nahodné pole Z = {Z(z) : © € D}, které generuje data, podminéné pii e = {e(x) : € D}. Ve druhém
stupni modelujeme rozdéleni nahodnych efektt, tedy nepozorovaného ndhodného pole e.

V bayesovkém pristupu mame tii zakladni ndhodné objekty, kromé Z a e je to jesté vektor nezné-
mych parametri 6. Dostavame tak tfistupnovy hierarchicky model:

1. Z|8,e,
2. el6,
3. 6.

Konkrétnim prikladem je model popsany u univerzalniho krigovani a pouzity také v predchozim prikladeé:
Z(x) = F(2)" B + e(a).

30



Piedpokladejme, Ze rezidudlni ndhodné pole {e(x) : z € D} je centrované stacionarni gaussovské ndhodné
pole a lze rozepsat jako soucet prostorové slozky a bilého Sumu:

e(x) = W) + (),

kde W = {W(z) : = € D} je centrované stacionarni gaussovské ndhodné pole s kovarianéni funkci
Cw (h;0%,¢) = o?p(h;¢) a {e(x) : x € D} jsou nekorelované norméalné rozdélené ndhodné veli¢iny
s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem 72. Znamena to, Ze semivariogram nahodné pole e je tvaru

Ve(h; 027727 ¢) = T21[h7£o] + 02 (1 - p(h7 ¢)) ’

ktery je parametrizovan pomoci zbytkového rozptylu 72, ¢asteéného prahu o? a korelaéniho parametru
¢, ktery vystupuje v korela¢ni funkei p(h; ¢) ndhodného pole W. Vektor nezndmych parametr modelu
je tak 8 = (,BT, 02,72,$)T. Pak Z za podminky 8 a W je gaussovské nahodné pole se stiedni hodnotou
F(z)T8+ W (z) a kovarianéni funkei Cyjw (h; 72) = 721 jj,—¢). VSimnéme si, ze Z | 6, W viibec nezavisi
na o? a ¢. Ve druhém stupni hierarchie specifikujeme W, které podminéné pfi 0 je centrované stacionarni
gaussovské nahodné pole s kovarianéni funkei Cyy (h; 02, ¢), tedy nezavisi na 3 a 72. Tieti stupen vyzaduje
stanoveni vhodného apriorniho rozdéleni pro vektor 8. Grafické znézornéni hierarchického modelu je na
obrazku 3. Obvykle se voli jednotlivé slozky @ apriorné nezavislé neboli apriorni hustota je tvaru

Vhodni kandidati na volbu marginalnich apriornich rozdéleni jsou mnohorozmérné normalni rozdéleni
pro 3, inverzni I'-rozdéleni pro 02 a 72 (neboli 1/02 a 1/72 maji I'-rozdéleni). Volba pro ¢ samoziejmé
zavisi na tvaru variogramu, napf. pro exponencialni model p(h;¢) = exp{—0¢||h||)} se Casto bere I'-
rozdéleni jako apriorni pro ¢. Popsany model mtizeme samoziejmé formulovat také jako dvoustupnovy,
kdyZ vyuZijeme toho, ze Z |  je gaussovské nahodné pole se stiedni hodnotou F(z)T3 a kovarianéni
funkeci

CZ(h7 025 T25 ¢) = T21[h:0] + O—Qp(h7 ¢)

Obrazek 3. Znazornéni t¥istupniového hierarchického modelu.

Ptedpokladejme, 7e mame vektor pozorovanych dat z, = (z(x1),...,2(z,))T. Bayesovsky odhad
parametrii se pak dostane z aposteriorni hustoty p(€ | z,) dané vztahem (13), kde v tomto pfipadé
f(zn | 6) je hustota n-rozmérného normélniho rozdéleni se st¥edni hodnotou F'3 a varianéni matici
721, + 0c?H(¢), pticemz F = (fj(x;)):; je matice typu n x (p+ 1), I,, je jednotkova matice typu n x n
a H(¢) je matice typu n X n, jejiz prvky jsou p(z; — z;;9), i, = 1,...,n. Mohli bychom rovnéz vyuzit
tfistupnového modelu a vyjadrit aposteriorni hustotu jako

p(0,wy | 2n) o f(zn | 0, wn)p(wn | 0)p(6),

kde f(zy | 6, w,) je hustota n-rozmérného normélniho rozdéleni se stiedni hodnotou F' 3+ w,, a vari-
an¢ni matici 72I,, a p(w,, | ) je hustota n-rozmérného normélniho rozdéleni s nulovou stiedni hod-
notou a varianéni matici 02 H (¢). Timto se ndm ovSem zvysi pocet parametri o n slozek vektoru
w, = (w(z1),...,w(z,))T. V praxi se pouzivaji MCMC metody (konkrétné Gibbsiiv vybérovy plan)
a tvar (13) je upfednostiiovan, protoze varianéni matice 721, + 02H (¢) se chova lépe nez varian¢ni
matice 02H (¢). To lze ilustrovat na situaci, kdy body x; a z; jsou od sebe velmi malo vzdéleny, pak
matice 02 H (¢) bude blizk4 singuldrni matici, zatimco 721,, + 0> H (¢) ne.
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Odhad parametrt w,, odpovida rekonstrukci prostorového povrchu W v bodech méfeni x4, ..., x,.
Podobné nas muze zajimat predikce W (zg) pro rtzné volby xg. Vzhledem ke vztahu

p(wn | 20) = / / p(wn | 0%, 8)p(0?, & | 2a) do® A,

miZeme aposteriorni rozdéleni W,, = (W(z1),...,W(z,))" ziskat z aposteriorniho rozdéleni (o2, ¢).
Pfipometime, %e v nasem ptipadé je p(w,, | 02, ¢) hustota n-rozmérného centrovaného normélniho roz-
déleni s varianéni matici o2 H (¢). Kdyz ((02)®, ¢(") je vystup MCMC algoritmu, ktery generuje z roz-
déleni s aposteriorni hustotou p(c2,¢ | z), pak sta¢i vygenerovat vektor w7 rozdéleni s hustotou
p(w, | (62)®,¢®), émz dostaneme vystup z rozdéleni s hustotou p(w,, | z,).

4. Regionalni data

4.1 Modely pro diskrétni regionalni data

U regiondlnich dat je sledovéna uréita veli¢ina vztazena ke geografické oblasti (okres, kraj, stat apod.).
K jejich popisu se hodi pouzit ndhodna pole na mfizi. Vrcholy miize L predstavuji jednotlivé oblasti.
Relace sousedstvi ~ mutze byt definovana napiiklad tak, ze dva regiony jsou v relaci, pokud maji spole¢nou
hranici. Data jsou ¢asto tvofena zaznamenanymi poéty néjaké udédlosti v dané oblasti (napf. pocet
nakaZenych, pocet trestnych ¢intt). Modelovani diskrétnich prostorovych dat pak mize byt zalozeno na
zobecnénych linedrnich modelech.

Necht Z ={Z;: i € L} a W = {W, : i € L} jsou ndhodnd pole na miizi L. Pfedpokladejme, Ze
podminéné pii W jsou {Z;} nezavislé ndhodné veli¢iny se stfedni hodnotou E(Z; | W) = p;. Dale m&jme
dénu funkci h (tzv. spojovact funkce) a predpokladejme, Ze

h(pi) = F{ B+ W,

kde F; = (foi,..., fpi)T je vektor vysvétlujicich proménnych a B8 = (B, ...,B,)T je vektor regresnich
parametrii. Pro bindrni data se obvykle pouziva logit, tj. h(u) = log ﬁ Nahodné pole W mode-
luje prostorovou zévislost, mizeme pro néj pouzit néktery z gaussovskych modelt (CAR, SAR, SMA,
SARMA).

Pro modelovani poctti udalosti se nejéastéji uvazuje Poissontiv model. Pfedpokladejme, ze pro kazdé
i € L méa Z; | W Poissonovo rozdéleni s parametrem E;0;, kde F; je zndmy ocekdvany pocet udalosti
v regionu ¢. Jako spojovaci funkci pouzijeme logaritmus a dostaneme linearni model pro 6;:

logb; = F;Fﬁ + W;.

Jednim z oborti, kde se tento model uplatnuje, je epidemiologie. V tom pfipadé€ Z; predstavuje pozorovany
pocet pripadti daného onemocnéni v regionu ¢ a F; je o¢ekdvany pocet pripadli onemocnéni, ten mize
byt znam z néjaké dodatecné informace o problému nebo miZeme uvazovat, Ze je to néjaka znama funkce
poc¢tu n; lidi ohrozenych onemocnénim. Napiiklad mtze byt E; = rn;, kde r je celkovd mira nakazeni
v celé populaci a mizeme ji odhadnout podilem

ZieL Zi
Dier M

Tato volba odpovida tomu, Ze ve vSech oblastech ocekavame stejnou miru onemocnéni. Hodnota 6; udava
skuteCné relativni riziko nemoci v regionu i. Vysvétlujici proménné mohou byt tfeba mira znecisténi
ovzdusi, coZz nejspis bude mit vliv u chorob dychacich cest. Na celou situaci lze také pohlizet jako na
hierarchicky model a pro statistické vyhodnoceni pouzit bayesovské metody.

4.2 Odhad parametrii

UvaZzujme markovské ndhodné pole {Z; : i € L} s hustotou p(z; 0) parametrizovanou koneéné rozmérnym
vektorem 6. Pro diskrétni data je hustota p(z;0) rovna sdruzené pravdépodobnosti P(Z; = z;,i € L),
z = (z;,1 € L). Pro spojita data jde o sdruzenou hustotu vzhledem k n-rozmérné Lebesgueové mife.
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Pro odhad parametri je ve statistice nejpopuldrnéjsim postupem metoda maximalni vérohodnosti.
Pro dana data z = (z;,7 € L) hleddme hodnotu 6, kterd maximalizuje vérohodnostni funkci L(0) =

p(z;6).
Pro markovské ndhodné pole s Gibbsovym rozdélenim je

} exp {* ZCEC:(J;&@ Qc(zo, 0)}
Jexp {~Yoee.cpn elze, 0) } v(d2)

L(6) = p(z;0) = exp { > dc(ze,0)

ceC

kde C je systém vSech klik (podmnoziny L, ve kterych jsou kaZzdé dva prvky sousedé). Problém je,
ze normujici konstanta zavisi na 6 a obvykle je velmi komplikovana. Existuji metody, kterymi je mozné
normujici konstantu aproximovat pomoci simulaci (vétsinou MCMC) a potom maximalizovat takto apro-
ximovanou vérohodnost.

Jednodussi moznost je uvazovat tzv. pseudovérohodnost

€xp {_ anc:c;ﬁ@,iec ®c(zc, 0)}

Lp(6) = Hp(zz' | 20i;6) = ]___[ (z4:,0)

i€L ieL

Tentokrat lze normujici konstantu ¢(zg;, @) ¢asto vyjadfit (v diskrétnim pfipadé jde o sumu |S| ¢lentl, kde
S je stavovy prostor ndhodného pole). Pokud bychom o¢islovali prvky L pomoci 1, ..., n, tak vérohodnost
Ize zapsat jako

LO)=p(z1] 22, ,2n;0)p(22 | 235+, 2n;0) - p(zn—1 | 2n; 0)p(2n; 0).

KdyZ nahradime podminéné hustoty p(zx | zk+1, - - -, 2n; @) plné podminénymi hustotami p(zj | z_x; 8),
které jsou diky markovské vlastnosti rovny p(zy | zax; 0), dostaneme pseudovérohodnost Lp(6).

Odhad metodou maximalni pseudovérohodnosti patii do tf¥idy odhad, které jsou ve statistice ozna-
¢ovany jako M-odhady. Obecné je M-odhad parametru 0 fesenim tlohy maximalizace kontrastni funkce
0(Z,0). V klasické situaci maximdalni vérohodnosti pro posloupnost nezavislych stejné rozdélenych né-
hodnych veli¢in je

0(2,6) =) logp(zi;6).
=1

V naSem ptipadé je
0(,0) =Y logp(zi | z0:;0).
€L
4.3 Testovani prostorové autokorelace

Pfipomenime, Ze pro ndhodné pole Z = {Z; : i € L} s konstantni stfedni hodnotou EZ; = p a konstantnim
rozptylem var Z; = o2 jsme definovali Morantiv index (Moran’s I) piedpisem

n ZieL Z_jeL wij (Z; — Z)(Zj - Z)
w ZieL(Zi - Z)Q

a Gearyho index (Geary’s c) vztahem

=1 Yjer Wi (Zi — Z;)?
2w Sier(Zi-2)2

kde w;; jsou prostorové vahy blizkosti (pozadujeme w;; = 0, pokud ¢ = j nebo i # j) a w =
dieL 2 jer Wij- K vypoctu Moranova a Gearyho indexu jsou v balicku spdep k dispozici funkce mo-
ran a geary.

Tyto veliciny se pouzivaji pfi testovani hypotézy, ze v datech jsou nulové prostorové autokorelace.
Ozna¢me M jednu z testovych statistik (Morantv nebo Gearyho index) a M5 tuto testovou statistiku
spoctenou z dat.

Uvazujeme dva rizné predpoklady, které odpovidaji nulové hypotéze:

I =
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1. pfedpoklad znédhodnéni: kazda z n! permutaci pfifazeni pozorovanych hodnot vrcholim mfiZe je
stejné pravdépodobna,

2. predpoklad normality: ndhodné pole Z je tvofeno nekorelovanymi ndhodnymi veli¢inami s normal-
nim rozdélenim N (u, 0?).
Pro testovani za predpokladu znahodnéni se obvykle pouziva néktery z nasledujicich tii pristupt.

1. permutacni test: Nulovou hypotézu nepritomnosti prostorovych autokorelaci chapeme tak, ze pozo-
rovanym hodnotam Z;, ¢ € L, jsou body mfize pfifazeny zcela ndhodné. Pro n vrchold mfize mame
celkem n! moznych prifazeni. Spoc¢teme-li veli¢inu M pro n! pfifazeni, dostaneme jeji rozdéleni za
nulové hypotézy. Potom je mozné zjistit pravdépodobnost, ze hodnota M,,s bude ptekrocena. Velké
nebo malé hodnoty této pravdépodobnosti svédéi proti nulové hypotéze (pfi oboustranném testu).

2. Monte Carlo test: I pro ne moc velka n je pocet moznych permutaci velky. Misto vypoctu pro vSechna
pfifazeni muzeme generovat k nadhodnych pfifazeni a sestrojit empirické rozdéleni M za nulové
hypotézy. Cim vétsi k, tim lepsi je aproximace rozdéleni za nulové hypotézy. Spojime k ziskanych
hodnot s Mps a spocteme poradi M,ps. Pro extrémni hodnoty potradi je hypotéza nekorelovanosti
zamitnuta. Napiiklad pro & = 999 zamitneme hypotézu na hladiné 5%, pokud poradi M je mezi
1 a 25 nebo mezi 976 a 1 000.

3. asymptoticky test: Z rozdéleni testové statistiky za nulové hypotézy mtizeme urcit jeji stfedni hodnotu
a rozptyl, ozna¢me je E,. M a var, M. Vzhledem k tomu, ze casto lze ukazat asymptotickou normalitu
zvolené testové statistiky, stac¢i porovnat

Mops — E. M
v/var, M

s kvantily normovaného norméalniho rozdéleni.
Za ptredpokladu normality neni tézké vyjadrit stfedni hodnotu a rozptyl M za nulové hypotézy,
oznacme je E, M a vary M. MuzZeme tak opét uvazovat asymptoticky test, pii kterém porovnavame

Mops —EgM
\/varg M

s kvantily normovaného normalniho rozdéleni.

D4 se ukdzat, ze Eg] = E,. I = fﬁ aEgc = E,c = 1. Vyjadfeni rozptylu za pfedpokladu normality
a znahodnéni se uz ovSem lisi (viz [2]). Moranovu a Gearyho statistiku lze interpretovat nasledovné:
pokud I > EI nebo ¢ < Ec, tak vrchol mfize mé tendenci byt spojen s vrcholem mfize, ktery ma
podobnou hodnotu pole, prostorova autokorelace je kladna. Naopak, pokud I < EI nebo ¢ > Ec, maji
hodnoty ve dvou sousednich vrcholech mfize tendenci byt odlisné. Muzeme tak uvazovat jednostranné
testy proti alternativé, ze autokorelace je kladna nebo naopak zaporna.

5. Dodatky

5.1 Nahodné cenzorovani

Predpokladejme, ze 171, ..., T, jsou nezavislé stejné rozdélené nezaporné nahodné veli¢iny s distribucni
funkci F'. Nasim cilem je ziskat odhad distribuc¢ni funkce F'. V pfipadé, kdy pozorujeme vSechny sledované
veli¢iny Ty, ...,T,, je pfirozenym odhadem F' empiricka distribu¢ni funkce

Fn(t) =

SN

Y lin<g t=0.
i=1

V nékterych situacich, ale nemame k dispozici pozorovani vSech T;. Mize tomu byt naptiklad proto,
7e néktera méreni sledované veli¢iny byla predcasné ukoncena. Prikladem je medicinska studie, ve které
se zkoumé vliv urcité lécby na preziti skupiny pacientti, n€kterd pozorovani nejsou uplnda, protoze se
pacient odstéhoval nebo ¢as vyhrazeny pro studii uplynul. Jiny pfiklad pochéazi z teorie spolehlivosti,
kde je méfena doba do poruchy ur¢itého vyrobku. Kromé ndhodnych veli¢in T; (tzv. ¢asy preziti nebo
doby zivota) jesté uvazujeme ndhodné veli¢iny C1, ..., Cy, (tzv. ¢asové cenzory). Pfitom pozorujeme jen
nadhodny vybér (Ty, D1), ..., (T,, Dy), kde T; = min(T}, C;) jsou cenzorované ¢asy preziti a D; = lir<cy
jsou indikatory necenzorovani. Pro D; = 1 méme k dispozici skutecné pozorovani T;. Naopak pokud je
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D; = 0 (nastalo cenzorovani), mame pouze &istecnou informaci, ze T; > T;. V piipadé nahodného
cenzorovani predpokladame, ze C1, ..., (), jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny a nezavislé
na Ty,...,T,. Potom neparametrickym maximalné vérohodnym odhadem F' je Kaplantiv-Meiertiv odhad
zavedeny v [4] a definovany jako

R B #{ZTlZS,Dzzl}
FKM<t>—1—g<l‘ Al i) )

Do soucinu ve skutecnosti efektivné prispiva jenom konecné mnoho ¢lentl, které odpovidaji tém castim
s, kdy je pozorovan konec doby zivota. Odhad Fps(t) je neklesajici, zprava spojita funkce, kterd muze
mit limitu pro ¢ — oo mensi nez 1 (kdyz nejvétsi pozorovand hodnota je cenzorovana).

Intuitivni vysvétleni Kaplanova-Meierova odhadu je néasledujici. Rozdélme interval [0,¢) na mensi
intervaly [0, 1), [t1,t2), ..., [tk,t). Potom
1—F(t) :]P)(Tl >t) :P(Tl >t | T Zﬁk)-P(Tl >tk |T1 > tk_l)---]P)(Tl >t | T Ztl) -P(Tl > tl),
pricemz podminéné pravdépodobnosti

P(Ty 2t [Ty > tj1) =1 =P (Ty € [tj_1,8;) | T1 = tj-1)

odhadujeme pomoci

#{’L : Tl € [tjfl,tj),Di = 1}
#{Z . Tl Z tjfl} '

Zjemiovanim intervaldl [t;_1,t;) dostdvame limitni tvar Frear (t).
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