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1 Nahodna posloupnost

Bude fixovdn pravdépodobnostni prostor (2, F,P) a uvdzime posloupnost redlnych ndhodnych veli¢in
{X,,n € N}, tj. méfitelnych zobrazeni X,, : (Q,F) — (R,B), kde B = B(R) je borelovska c-algebra
prostoru R.

Definice 1.1. Posloupnost X7, Xs,... ndhodnych veli¢in se nazyva ndhodnd posloupnost.

Ozna¢me RY mnozinu posloupnost{ redlnych ¢isel. Nahodnd posloupnost vytvaif zobrazenf X : Q —
RN definované jako
X(w) = (X1 (w), Xo(w),...), we. (1)

Nabizi se otdzka, jestli je toto zobrazeni néjakym zpusobem méfitelné.

[ee]
Definice 1.2. Jsou-li (S,,S,) méfitelné prostory, definujeme soucinovou o-algebru K S, podmnozin

n=1
oo
souc¢inového prostoru X S, jako
n=1
S=0{A; X Ay X -+ X Ap X Spy1 X Sppo X -+ A € Sg,n € N}
Mnozina tvaru Ay X As X -+- X Ay X Spa1 X Spao X - -+ se nazyva méritelny vdlec s koneéné rozmérnou
oo o0
podstavou. Pokud S, = S a S,, = S pro kazdé n € N, pouzivame znaceni SN = X S, a SN = ® S,.
n=1 n=1
V na8i situaci mame S,, =R a S,, = B.
Tvrzeni 1.1. Je-li X1, Xo,... ndhodnd posloupnost, pak zobrazeni X definované v (1) je méritelné ve

smyslu X : (Q,F) — (RN, BY).

Diikaz. Pouzijeme-li definici 1.2 pro S,, = R a S,, = B, stad¢{ ovéfit, ze F = [X € A; X Ay x -+ x A, X
R xR x---] € F pro libovolné Ay,..., A, € Ban € N. Plati ale F = (}_,[X; € 4], atak F e F. O

Z prostoru RY lze pfirozenym zptsobem uéinit metricky prostor.
Definice 1.3. Definujme vzdélenost redlnych posloupnosti z = (z1,z2,...) ay = (y1,¥2,...) jako

o0
|xn — yn| A1
d = _—
(z,y) =) 5 ,

n=1
kde a A b = min{a, b}.
Pozndmka: Vsimnéme si, ze fada v definici metriky d je vzdy konvergentni a plati d(z,y) < 1.

Tvrzeni 1.2. Plati ndsledujici:



(a) d je metrika,

(b) posloupnost x™ = (z7,2%,...) € RY konverguje pro n — oo k posloupnosti x = (x1,xa,...) € RY
v metrice d pravé tehdy, kdyz x! — x; pro kaZdé j € N,
n—oQ

J
(c) (RN, d) je separabilni 1iplngj metricky prostor,
oo
(d) X [an,by] je kompaktni podmnoZzina RN pro —co < a, < b, < .
n=1

Diikaz. (a), (b), (c) na cviceni,

(d) bez ijmy na obecnosti predpoklddejme [a,,b,] = [0,1]. Uvdzime posloupnost 2" = (2, 25,...)
bodii v [0, 1]N. Protoze 1,22, ... je posloupnost realnych éisel v kompaktnim intervalu [0, 1], existuje jeji

n(1,1) x711(1,2)

. . (1,k)
podposloupnost z; xy ,

..., kterd pro k — oo konverguje k 1 € [0, 1]. Déle existuje
3(27k) — Ty €
k—oc0

P

podposloupnost {n(2,k),k € N} vybrand z posloupnosti {n(1,k),k € N} takovd, ze z

[0, 1]. Indukei postupné zkonstruujeme

1,1 1,2 Lk

x?( ),x?( ),...,x?( )7~~k—>ﬁ00$1€[0»1]’
2,1 2,2 2,k

mg( ),:c;( )7...,x3( ),---kH r3 € [0,1],
0,1 2,2 £,k

xz( ),xz( ),..-,33?( )7--~k—>_>003366[071}7

tak, ze {n(¢+1, k), k € N} je posloupnost vybrand z posloupnosti {n(¢, k), k € N}. Diagonélni posloupnost
{n(k,k), k € N} je vybranou posloupnosti kazdé posloupnosti {n(¢, k), k € N}. Odsud pro libovolné ¢ € N
mame

Kk
xZ( )k:>>o o
a tak podle ¢asti b) konverguje xz™(*:*) = (xll(k’k),xg(k’k), ...) podle metriky d pii k& — oo k posloup-
nosti # = (x1,2,...) € [0,1]N. Tim jsme dokdzali pozadovanou kompaktnost. Pouzili jsme metodu

diagonélniho Hellyova vybéru. O
Nyni se podivejme, jak vypada o-algebra BY.
Véta 1.3. Plati BY = B(RY), neboli
of{A; x - x Ay xRx---:Ay,...,A, € B,n € N} = o{U : U C RN oteviend mnozina}.

Diikaz. Inkluze BY C B(RY) je ziejmd. Staci tedy ukdzat, ze kazdd oteviend mnozina U C RY lezi
v o-algebie BY. Pro kazdé z € U existuje 6, > 0 tak, ze U = U, oy B(®,6,), kde B(x,6,) = {y :
d(y,z) < 0.} je oteviend koule v prostoru RY o poloméru d,. Metricky prostor RY je separabilni (tvrzeni
1.2), a tak muzeme z otevieného pokryti U vybrat spocetné (Lindelofova véta), ¢imz dostaneme U =
Ui, B(zk,d,), kde z), € U. K dokonéen{ ditkazu stacf ukézat, ze B(z,d) € BN pro z € RN a § > 0. Pro
pevné = € RY je zobrazeni y — Z;’il 279 (|z; — yj| A1) métitelné vzhledem k BY, a proto B(z,d) = {y €
RNZZ;.;l 27j(|1'j—yj|/\1) <5}€BN. O

Definice 1.4. Necht E je metricky prostor. Zobrazeni X : (Q, F) — (F, B(E)) budeme nazyvat ndhodnd
velicina s hodnotami v E.

Disledek 1.4. Ndhodnd posloupnost X = (X1, Xa,...) je ndhodnd velicina s hodnotami v RY.
Diikaz. Plyne z véty 1.3 spolecné s tvrzenim 1.1. O

Existuji nékteré netrividlni pod-o-algebry o-algebry BY, se kterymi se jesté setkdme.



Definice 1.5. Zobrazeni p : RN — RY se nazyva konecnd permutace (fddu n), kdyz existuje n € N
a permutace (k1,...,k,) prvku mnoziny {1,...,n} tak, ze

P(T1, .o Ty Tpgts o) = (Thys ooy Tl T 1y --- )y (21, 20,...) € RV
Definice 1.6. Zobrazeni s : RY — RN dané predpisem
s(z1,20,...) = (x2,23,...), (r1,2,...) €RY,
se nazyva posunuti.
Definice 1.7. Mnozina T' € B(RY) se nazyvé termindlni, kdyz plati implikace
= (x1,29,...) €T,y = (y1,Y2,...) € RY : 4. = 2, pro viechna k € N az na koneéné mnoho = y € 7.
Rekneme, ze T' € B(RY) je n-termindlni, pokud plati
r=(x1,29,...) €T,y = (y1,92,...) ERN :yp = prok >n =y eT.
Definice 1.8. Oznac¢ime nasledujici systémy mnozin:
o n-symetrické mnoziny: S, = {S € B(RY) : p(S) = S pro kazdou koneénou permutaci p iaddu n},
e symetrické mnoZiny: S = {S € B(RY) : p(S) = S pro kazdou kone¢nou permutaci p},
e mnoZiny invariantni vici posunuti: T = {I € B(RY) : s71I = I},
e n-termindlni mnoziny: T, = {T € B(RY) : T n-termindlni}.
e termindlni mnoZiny: T = {T € B(RY) : T termindln{}.
Tvrzeni 1.5. (a) Koneénd permutace p : RN — RY je homeomorfismus.
(b) Posunuti s je spojité zobrazend.
(c) Mnozina T € B(RY) je n-termindini prdve tehdy, kdyz evistuje T,, € B(RY) tak, ze T = R™ x T,.

(d) Systémy I, T a S jsou o-algebry takové, Ze T C T, C Sp pro kazdé n € N, a proto T C T C S.
Vsechny uvedené inkluze jsou ostré.

Dikaz. Na cviceni. O

Néhodn4 posloupnost X = (X1, Xs,...) je podle dusledku 1.4 ndhodn4 veli¢ina s hodnotami v RY
a ma tedy rozdéleni pravdépodobnosti.

Definice 1.9. Bud X : (,F) — (E,B(E)) ndhodné veli¢ina s hodnotami v metrickém prostoru FE.
Necht P(E) znaci systém borelovskych pravdépodobnostnich mér na E. Definujeme Px(B) = P(X € B)
pro B € B(E). Pak Px € P(FE) se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X.

Rozdéleni ndhodné posloupnosti X = (X, Xa,...) je tedy pravdépodobnostni mira Py na B(RY)
definovana jako Px(B) = P((X1,X2,...) € B) pro B € B(RY). Déle nis bude zajimat, ¢fm je rozdélent
nahodné posloupnosti uréeno.

Definice 1.10. Rekneme, ze mnozina B € B(RY) je konecné rozmérnd, jestlize existuji n € N a B,, €
B(R") tak, ze B = B,, x RY.

Tvrzeni 1.6. Oznacme A systém konecéné rozmérngjch mnozin z B(RY). Tento systém tvori algebru,
kterd generuje B(RY), tedy pro jeji o-obal plati o(A) = B(RY).

Dikaz. Na cviceni. O

Véta 1.7. Rozdéleni ndhodné posloupnosti X = (X1,Xa,...) je jednoznacné uréeno tim, Ze zaddme
rozdélent vsech ndhodnych vektori (X1, Xa,...,Xy), n € N.



Diikaz. Méme ovéfit, ze jsou-li X = (X1, Xo,...)aY = (¥1,Y3,...) dvé ndhodné posloupnosti takové, ze
Pix,,..x.) = Piv,..y,) pro kazdé n € N, pak Px = Py. Bud B = B,, x RN koneéné rozmérna mnozina,
pak

Px(B)=P(X € B) =P((X1,...,Xn) € B,) =P((Y1,...,Y,) € B)=P(Y € B) = Py(B).
Miry Px a Py splyvaji na algebfe A konetné rozmérnych mnozin, ktera podle tvrzeni 1.6 generuje

o-algebru B(RY). Podle véty o rozsiteni miry tak je Px = Py na B(RY). O

Principidlni problém: PiedepiSeme konetné rozmérnd rozdéleni pravdépodobnosti P, € P(R™) pro
n € N. Kdy existuje ndhodnd posloupnost X = (Xi, Xy,...) takova, ze Px, . x,) = P, pro kazdé
n € N?

Nutnou podminku nalezneme snadno.

Definice 1.11. Rekneme, ze {P, € P(R"),n € N} je konzistentni systém rozdéleni pravdépodobnosti,
kdyz P,+1(Bn X R) = P, (B,), B, € B(R™), n € N, tj. P, je marginalni rozdéleni P, pro kazdé n € N.

Rozdéleni P, € P(R™) je jednoznacéné uréenou svou distribuéni funkei
Fo(z,...,2,) = Pn((—oo,xl] X e X (—00733”]), (1,...,2,) € R™
Lehce tak dostavame nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 1.8. Systém {P, € P(R"),n € N} je konzistentni prdavé tehdy, kdyz

lIm  Fop1(@1,. .oy Zny Tng1) = Fu(ar, ..o, 2n) pro(xy,...,2,) €ER™ an €N,
Tp41—+00

kde F,, oznacuje distribucng funkci miry P,.

Je ziejmé, ze v principidlnim problému musi byt { P,, n € N} konzistentn{ systém. Tato podminka, a to
netrivialné, je také postacujici. Nasledujici dvé véty jsou specidlnim piipadem Daniellovy-Kolmogorovovy
véty.

Véta 1.9. (Daniellova véta) Ke kaZdému konzistentnimu systému {P, € P(R™),n € N} ezistuje
ndhodnd posloupnost X = (X1, Xo,...) takovd, Ze Px, .. x,) = Pn pro kaZdé n € N.

Véta 1.10. Ke kazdému konzistentnimu systému {P, € P(R"),n € N} existuje jedind borelovskd
pravdépodobnostni mira P definovand na RY takovd, Ze

P(B, xRY =P,(B,), B,¢cBR"), ncN. (2)
Vétu 1.10 dokézeme v zavéru kapitoly. Véta 1.9 je dusledkem véty 1.10.

Dukaz. (véty 1.9) K danému konzistentnimu systému {P, € P(R"),n € N} podle véty 1.10 existuje
P € P(RY) tak, ze plati (2). Polozme (2, F,P) = (RN, B(RY), P) a X = id. Projekce X,, : RY — R,
n € N, definované jako

Xn('rh sy Ly T4 1y - - ) = Tpn Pro (Ila Za, .. ) € RN7
jsou spojité, a tudiz méfitelné ve smyslu (RN, B(RY)) — (R, B). Uréime rozdéleni vektoru (Xi,. .., X,):

x.)(Bn) =P((X1,...,X,) € B,) =P(X € B, xRY) = P(B, xRY) = P,(B,,), B, € BR").

.....

Néhodné posloupnost X = (X7, Xo,...) mé pozadované vlastnosti. O

n
Definice 1.12. Jsou-li Qq,...,Q, miry v P(R), pak Q@ = Q) Q oznacuje jedinou pravdépodobnostni
k=1

miru v P(R™) takovou, ze Q( X Bi) = Q1(B1) -+ Qn(By) pro By,..., B, € B(R). Tato mira se nazyva
k=1
soucin mer Qq,...,Qn.



n
Tvrzeni 1.11. Ndhodné veliciny X1, ..., X, jsou nezdvislé prave tehdy, kdyz Pix,, .. x,) = & Px,
k=1

Dukaz. Viz TP1. O
n
Je okamzité patrné, ze pro posloupnost rozdéleni @y € P(R) je systém {P, = & Qx,n € N} konzis-
k=1
tentni. Véta 1.10 zni nyni nasledovné.

Véta 1.12. Pro kazdou posloupnost Q € P(R) existuje jedind pravdépodobnostni mira P € P(RY)
takovd, Ze

P(B, x RY) = (@Qk> ), B, € B(R"),n €N.

Vétu 1.9 muzeme potom vyslovit ndsledovné.

Véta 1.13. Pro kaZdou posloupnost Q € P(R) existuje posloupnost nezdvisljch nahodnijch velicin X =
o0

(X1, Xs,...) takovd, e Px, = Qx, k€N, a Px = @ Q.
k=1

n
Diikaz. Uvézime konzistentn{ systém {P, = Q) Qk,n € N}. Podle véty 1.9 existuje ndhodnd posloupnost
k=1

X = (X1, Xs,...) takovd, ze Px, . x,) = P ® Qr, n € N. Odsud Px, = Qp pro kazdé k € N
=1

a nahodné veliciny Xi,...,X,, jsou nezavislé pro kazde n € N podle tvrzeni 1.11. Nahodné veli¢iny
o0
X1, Xa,... jsou tedy nezdvislé a maji predepsand jednorozmeérnd rozdéleni Q. Rovnost Px = @ Qx

n o0

okamzité plyne z Pix, . x,) = & Qr, n € N, nebot @ Qk je jednoznaéné uréend pravdépodobnostni
k=1 k=1

mira splnujici

(é)@,c> (Bi X By X -+ X By xRx ---) = Qy(By) - (@Qk> By X --- X B,)
k=1

pro libovolny méritelny védlec By X Bs X -+ X B, Xx R x --- s kone¢né rozmérnou podstavou. O

Tedy predepiSeme-li jednorozmérna rozdéleni Qj, vzdy existuje posloupnost nezavislych nahodnych
velicin X, které maji rozdéleni Q. To ndm poskytuje matematicky model pro posloupnost bernoulli-
ovskych pokusu s pravdépodobnosti dspéchu p € [0,1]. Rozdéleni @y jsou alternativni s parametrem p.
Je-li p = 1/2, muzeme si poradit snadnéji.

Definice 1.13. Duvojkouvy rozvoj ¢isla € (0,1] je posloupnost z1, s, ... nul a jednicek takovd, ze v ni
nalezneme nekone¢né mnoho jednicek a
-y

Dvojkovy rozvoj ¢isla 0 je posloupnost nul.

Tvrzeni 1.14. Je-li X ndhodnd velicina, kterd md rovnomérné rozdéleni na intervalu [0,1] a

oo
X (w)
k=1
je jeji dvojkovy rozvoj, pak Xi,Xs,... je posloupnost nezdvislych ndhodnich veli¢in s alternativnim

rozdélenim s parametrem 1/2.
Obrdcené uvazujeme-li posloupnost nezdavislych ndahodnijch veli¢in s alternativnim rozdélenim s para-
metrem 1/2 a definujeme X vztahem (3), potom X md rovnomérné rozdéleni na intervalu [0, 1].

Dikaz. Na cviceni. O



Budeme se zabyvat nékolika vyznamnymi typy ndhodnych posloupnosti, které popisuji ndhodny pohyb
Castice v casech n =1,2,...

Definice 1.14. Rekneme, ze ndhodna posloupnost X = (X1, Xs,...) je
e 7id, pokud ndhodné veliciny X;, j € N, jsou nezdvislé a stejné rozdélené,

e n-symetrickd, pokud rozdéleni (X1,...,Xn, Xnt1,.-.) & (X, .o, Xk
kazdou kone¢nou permutaci (kq,...,k,) fddu n € N,

Xn+1,--.) jsou stejnd pro

n?

o symetrickd, pokud je n-symetrickd pro kazdé n € N,

o staciondrni, pokud rozdéleni (Xi,..., X, Xpnt1,.-.) a (Xpt1, Xnt2,...) jsou stejnd pro kazdé
n € N.

Piiklady a vztahy mezi témito typy jsou pfenechany na cviceni. Dalsimi dulezitymi typy jsou mar-
kovské tetézce (predndska Ndhodné procesy 1) a martingaly, kterym se budeme podrobnéji vénovat
v dalsich kapitolach.

Na zavér této kapitoly uved'me chybéjici dikaz véty 1.10.

Diikaz. (véty 1.10) Méjme konzistentni systém {P, € P(R™),n € N}. Vztahem (2) definujeme konecné
aditivni pravdépodobnost P na algebie A C B(RY) koneéné rozmérnych mnozin.

Je tieba ovérit, ze definice je korektni. Pokud bychom méli kone¢né rozmérnou mnozinu vyjadienou
dvéma zpisoby jako B, x RN = B,, x RN, kde B, € B(R"), B,, € B(R™) a m > n, pak mus{ byt
B, = B, Xx R™™™ a z konzistence plyne, ze Py, (B,) = Py (B, x R™™") = P, (B,,).

Déle ovérime, Ze P je konecné aditivni pravdépodobnost na A. K tomu si povsimneme, ze jsou-li A, B
dvé konecné rozmérné mnoziny, pak existuji n € Na A,,, B, € B(R") tak, 7ze A = A, xRY a B = B,, xR,
Pro A a B disjunktn{ jsou ziejmé A,, a B, disjunktni a plati AU B = (4,, U B,,) x RY. Odtud mame

P(AUB) = P,(A, UB,) = P,(Ay) + P.(B,) = P(A) + P(B).

Zbyva ukéazat, ze P je o-aditivni pravdépodobnost na algebie A, pak totiz podle véty o rozsifeni
miry existuje pravé jedna pravdépodobnostni mira P na o-algebie o(A), kterd je rozsifenim P. Tvrzeni
1.6 iika, ze algebra A generuje B(RY). Rozsiteni P je proto definovano na B(RY) a m4 vlastnosti, které
pozaduje znéni véty.

Méjme A" = By x RY mnoziny v A takové, ze A D A% D .- a M2 A" = () (zkrdcené piSeme
A™ N, 0). Diky monotonii posloupnosti A™ muzeme piedpokladat, ze mnoziny By € B (R*n) jsou takové,
7e k1 < ko < ---. Zvolme & > 0 libovolné. Pro kazdé n € N je mira P, € P(R*") tésnd. To znamens,

7e existuje kompaktni mnozina K™ C B} tak, ze Py, (B} \ K") < ¢/2". Vyrobime kone¢né rozmeérné
mnoziny C" = K*" xRN € A. Z konstrukce plyne, ze C" C A™, a tedy N2 ,C™ = 0.

Tvrdime, Ze lze nalézt m € N, pro které N, C™ = (). Sporem predpokladejme ze NM_,C™ = () pro
véechna m € N. Pak existuji posloupnosti 2™ = (z7*,25",...) € RY tak, ze (27" ,...,xkn) e K" pro
n = 1,...,m. Mame posloupnost {z™,m € N} v RY takovou, ze kazda z posloupnosti (z},2%,...) je
omezend v R. Podle ¢4sti d) tvrzeni 1.2 ma posloupnost {z™, m € N} hromadny bod = € RY. Snadno
vidime, ze z € Ny, C™, coz je hledany spor.

Necht m € N je takové, ze N, C™ = (). Nyni po&itejme

3

P(A™) = P(A™\ 7, C™) < Y P(A\ C™) = Z (Bp. \K™) < Z 2i
n=1 n=1

Vyuzili jsme toho, ze A™ \ N_,C™ C UM, (A™\ C™). Mame tedy P(A™) < P(A™) < € pro n > m, coz
vede na P(A™) \, 0 pro n — oc.

Jsou-li A', A2, ... € A po dvou disjunktni takové, ze U,;";lflk € A, pak A" = U2 nAk e Apron e N
a A" N\, (0. Jiz jsme dokézali, ze P(A™) N\, 0 pfi n — co. Z tohoto faktu a konec¢né aditivity P muzeme
vyvodit, ze

[e%s} n—1
P(UA’“) (UAk>+PA” > P(A*) + P(A™) njOZPA’“
k=1

k=1 k=1 k=1

Dokazali jsme pozadovanou o-aditivitu P, ¢imz je dukaz hotov. O



2 Markovské casy, filtrace a martingaly

Uvazujeme-li ndhodnou posloupnost X = (X7, Xs,...) jako model ndhodného pohybu ¢astice v ¢asech
t=1,2,..., pak udélosti, které se ¢astici ptrihodi ¢i neprihodi do ¢asu n, jsou shromazdény v o-algebre
Fn=0(X1,....Xpn) = {[(X1,...,X,) € B,],Bn € B"} a viechny udalosti v g-algebte F, = o(X) =
{[X € B], B € B(RY)}.

Tvrzeni 2.1. Plati o(X) =0 (USZ 0(X1,...,Xn)).
Dikaz. Na cviceni. O

Definice 2.1. Bud (9, F) méfitelny prostor a F; C F» C --- C F neklesajici posloupnost o-algeber.
Rikéme, ze (F,) je filtrace. Znacime Fo, = o(US | Fy).

Je-li X = (X4, Xo,...) posloupnost ndhodnych veli¢in definovanych na (2, F) a (F,) filtrace takova,
ze o(X1,...,Xn) C F, pro kazdé n € N, fikdme, Ze posloupnost (X,,) je adaptovdna na filtraci (F,,) nebo
také, ze je F,-adaptovand.

Je-li 0(X1,...,Xp) = F, pro kazdé n € N, tikdme, ze (F,) je kanonickd filtrace posloupnosti X =
(X1, Xo,...).

Tvrzeni 2.2. Necht X = (X1, Xs,...) je ndhodnd posloupnost a S = (S1,Ss,...) je posloupnost jejich
édstecnyjch soucti, tj. S, = > _y Xi. Potom X a S maji stejnou kanonickou filtraci, tj. o(X) = o(S).

Dikaz. Na cviceni. O
Pohyb ¢astice zaznamenavé nékteré vyznamné udélosti.

Definice 2.2. Necht X = (X7, X»,...) je ndhodnd posloupnost a B € B. Ozna¢ime Tg(w) = min{n :
X,(w) € B}, pricemz pokldddme min() = oo, a T nazveme éas pruniho vstupu posloupnosti X do
mnoziny B.

Povsimnéme si, ze

[Ts <n]= U Xy e Bleo(Xy,...,X,), neN.

Definice 2.3. Zobrazeni T : Q — NU{oo} se nazyvd markovsky cas filtrace (F,,) nebo také F,, -markovsky
¢as, kdyz [T < n] € F,, pro kazdé n € N.

Je-li X = (X1, Xs,...) ndhodnd posloupnost, pak T : @ — N U {oco} se nazyvd markovsky cas
posloupnosti X, kdyz [T < n] € o(X1,...,Xn) pro kazdé n € N neboli T je markovsky ¢as kanonické
filtrace.

Cas T prvnfho vstupu posloupnosti X do B € B je markovsky ¢as této posloupnosti, nebot [Ts <
n] € o(Xy,...,Xn) pro kazdé n € N. Tento markovsky ¢as je ndhodnd veli¢ina, kterd nepfindsi zadnou
informaci o chovani posloupnosti X po case Tg.

Hleddame vhodnou definici o-algebry udélosti ndhodné posloupnosti X do markovského ¢asu T

Definice 2.4. Bud (F,) filtrace a T jeji markovsky €as. Znacime
Fr={F € Fyo:FN[T <n]eF,VneN}

Jednd se o o-algebru, kterou nazyvame o-algebra uddlosti do ¢asu T.
Je-li X = (X1, Xo,...) ndhodnd posloupnost a T jeji markovsky ¢as, budeme o o-algebte

Fr={Feo(X):FN[T <n]eo(Xy,...,X,) Vn e N}
mluvit také jako o historii posloupnosti X do casu T.
V okamziku T'(w) < oo se ¢éstice nalézd v bodé X7, (w). Pro w €  budeme znacit

Xp(w)(w) pro T(w) <

Xrw) = {0 pro T'(w) =

oo,
Q.



Tvrzeni 2.3. Necht (F,) je filtrace. Pak T je F,-markovsky ¢as prdvé tehdy, kdyz [T = n] € F, pro
kazdé n € N. Ddle plati, Ze

Fr=A{F € Foo : FN[T =n] € F, Vn € N}.
Dikaz. Na cviceni. O

Tvrzeni 2.4. (kalkul pro markovské &asy) Necht (F,) je filtrace a S, T jsou F,-markovské casy.
Potom

a) T a Xrp jsou Fp-méritelné ndhodné veliciny,

b) SAT, SVT aS+T jsou F,-markovské ¢asy,

¢) T An je F,-méfitelnd ndhodnd veli¢ina pro kazdé n € N,
d) FeFs=Fn[S<T]eFr,

e) S<T= Fs C Fr,

S <TL[S=T]e FsnFr,

9) FsNFr = Fspr.

Dukaz. a), b), ¢) Na cviceni.
d) Podle tvrzeni 2.3 méme ukézat, ze F € Fg = FN[S <T|N[I =n] € F, pro kazdé n € N:

FN[S <TIN[T=n]=Fn[S <n|N[T =n] € F,NF, = Fn.

e) Podle ¢asti d) S < T a F € Fg implikuje, ze F = FN[S <T] € Fr.

f) Podle d) je [S < T] = QN[S < T] € Fr. Polozime-li A = SAT, pak se jednd o markovsky ¢as podle
b), a tedy Fsar-méfitelnou ndhodnou veli¢inu podle a). Protoze Fsar C Fr podle e), zjistujeme, ze A
je Fr-méfitelnd ndhodnd velicina, tudiz [S > T] = [A = T] € Fp. Celkem mame [S < T|,[S > T] € Fr,
a proto také [S =T] =[S < T|N[S > T] € Fr. Ze symetrie jsou jevy [S < T],[S > T],[S = T] také
v Fs.

g) Podle e) je Fsar C Fs N Fr. Méjme F € Fg N Fr, pak

FNS AT<n]=(FnNnT<S|INT<n)UFN[S <TIN[S <n]).

Z ¢ésti f) dostaneme, ze FN[T < S] € Fra FN[S <T] e Fg,aproto FN[T < S|N[T <n]eF,
aFN[S<T|IN[S <n]eF,, cozdava FN[SAT < n|] € F, pro libovolné n € N neboli F' € Fgpr. O

Tvrzeni 2.5. a) Necht T je F,-markovsky ¢as a X : Q — NU{oco} je Fr-méritelnd ndhodnd velicina
takovd, Ze A > T. Pak \ je F,-markovsky cas.

b) Méjme ndhodnou posloupnost X = (X1,Xo,...) a T jeji markovsky ¢as. Pro B € B definujme
A =min{k > T : X, € B}, jde o éas proniho vstupu do mnoZiny B po case T. Potom X je
markovsky cas posloupnosti X .

Dikaz. Na cviceni. O

Definice 2.5. Nechf X7, X5,... je iid ndhodnd posloupnost. Posloupnost souctu S, = >_7_; Xi se
nazyvé ndhodnd prochdzka (s krokem X, ).
Véta 2.6. (silnd markovskd vlastnost ndhodné prochazky) Bud’ S, = Y _;_, X ndhodnd prochdzka

aT < oo s.j. jeji markovsky cas. Oznaéme Ry, = Sty — St pro k € N. Pak (R1, Ra,...) 4 (S1,52,...)
a posloupnost (Ry, Ra,...) je nezdvisld se o-algebrou Fr.



Dikaz. Méjme n € N, F € Fr a B € B". Pak

NE

P([(R1,....Rn) € BINF) =S P([(Ri,...,Ry) € B,T = k] N F)

i
I

o

P([(Sk+1 — Sks-- -y Sktn —Sk) € BJN[T =k NF)

>
Il
—

M

P((Sit1 — Str- -, Sken — S) € B) - P([T = k] N F)

=~
Il
—

P((S1,...,Sn) € B)- > P(T'=kNF)=P((S,...,S) € B)-P(F).
k=1

Volbou F = Q dostaneme P((Ry,...,R,) € B) = P((S1,...,5,) € B) pro kazdé n € N a B € B", coz
podle véty 1.7 znamend, ze se rovnaji rozdéleni posloupnosti (Ry, Ra,...) a (S1,52,...). Dile tim pddem
méme P([(Ri1,...,R,) € BN F) =P((Ry,...,R,) € B) -P(F), takze (Ry,...,R,) a Fr jsou nezivislé
pro libovolné n € N; a to je ekvivalentni nezdvislosti (R1, Ra,...) a Fr. O
Tvrzeni 2.7. (stacionarita vzhledem k markovskému &asu) Necht (X1, Xs,...) je iid ndhodnd
posloupnost a T je markovsky cas této posloupnosti takovy, Ze T < oo s.j. Pak (X741, X142,.-.) 4
(X1,Xs,...) a posloupnost (X1, Xr12,...) je nezdvisld se o-algebrou Fr.

Diikaz. Obdobné jako v dukazu véty 2.6 vezméme libovolné n € N, F' € Fr a B € B". Pak

[M]8

P([(XT+17. .. ,XTJrn) S B] OF) = P([(XT+1,. . ~aXT+n) S B] NFN [T = k‘])

=
Il
—

NE

P([(Xit1s .-, Xiin) € B)P(F O[T = &])

=
Il
—

=P([(Xy1,...,Xn) € B) > P(FN [T =k])
k=1
=P([(X1,...,X,) € B))P(F).

Volbou F' = Q dostavame P([(X741,...,X14n) € B]) =P([(X1,...,X,) € B]), a proto také

P([(X741, ..., X74n) € BINF) = B([(X141,. .., X14n) € B)P(F).

O
Tvrzeni 2.8. Necht (X1, Xa,...) je #id ndhodnd posloupnost takovd, Ze P(X; = 1) =P(X; = —1) = 1/2.
Je-li T markouvsky cas této posloupnosti spliugici T < oo s.j., pak (X1,..., Xp,—X7r41, —Xr49,...) 4
(X1, Xo,...).
Diikaz. Nahodna posloupnost (X71,...,X7,0,...) je Fpr-méfitelnd, nebot pro libovolnou mnozinu B €

BRY) an €N je
[(X1,...,X7,0,...) € BIN[T =n] =[(X1,...,Xn,0,...) € BN [T =n] € F,,

atak [(Xy,...,X7,0,...) € B] € Fr podle tvrzen{ 2.3. Ndhodné posloupnosti (0,...,0, X741, X742,...)
a (0,...,0,—X741,—Xr142,...) maji stejnd rozdéleni a podle tvrzeni 2.7 jsou nezdvislé na Fr. Proto
nahodné posloupnosti

(Xl,XQ,...):(Xl,...,XT,O,...)+(0,...,0,XT+1,XT+2,...)

(X17~~~;XT;7XT+1>7XT+27"') - (X17"'3XT307"')+(07"'7077XT+137XT+2,"')7

které jsou vyjadieny soucty dvou nezavislych posloupnosti, maji stejna rozdéleni. O



Definice 2.6. Necht Xi, Xs,... je iid ndhodnd posloupnost takova, ze P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2.
Pifslusnou ndhodnou prochdzku (S,,) nazyvéame diskrétni symetrickd ndhodnd prochdzka.

Tvrzeni 2.9. (princip reflexe) Nechl (S,,) je diskrétni symetrickd néhodnd prochdzka. UvaZujme mar-
kouvsky ¢as T proniho vstupu ndhodné prochdzky do mnoziny {a}, kde a € N. Oznacime S;, = 2Syrr — Sk,
k € N. Pak (S7,5%,...) md stejné rozdélent jako (S1,S2,...).

Dikaz. Na cviceni. O

Tvrzeni 2.10. (maxima diskrétni symetrické ndhodné prochazky) Pro diskrétni symetrickou
ndhodnou prochdzku (S,) oznaéme M, = maxg=1 . n Sk, n € N. Uvazujme markovsky c¢as T proniho
vstupu ndhodné prochdzky do mnoZiny {a}, kde a € N. Pak

P(T <n)=P(M, >a)=2P(S, >a)-P(S,=a) a lim P(M, >a)=1.

n—oo

Dikaz. Na cviceni. O

Definice 2.7. Pro H : (O, F) — (E,B(FE)) zavadime o-algebru generovanou H jako o(H) = {[H €
B], B € B(E)}. Jde o nejmensi pod-o-algebru A C F takovou, ze H : (2, A) — (E,B(E)).

Definice 2.8. Mé&jme H : (Q,F) = (E,B(E)) aT : @ — R. Rikédme, 7ze T je H-méfitelnd ndhodnd
velicina, kdyz T : (Q,0(H)) — (R, B), tj. o(T) C o(H).

Tvrzeni 2.11. Ndhodnd velicina T je H-méritelnd prdvé tehdy, kdyz existuje f : (E,B(E)) — (R,B)
tak, z2e T = f(H).

Dikaz. Viz TP1. O

Je-li T markovsky cas, pak obecné plati o(T) C Fr. Pro priklad, kdy je tato inkluze ostrd, staci
uvazovat T = n pro n&jaké n € N takové, ze F,, je netrividln{ o-algebra. Pak o(T) = {0,Q} C F,, = Fr.

Drtive, nez budeme definovat martingal, si pfipomeneme definici a vlastnosti podminéné stiedni hod-
noty. Piseme-li X € L;(F), mdme na mysli, ze X je ndhodna veli¢ina definovand na (Q, F,P) a takova,
7e E|X| < oo. Pro o-algebru G C F budeme symbolem Y € L;(G) chépat, ze Y je ndhodnd veli¢ina na
(Q,G,Plg) a E|Y] < .

Definice 2.9. Necht X € Li(F) a G C F je o-algebra. Nahodna velicina E9X = E[X|G] € Li(G) se
nazyva podminénd stiedni hodnota X vzhledem ke G (za podminky G), kdyZz pro kazdou G € G plati

/XdIP’:/IEng]P’.
G G

Podminén4 stiedni hodnota EY X je uréena s.j. jednoznaéné.

Tvrzeni 2.12. (kalkul pro podminénou stiedni hodnotu) Pro X,Y € Li(F) a pod-c-algebru
G C F plati

a) E9(aX +bY +c¢) = aE9X + bEYY + ¢ s.5. pro a,b,c € R,
b) X <Y sj. = E9X < ECY s.j.,
¢) h:R— R konverni, h(X) € Li(F) = h(E9X) <E9R(X) s.4.,

d) Y G-méritelnd ndhodnd velicina, X -Y € Li(F) = E9XY =Y -E9X s.j. (spec. X G-méFitelnd =
E9X = X s.j.),

e) D C F pod-o-algebra takovd, Ze D a 0(X)V G jsou nezdvislé = E[X |GV D] = E[X|]] s.j. (znacdeni:
AV B=0c(AUB)),

f) D C G pod-o-algebra = EPEYX = EY9EPX = EPX s.j. (spec. E(E9X) = EX),

9) (X,Ig) £ (Y, 1) VG € G = E[X|G] = E[Y|G] s.j.
Dukaz. Viz TP1. O
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Muzeme také podminovat ndhodnou veli¢inou H s hodnotami v metrickém prostoru F, tj. tedy také
nédhodnou posloupnosti H = (Hi, Hs,...). Pro X € L1(F) je E[X|H] = E[X|o(H)] podminénd stiedni
hodnota X za podminky H. Je uréena s.j. jednoznaéné podminkami E[X | H] je integrovatelnd H-méfitelna
nahodna veli¢ina a f[HeB] X dP = f[HeB] E[X|H]dP pro vsechna B € B(E). Podle tvrzeni 2.11 existuje
borelovskd funkee f : E — R tak, ze E[X|H] = f(H). Znacime f(h) = E[X|H = h] podminénou stfedn{
hodnotu X za podminky H = h.

Dulezité pro nas budou nésledujici dvé vlastnosti.

Tvrzeni 2.13. Necht X je ndhodnd veli¢ina s hodnotami v metrickém prostoru E1, Y je ndhodnd veli¢ina
s hodnotami v metrickém prostoru Es a g : E1 X Ea — R je borelovskd funkce takovd, zZe g(X,Y) € L1(F).

(i) Kdyz Z € Li(F) a (Y,Z) a X jsou nezdvislé, pak E[Z|X,Y] = E[Z|Y].
(i) Kdyz X a'Y jsou nezdvislé, pak Elg(X,Y)|X = x] =Eg(z,Y) pro Px-s.v. x € Ej.
Diikaz. Viz TP1. O
P1i studiu martingalovych diferenci budeme potiebovat nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 2.14. Pro X € Ly(F) a o-algebru G C F plati
(i) E9X € Ly(G), E(X —E9X)? =EX? — (E9X)?,
(ii) E(X —E9X)Y =0 pro Y € Ly(G),
(iti) E(X —E9X)? = miny¢p,g) E(X —Y)2.
Diikaz. Viz TP1. O

Zobrazeni EY : Ly(F) — Lo(G) je projekéni operator v Hilbertové prostoru L. Oznaéime-li Lo-normu
|X|| = VEX2, pak X —Y = (X —E9X) + (E9X —Y) je podle éasti (ii) rozklad na dva kolmé sé¢itance a

IX =Y|? = 1X —E9X|* + |[E9X - Y|* > || X - E9X,

pFicemz rovnost nastava pro Y = E9X.
Podstatné vylepsime pravidlo f) v tvrzeni 2.12 pro iterované podminovani.

Tvrzeni 2.15. Nechf (F,) je filtrace, S, T jsou jeji markovské éasy a Z € Ly(F). Pak
(i) implikace S < T = EFsZ = EFsr1 Z plati s.j.,
(ii) EFsESTZ = BEFTEFs Z = BFsA1 Z 5.

Diikaz. (1) Méme dokazat, ze existuje N € F s P(N) = 0 tak, ze pro w ¢ N plati S(w) < T'(w) =
(E7s Z)(w) = (E7s77 Z)(w). Jinymi slovy chceme, aby 1jg<mE"$Z = 1jg<7E7$TZ s.j. Protoze
podle tvrzeni 2.4 je lig<7] € Fsar € Fs, vzhledem k ¢asti d) tvrzeni 2.12 potiebujeme ovérit
E7$1g<7)Z = E75"T15< 7 Z, coz znamend dokézat

/ Z dP :/ E7sAT 7 dP
FN[S <T] FN[S <T)

pro F' € Fg. To ale plyne z definice podminéné stfedni hodnoty a toho, ze FN[S < T] € FrNFs =
Fsar podle tvrzeni 2.4.

ii) Mdme dokazat, ze EF5/7Z = EFSE’7 Z neboli [,E7s"7ZdP = [.E’7ZdP pro F € Fs. Mé&jme
F F
libovolné F' € Fg. Pak podle (i) je

/ Efsarz dIP:/ EfsZ dIE”:/ 7z dIP’:/ EfTZ dP.
FN[S <T] FN[S <T] FN[S <T] FN[S <T]

Prvni rovnost plyne z (i), dalsi dvé z toho, ze FN[S < T] € Fg a FNI[S <T] € Fp, coz mame
z ¢asti d) tvrzeni 2.4. Déle podle (i) je

/ EFsrrz dP = / EFTZ dP.
FN[T<S] FN[T<S]
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Podstatnd je také spojitost E[X | G] v obou argumentech.
Tvrzeni 2.16. Necht X,,, X € L1(F) a G,,G jsou pod-o-algebry F.
a) (spojitost v L1): E|X,, — X| — 0 = E|EYX,, — E9X| — 0,

b) (spojitost v Ly): E|X,, — X|? — 0 = E|EYX,, - E9X|? — 0,
n— oo n—oo

¢) (stejnomérnd integrovatelnost): je-li posloupnost (X,,) stejnomérné integrovatelnd, pak posloupnost
E[X, | Gn] je stejnomérné integrovatelnd,

d) (véta o monoténni konvergenci): 0 < X, /X sj. = 0<EYX, "EYX s.j.,

e) (podminéné Fatouovo lemma): X,, > 0, X = liminf, o X,, € L1 = 0 <EYX <liminf, ., EYX,
8.9,

f) (véta o integrovatelné majoranté): | X,| <Y € Li(F), Xn X oo EEYX, —E9X| — 0

n—oo n—oo

aEB9X, 2y mIX.

n— oo

Diikaz.  a) Z &asti c) tvrzeni 2.12 (Jensenova nerovnost) plyne |[E€X,, — EYX| < EY|X,, — X|. Nyn{
sta¢i jen aplikovat stiedni hodnotu na obé strany nerovnosti.

b) Opét podle Jensenovy nerovnosti mame [E9X, — E¢X|? < EY|X,, — X|?, z ¢ehoz aplikovanim
stfedni hodnoty na obé strany dostavame spojitost v Lo

¢) Necht Y, = E[X,, | G,.]. Pak z Jensenovy nerovnosti mame |Y,,| < E9"|X,,| a pro pravdépodobnost
Gn-méfitelného jevu [|Y,| > ¢| dostaneme

|Y,| dP < c—l/
[IYn|>(]

P(|Y,| > ¢) < c_l/

E9"|X,| < ¢ !sup E|X,|.
[1Yn|>c] neN

Tudiz P(|Y,,| > ¢) — 0 stejnomérné v n. Déle opét z Jensenovy nerovnosti je
c—00

/ |Yn|dIP’§/ Eg”|Xn|dIP’:/ | X, | dP.
[1Yn|2e] (1Yn|2c] [1Yn|2c]

Protoze X,, maji stejné absolutné spojité integraly, jde prava strana k nule pro ¢ — oo stejnomérné
v n.

d) viz TPL.

e) Aplikujeme ¢4st d) na monoténn{ posloupnost 0 < infy>, X /X a ziskdme 0 < EY infy>, X),
EY9X. Jelikoz EY infr>n, Xp <infr>y, Eng, méme E9X < liminf,_, E9X,,.

f) Posloupnosti Y 4+ X, jsou nezdporné a podle ¢dsti e) je

E9(Y + X) <E9Y +liminf B9 + X,
n—oo
coz po odecteni E9Y ddvéd +EYX < +liminf,,_ ., E9X,, neboli E9 X < liminf,, . E9X, aE9X >
limsup,, ., EYX,,. Dohromady tedy
EX < liminfEYX,, <limsupEYX, <E9X

n—00 n—00

= . /1 . ’ . , [ S.j.
a viechny nerovnosti mus{ byt rovnostmi. Tim jsme ukdzali, ze E9X,, =X EIX.
n—oo

Stejnomérnd integrovatelnost (X,,) a konvergence s.j. implikuji konvergenci v L;. Pak z ¢dsti a)

plyne i konvergence podminénych stfednich hodnot v L;.
O
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Nyni jiz muzeme definovat pojem martingalové posloupnosti ndhodnych velicin.

Definice 2.10. Bud X = (X1, X»,...) posloupnost integrovatelnych ndhodnych veli¢in adaptovand na
filtraci (F,,). Rekneme, ze posloupnost X je (F,)-martingal, kdyz

E[X,q1 | Ful =X, sj. proneN. (4)

Plati-li
E[Xp | X1, Xo,..., Xp] = X, sj. pron €N, (5)

tj. kdyz X je o(Xy,...,X,)-martingal, fikdme, ze posloupnost X je martingal.
Je-li v (4) resp. (5) nerovnost >, fikdme, ze posloupnost X je (F,)-submartingal resp. submartingal.
Je-li v (4) resp. (5) nerovnost <, tikdme, Ze posloupnost X je (F,)-supermartingal resp. supermar-
tingal.

Z definice plyne, ze martingal ma konstantni stfedni hodnotu. Pro submartingal je EX,, neklesajici
posloupnost, zatimco pro supermartingal je nerostouci.
Povsimnéme si, ze

(4) <= E[X, | Fr] = Xr prok <mn,
(5) <<= E[X, | X1,...,Xk] =Xr prok <n.
Stac¢i pouzit édst b) tvrzeni 2.12:
E[X, | Fi] = EF*EFe+ . EFr1 X, = X5
Podobné ekvivalence plati pro submartingal a supermartingal.
Tvrzeni 2.17. (stabilita martingalové vlastnosti)

(i) Je-li ndhodnd posloupnost X1, Xa, ... Fp-martingal, pak je také G, -martingal pro kaZdou filtraci Gy,
spliugict o(Xy,...,X,) C G, C Fn. Specidlné kazdy F,-martingal je martingal.

(i) Necht X1, Xs,... je Fn-martingal a D je o-algebra, kterd je nezdvisld s Foo. Pak X1, Xs,... je
(Fn V D)-martingal.

Diikaz. (i) Podle tvizenf 2.12f) je E[X,41 | Go] = E9E7» X, 11 = B9 X,, = X,,.

(ii) Podle tvrzenf 2.12¢) je E[ X, 41 | Fn VD] = E[X 41 | Fn] = X0
O

Obdobn4 tvrzeni plati pro submartingaly a supermartingaly.
Zavazné piiklady martingali jsou poskytovany pomoci souctu ¢i sou¢inu nezavislych ndhodnych
velicin.

Tvrzeni 2.18. Necht X1, X, ... je posloupnost nezdvislijch integrovatelnsjch ndhodnsjch veli¢in. Oznacéme
Sy =3" | X,
j=1“%J

a) Je-li EX,, =0, pak S,, je martingal. Je-li EX,, > 0, pak S,, je submartingal. Je-li EX,, <0, pak S,
je supermartingal.

b) Pokud X, € Ly, EX,, =0 a EX2 = 02, potom M,, = 5% —no? je martingal.

c) Jestlize EX,, =1, pak Z, = H?:l X, je martingal.

d) Pokud P(X,,=—1)=qaP(X,=1)=p, kdeq=1-papc (0,1), pak Y, = (¢/p)°" je martingal.
Dikaz.  a) Staéi si uvédomit, ze

]E[Sn—i-l ‘ S, .. 7Sn] = IE[Sn+1 ‘ X1, 7Xn] = E[Sn + Xnt1 | X1, .. 7Xn} =5 +EXpq1.
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b) V tomto pfipadé mame
E[SZ, 1] 81,y Su) =E[(Sn + Xnt1)? | X1y, Xn] = S2 + 29, EX 1 + EX2 = S2 + 02,
a proto
EMpi1| Sty Sn) =E[S2,1 | S1,...,S] — (n+1)0® = S2 —no® = M,
tj. My, je o(S1,...,Sy)-martingal. Vzhledem k tomu, ze
o(My,...,M,)=0(Si,...,S2) Ca(Si,...,8) =o(X1,...,Xn),
je M, také martingal podle tvrzeni 2.17.

¢), d) Na cviceni.

Nyni dokazeme tvrzeni o submartingalech.

Tvrzeni 2.19. (i) Bud X1, Xs,... Fp-martingal a g : R — R konvexnd funkce takovd, Ze g(X,) € Ly.
Pak g(X1),9(X2),... je F,-submartingal.

(i) Je-li X1, Xa,... Fp-submartingal a g : R — R konvexnd a neklesagici funkce takovd, Ze g(X,,) € L1.
Pak g(X1),9(X2),... je Fn-submartingal.

Dikaz. Podle predpokladi je posloupnost g(X,,) F,-adaptovand a integrovatelné. Z Jensenovy nerovnosti
mame

Elg(Xn+1) [ Ful = g(E[Xn i1 [ Fal).

Vyuzitim martingalové resp. submartingalové vlastnosti dostaneme v pifpadé (i)

E[Q(erl) | fn] > Q(E[XnJrl | ]:n]) =g(Xn) s

a v pripadé (ii)
Elg(Xn+1) | Ful 2 9(B[Xns1 | Fu]) 2 9(X5) s
O

Pozndmka: Specidlné pro X,, submartingal je X, submartingal. Pro X,, martingal a p > 1 je |X,|?
submartingal.

Z casti a) tvrzeni 2.18 vime, ze ndhodnd prochdzka S,, s centrovanymi kroky je martingal. Proto je
S2 submartingal a podle pifkladu b) z tvrzenf 2.18 se d4 rozlozit na martingal a rostouci posloupnost:
S2 = M,, + no?. Podobny rozklad lze provést pro kazdy submartingal.

Definice 2.11. Bud (F,) filtrace. Posloupnost I, I3, ... ndhodnych veli¢in je F,, -predikovatelnd, pokud
I,, je F,_1-méfitelnd pro kazdé n € N, pricemz pokldaddame Fy = {0, Q}.

Pozndmka: Kazdy F,,-predikovatelny JF,,-martingal M,, je konstantni s.j. Musf{ totiz platit M,, = E[M41 |
Ful = Moy 5.

Véta 2.20. (Doobiiv rozklad) Necht S,, je F,-submartingal. Pak existuje F,-martingal M,, a neklesajici
Fn-predikovatelnd posloupnost I,, takovd, zZe S, = M, +1I,. S¢itanci My, a I,, jsou uréeny s.j. jednoznacné
pri dodatecné podmince I; = 0.

Diikaz. Ozna¢me diference D,, posloupnosti S,, jako D1 = S1 a Dypy1 = Spi1 — Sn pro n € N. Ze
submartingalové vlastnosti ihned vidime, ze EZ» Dy41 > 0s.j. Polozme Z; =0a Z, 11 = (IEF" Dyi1)T pro
n € N. Potom Z, 1 = E» D,y s.j. a Z,, je F-predikovatelnd posloupnost. Dale definujme Y,, = D,,—Z,,,
n € N. Nyni pfejdeme ke kumulativnim soué¢tum a zavedeme

My=) Yi, In=) Zr, Sa=) Di=) Ya+) Zx=M+I.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
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Vime, ze [, = Z; = 0a I,y = ZZ:; Zy. je Fnp-métitelnd pro n € N. Tedy I, je F,-predikovatelnd
posloupnost, kterd je navic neklesajici, protoze Z, > 0. Nahodnd posloupnost M, = S,, — I, je Fp-
adaptovand, nebot se jedna o rozdil adaptované a predikovatelné posloupnosti. Navic je také integrova-
telnd. Ovéfime, ze spliiuje martingalovou vlastnost:

E"" (M1 — M,) =E"Y, y =E""(Dpy1 —E7 " Dpyy) =E7"Dyy iy —E7 "Dy =0 s,

tedy EF"M,,, = M, s.j. a M, je F,-martingal. Tim jsme nasli hledany rozklad S, = M, + I, na
Fp-martingal a neklesajici F,,-predikovatelnou posloupnost.

Abychom ukézali jednozna¢nost, predpoklidejme dva rozklady S, = M, + I, = N, + J,. Pak
M, = M, — N,, = J,, — I, je F,-martingal a zdroven J,-predikovatelna posloupnost. Podle poznamky
pred vétou tak musi jit o konstantni posloupnost s.j. Pfi podmince I; = J; = 0 je tato konstanta nula,
a tak M, = N, a I, = J, s.j. O

Definice 2.12. Posloupnost I,, z Doobova rozkladu se nazyva kompenzdtor submartingalu S, .

Tvrzeni 2.21. (Martingalové diference La-martingalu jsou ortogondlni v Ls) Necht M, je F,-martingal
takovy, Ze M,, € Lo pron € N. Oznac¢ime D1 = My a Dyp+1 = My, 41— M, pron € N. Potom ED,,D,, =0
prom #n, a tudiz EM} =" | ED? a var M, = 3_7_, var D;.

Dikaz. Na cviceni. O

3 Veéty o zastaveni a maximalni nerovnosti

Stopping problém: Méjme martingal Xi, Xo,... a posloupnost 77 < To < --- jeho markovskych
¢ast. Uvazujme posloupnost Xr,, Xr,,... danou zastavenim martingalu v téchto markovskych c¢asech.
Dostaneme timto opét martingal?

V situaci 77 < Tp < --- < K < o0 je odpovéd kladna.

Véta 3.1. Necht X1, Xo,... je Fn-martingal a S, T jsou F,-markovské casy takové, ¢ S <T < K < o0
pro néjaké K € N. Pak Xg, X7 € L1 a

EFs X = Xg  s.j.
Pokud je Xy, Xo,... Fp-submartingal, pak mdme nerovnost
EFsXp > Xg s

Diikaz. Tvrzeni budeme dokazovat pro submartingal. Integrovatelnost Xg a X plyne z jednoduchého
odhadu

K
[ Xr| < max X < Z X5 € Ly
Jj=1
Predpokladejme nejprve T'— S < 1. Pro F € Fg plati

K-1
/ (X7 - Xg)dP =) / (Xj41 — X;)dP >0,
F i3 JFnls=4IniT>j]

protoze H =FN[S=j]N[T > jl € F;.

V obecném piipadé spojime S a T konetnym Fetézem markovskych ¢asti V; = (S + j) AT, pro které
plati Vi1 = V; <1laS=Vy <V; <--- < Vg =T. Iterovanym pouzitim jiz dokdzané ¢asti tvrzeni pak
dostaneme

EFS Xp = ETWE - BT Vk-1 Xp > EPWE M BV Xy > > EPYw Xy, > X,
O

Disledek 3.2. (véta o zastaveni = optional stopping theorem) Necht X = (X1, Xa,...) je Fn-martingal
(resp. F,-submartingal) a T je F,-markovsky cas. Zastavenim posloupnosti X v case T dostaneme
ndhodnou posloupnost XT = (X1p1, X1a2, ... ), kterd je Fp-martingal (resp. F,-submartingal).
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Diikaz. Ndhodné veliciny X1 jsou Frap-métitelné (tvrzeni 2.4a), a tudiz také Fr-métitelné (Frar C Fi
podle tvrzeni 2.4e). Takze X' je F,-adaptovand posloupnost. Podle véty 3.1 jsou Xr,j integrovatelné
ndhodné veliciny. Zbyvé ovérit martingalovou (resp. submartingalovou) vlastnost. Pfedpoklddejme, ze
X1, Xs,... je submartingal. Pak podle véty 3.1 a tvrzeni 2.15 plati

Xran SEFT Xopgr) = BT E7 T X1y = EP" Xoanan)-
V poslednim kroku jsme vyuzili toho, ze X7 (,41) je Fr-méfitelnd ndhodnd velicina podle tvrzeni 2.4.  [J

Tvrzeni 3.3. Necht X1, Xs,... je F,-submartingal a S < T jsou F,-markovské casy. Potom pro libo-
volné n € N je
]E]:SXT/\n > XS/\n 3.7

Diikaz. Podobné jako v predeslém dukazu podle tvrzeni 2.4, tvrzeni 2.15 a véty 3.1 plati
E7S Xran = E7SE" " Xppn = BP9 Xppn > Xsan 84
O

Priklad: Bud S, diskrétni symetrickd ndhodné prochézka, T' jeji prvni vstup do mnoziny {a}, kde a € N.
Vime, ze S,, je martingal a T je jeho markovsky cas, ktery je s.j. konetny. V tomto piipadé mame
EST =a > 0=ES, a tak véta 3.1 pro neomezeny markovsky ¢as obecné neplati.

Véta 3.4. (i) Necht X1, Xs,... je Fp-martingal a S <T < oo s.j. jsou F,-markovské casy takové, Ze

Xrel, a / | X,,|dP — 0. (6)
[T>n] n—00
Pak E]:SXT = XS .S]

(ii) Necht X1, Xo,... je Fy-submartingal a S <T < oo s.j. jsou F,-markovské ¢asy takové, Ze

X} el a/ XFdP —s 0. (7)

[T>7L] n— 00
Pak EFs X1 > Xg S.J.

Dukaz. Dokézeme pouze ¢ést (ii), dikaz pro martingal probfhd zcela analogicky.

Je-li X,, Fp-submartingal a X;f € Ly, pak také X1 € Ly, nebot, jak ukdzeme, plati X € L;. Dle véty
3.2 je Xpan Fp-submartingal, a proto ma neklesajici sttedni hodnotu. Specidlné plati EX7p, > EX;.
Pro zépornou c¢ast tak dostavame odhad

EXE/\TL = IE‘XV’IJZ/\n - ]EXT/\n S EX;/\n — EXl
7 Fatouova lemmatu pak dostaneme

EX; <liminfEX,, <EX} —EX; < cc.
n—oo

Predpokladejme nejprve, ze S < K < oo pro néjaké K € N, pak podle véty 3.1 je Xg € Li. Mame
ukazat, ze

/XTdIP’Z/XSdIP’ pro F € Fgs. (8)
F F

Protoze FN[S <n]=FN[S <SAn] € Fsan podle tvrzeni 2.4d), pak z véty 3.1 dostdvame

/ Xpp, dP > / Xgp, dP = / XgdP.
FN[S<n] FN[S<n] FN[S<n]

Pro n — oo konverguje pravéa strana k fF XgdP, protoze S < 00 s.j. a Xg € L. Levou stranu rozepiSeme

jako
/ Xy dP = / XpdP + / X, dP.
FN[S<n] FN[S<n]N[T<n] FN[S<n]N[T>n]
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Protoze S < T < o0 s.j. a Xp € L1, mame pro prvni s¢itanec

/ XTd]P’:/ XpdP — X dP.
FN[S<n]N[T<n] FN[T<n] nooo Jp

Pro druhy séitanec podle (6) je

liminf/ X, dP < liminf/ X;' dP < liminf/ XT'L" dP — 0.
n=o0 JEN[S<n]N[T>n] n=oo JEO[S <n]N[T>n] =00 JIT>n) =00
Celkem tedy
liminf/ XrandP < / X dP,
n=0 JEN[S<n) F
z C¢ehoz dostaneme
/ X7 dP > liminf X7pan dP > liminf Xsnan dP = / XgdP.
F n=o0 JFEN[S<n] n=oo Jpn[S<n] F

Neboli jsme ukazali, ze E7S X7 > Xg s.j. v pifpadé omezeného ¢asu S. Specidlné tedy plati EF7rx Xp >
X7k 8-, a proto | Xpak| < EF77%| Xp| pro libovolné k € N.

Nyni se vrafme k obecnému piipadu neomezeného éasu S a ukdzeme, 7e Xg € L;. Protoze jev
[S=k]|=[S=EkN[T > k] € Fr.NFr = Frar, mame odhad

E|Xs| = Z]E|Xk\1[szk] = ZE|Xk|1[S:kgT] = ZElXTAk\l[S:kgT]

k=1 k=1 k=1
< ]E|XT|1[S:k§T] = ZE|XT|1[S:I€] = E|XT| < 0.
k=1 k=1

Pii dokazovani nerovnosti (8) v piipadé omezeného ¢asu S jsme vyuzili pouze (6) a toho, ze Xg €
Ly. Protoze jsme pravé zjistili, ze Xg € L1, muzeme stejné argumenty zopakovat a tim ovérit, ze za
predpokladu véty (8) plati. Tim je dukaz hotov.

O

Tvrzeni 3.5. Podminka (6) je ekvivalentni tomu, Ze zastavend posloupnost XT = (Xra1, X1p2,--.) je
stejnomérné integrovatelnd. Obdobné plati, e podminka (7) je ekvivalentni tomu, Ze posloupnost (X1, )
je stejnomérné integrovatelnd.

Dikaz. Na cviceni. O

Nabiz{ se otdzka, jak ovéfovat podminku (6) pfip. podminku (7) nebo jejich ekvivalentni vyjadieni
pres stejnomérnou integrovatelnost. Uved me nékteré dulezité pifpady, kdy je podminka (6) splnéna.

Véta 3.6. Bud X, Xs,... Fp-martingal a S <T < 0o s.j. F,-markovské c¢asy. Uvazme podminky:

HV<ec<oo: T>n=1|X,|<c sj, 9)
tj. do uddlosti v case T se trajektorie X1, Xa, ... nachdzi v pdsu [—c,c] s.j.;
(F<e<oo: T>n=|Xpt1—Xn|<c sj) a ET <o, (10)

tj. pred uddlosti v ¢ase T jsou prirustky | X, 11 — Xn| stejné omezené s.j. a ¢as T je integrovatelny;
(F<e<oo: T>n=E"X,11—X,|<c sj) a ET <o, (11)

tj. pred uddlosti v ¢ase T jsou podminéné prirustky stejné omezené s.j. a ¢as T je integrovatelny. Pak
kazdd z podminek (9), (10) a (11) implikuje, Ze

Xrel, a EFsXp=Xs.
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Diikaz. Podminka (10) implikuje podminku (11), nebot 1ips,E7" | X, — Xy = EFrLips [ X1 —
Xn| < ¢s.j. Ovéiime, ze (9) i (11) implikuji (6) a diky vété 3.4 budeme s diukazem hotovi.
Piedpoklddejme, ze je splnéna podminka (9). Potom

/ | X | dP < P(T > n) — P(T = o00) =0.
[T>n]

n—oo

Integrovatelnost X plyne napiiklad z toho, Ze se jednd o limitu omezené posloupnosti Xra, (plati
| X7an| < ¢). Proto z Lebesgueovy véty o integrovatelné majoranté je

E|Xr| = lim E| X7, <c < oo.
n—oo

Nyni predpoklddejme, Ze je splnéna podminka (11). Polozme Y, = |X;| + Zz;ll | Xkt1 — Xg|. Pak
|Xn| <Y, proneNa

0 < |X7| < Y = X1+ Y [Xpt1 — XelLigsw s
k=1

Uvédomime-li si, Ze z podminky (11) plyne
E|Xks1 — X[ lrsn = E(E7* [ X1 — Xpl)Lipspy < P(T > k),

dostaneme

E|X7| <EYr <E[Xi|+ > E[Xir1 — Xillpsy S E[Xi|+¢) P(T > k) <E[X)| + cET < oo,
k=1 k=1

tedy X1 € Ly. Zaroven jsme ukézali i Y7 € Ly, coz ndm pomuze ukdzat druhou ¢dst podminky (6):

/ |Xn|d]P>§/ YndPg/ YrdP — 0.
[T>n] [T>n] [T>n] n—0oo

O

Pozndmka: Pro submartingal bychom mohli zformulovat podobné postacujici podminky zarucujici plat-
nost (7).
Pozndmka: V podmince (9) nemuzeme nahradit 7' > n za T > n (viz cviceni).

V aplikacich casto uvazujeme markovsky ¢as prvniho vystupu posloupnosti z néjaké omezené bore-
lovské mnoziny. Pak je podminka (9) automaticky splnéna.
Véta 3.7. (véta o probuzeni = optional sampling theorem)
(i) Necht X1, Xo,... je Fp-martingal a Ty < Ty < -+ < 00 8.4. jsou Fn-markovské casy. Pokud pro
kazdé k € N je
Xr, €Ly a lim | X | dP = 0,

n—oo [Tk>n]
potom (X1, Xr,,...) je Fr,-martingal.
(i1) Necht X1, Xs,... je Fp-submartingal a Ty < Ty < -+ < 00 8.5. jsou F-markovské casy. Pokud pro
kazdé k € N je
X7 €Ly a lim XFdP =0,

potom (X1, Xr,,...) je Fr,-submartingal.

Dukaz. Adaptovanost plyne z tvrzeni 2.4. Integrovatelnost se v piipadé (i) pfimo predpokladd a v piipadé
(ii) plyne z dukazu véty 3.4. Martingalovou resp. submartingalovou vlastnost ziskdme pouzitim véty 3.4
pro kazdé k£ € N. O
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Pozndmka: Podle tvrzeni 3.5 bychom mohli podminky ve znéni véty ekvivalentné piepsat pomoci stej-
nomérné integrovatelnosti zastavené posloupnosti (X1, an,n € N) resp. (X;fk s € N).

Zavaznou aplikaci poskytuje néasledujici véta.
Véta 3.8. Bud' S, =Y ,_, Xj ndhodnd prochdzka a T € Ly jeji markovsky cas. Pak
a) X, €Ly = Sr=3,_, Xy € Ly a ESp =ET-EX;,
b) X1 € Ly, EX; =0 a3c € (0,00) tak, Ze plati (T >n = |Sy| < ¢ s.5.) Vn € N, potom

var Sp = ESZ. = ET -EX{ = ET - var X;.

Diikaz.  a) Dle tvrzeni 2.18a) je Y,, = S,, — nEX; martingal. Déle je

E7 " |Ypi1 — Yol = B | X, — EX | = E[X; — EX;| = ¢ < oo,

kde F,, = o(S51,...,5,). Pro Y, je tedy splnéna podminka (11) ve vété 3.6 a odsud

EYr =EY; =0= E(Spr —TEX;) =0 = ES;y =ET - EXj;.

b) Dle tvrzeni 2.18b) je M,, = S2 — nEX? martingal. Opét ovéifme podminku (11):

EF" M1 — M, | = EF"(28, X, 41 + X2, — EX?|
<E72|8, || X1 | + B X2 + EXT = 2|5, |E[X1| + 2EXF.

Pak

Lrs BT M1 — My | < 2175 )| S [E[ X1 | 4+ 2EXT < 2¢E|X:| + 2EXT <00 s.j.

a podle véty 3.6 je
0=EM, = EMy = E(S2 - TEX?) = ES2 — ET -EXZ,

z ¢ehoz plyne ES2 = ET - EX?.

Pozndmka: Vztah Sp = Zle X}, plati pouze s.j. (na [T < 0]).

Poznamenejme, ze véta 3.8 ma ,primitivnéjsi verzi.

Tvrzeni 3.9. (Waldovy rovnosti) Necht Si,Sa,... je ndhodnd prochdzka a T € Ly jeji markovsky cas
nezdvisly s (S1,Se,...). Pak

a) Xiel, = EST:ET]EXl,
b) X1 € Ly, EX; =0 = var Sy = ES2 = ET - EX? = ET - var X;.

Diikaz. Oznaéme G, = F,, Vo(T). Pak T je G,-markovsky ¢as a Y,, = S,, —nEX; je G,-martingal (podle
tvrzenf 2.17). Dukaz ¢ésti a) pak probihd obdobné jako v dukazu ¢dsti a) véty 3.8. Také bychom mohli
postupovat pfimo rozepsinim a vyuzitim nezdvislosti (viz TP1).

Pro dukaz ¢asti b) lze pfimo ukdzat:

ES: =E> 1g_ySi =Y P(T' =kES; =EX] Y kP(T = k) =ET-EX}.
k=1 k=1 k=1

Nasledujici véta dava aplikaci pfedchozi zastavovaci teorie.

Véta 3.10. (bankrot je definitivni) Necht X1, Xs,... je mezdporny supermartingal. Uvazujme T =
min{n : X,, = 0}, pricemZ min ) = oco. Pak implikace (T < co = Xp1r =0 pro k € N) plati s.j.
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Diikaz. Je-li T = 0o s.j. neni co dokazovat. Necht P(7" < co) > 0 a polozme ng = min{n € N : P(T <
n) > 0}. Vezméme n > ng a k € N. Oznacme T,, = T An. Pak T,, <T,, + k < n+ k jsou markovské casy
a podle varianty véty 3.1 pro supermartingal mame

B X 1 < X1, S

Protoze [T’ < n] € Fr N F, = Fr, podle tvrzeni 2.4, plati

og/ Xﬂkdpz/ XTn+kd]P’§/ XT"dIP:/ X dP = 0.
[T<n] [T<n] [<n] [T<n]

Tedy Xriklir<n = 0 sj. Limitou pro n — oo ziskdme X7 rplir<o) = 0 s.j. Neboli existuje P-
nulovd mnozina Nj, takovd, ze X7 x(w)lir(w)<es] = 0 pro w ¢ Ni. Odtud plyne, ze posloupnost
(X741 (W) 7(w)<sc]s K € N) je rovna nulové posloupnosti pro w ¢ N = U2, Ni.. Piitom P(N) = 0. O

Aplikace predchozi teorie na diskrétni ndhodnou prochézku bude probréana na cviceni.

Definice 3.1. Rekneme, ze ndhodnd prochézka S, s krokem X, je netrividlni, jestlize P(X1 # 0) > 0.

e . . o g p ) - ( ; S
Ze cviceni vime, Ze netrividlni ndhodnd prochézka S,, ma jednu z nasledujicich vlastnosti: 1. S,, — oo,
n—oo

2. Sp Sy —o0, 3. limsup,, ,.. S, = oo a liminf, ;o S, = —oc s.j. Specidlné, je-li T# prvni vystup
n—oo

netrividlni ndhodné prochézky z omezené borelovské mnoziny B € B(R), pak T” < 00 s.j. Dokonce plati,
ze TP mé vsechny momenty kone¢né.

Véta 3.11. Necht TP = min{n : X,, ¢ B} je ¢as pruniho vijstupu netrividlni ndhodné prochdzky S,
z omezené borelovské mnoziny B € B(R). Pak E(T?)" < oo pro kazdé r € N.

Diikaz. Na cvicendi. O
S vyuzitim véty 3.11 dostdvdme pruhlednou verzi véty 3.8.

Véta 3.12. Necht S, je netrividlni ndhodnd prochdzka a T jeji pruni vystup z nékteré omezené borelovské
mnoziny. Pak

a) X, €Ly = Sp=51_, X € Ly a ESp = ET-EX,,
b) X € Ly, EX, =0 = Sy € Ly avar Sy = ES2 = ET - EX? = ET - var X.

Diikaz. Jednd se o dusledek véty 3.8, protoze T' je integrovatelny markovsky ¢as a plati ' > n = |S,| < ¢
S.j. O

Tvurcem martingalové teorie byl vyznamny americky matematik J. L. Doob (1910-2004). Zformulu-
jeme dvé maximalni nerovnosti, které nesou jeho jméno. Jesté diive ale dokazme jedno lemma.

Lemma 3.13. Necht X1, Xs,... je nezdporny submartingal. Oznacime-li M, =  max X pron € N,
=1,....,n

pak

P (M, >a) < cfl/ X, dP < o 'EX,,.
[ana]

Diikaz. Definujme Fj, = [X1 < a,...,Xp-1 < a, Xy >al € 0(X1,...,Xg), k=1,...,n. Potom

n

n n n
aP(ana):a]}D(U Fk>:aZ]P’(Fk)§Z/ Xkdpgz XndP:/ X, dP < EX,,.
k=1 k=1 k=1 Lk k=1" Lk [Mn>ad]

O

Véta 3.14. (prvd a druhd Doobova nerovnost) Bud X1, Xa, ... martingal nebo nezdporny submartingal.
Pak pron € N je
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.....

p » \?
E ( max |Xk|) < () E|X,[P, prop>1.
k=1,...,n p— 1

Diikaz. Volme pevné n € N. Zfejmé muzeme piedpokladat, ze X,, € L,, jinak je totiz prava strana
nekoneénd a nerovnosti plati trivialné. Je-li X7, X5,... martingal nebo nezaporny submartingal, pak
v obou piipadech je |X7|?, | X2|P,... nezdporny submartingal podle tvrzeni 2.19. Pouzitim lemmatu 3.13
pro tento submartingal dostdvdme prvni nerovnost.

Polozime Y = maxy—1 ., |Xk| a fixujeme p > 1. Pak

.....

EY? <> E[Xi[? < nE|X,|P < oc.
k=1

Ze vzorce pro vypocet sttedni hodnoty nezdporné nahodné veli¢iny integrovanim dopliikové distribuéni
funkce dostavame

EY? = / P(Y? > t)dt = / P(Y? > a?)pa?~ " da.
0 0

Pouzijeme-li lemma 3.13 pro |X1|,|Xz2|,... a Fubiniho vétu, z{skime odhad

EY? S/ pap_la_l/ | Xy|dPda = IE/ pap_2|Xn‘1[Y>a] da
0 [Y>a] 0 -

yr-1

p—1

Kdyby E|X,|P = 0, pak X,, = 0 s.,j. a také X, = 0 s,j. pro kazdé k = 1,...,n. Tudiz i Y = 0 sj.
a dokazovand nerovnost plati trividlné. Z Holderovy nerovnosti je

= p]E|Xn|

=L _gmix,[yr1.
p—1

p—1
P .

=

E[X,|[YP™! < (E|X,[")7 (EY?)

Dohromady tak mame
EBY?)'7 < T (B|X )7,
p—

coz je ekvivalentni zapis pozadované nerovnosti. O

Doobova nerovnost implikuje klasické nerovnosti pro nezavislé ndhodné velic¢iny.

Véta 3.15. (Kolmogorovova nerovnost) Necht X1, Xoa,... jsou nezdvislé centrované ndhodné veliciny
s konecénymi druhgmi momenty a S, = X7 +---+ X,,. Pak

.....

n
—2m @2 -2 2
P (kn%ax |Sk| > a) <a’ES}=a?) EX{, a>0.
k=1
Diikaz. Protoze S, je martingal, sta¢i aplikovat prvou Doobovu nerovnost pro p = 2. O

4 Konvergence submartingalt

Definice 4.1. Méjme redlnd éisla a < b a konecnou posloupnost y(™ = (y1,...,yn) redlnych cisel.
Oznacime pocet preskoki intervalu (a,b) smérem nahoru

yMh=card{(s,t) : 1 <s <t <, {yssr, o 91} € (a,0) C [ys,m]}
a analogicky pocet preskoku intervalu (a,b) smérem doli

y(n)\LZ: Card{(s7t) 1 S s<t S n, {ys+17 e 7yt71} g (avb) g [ytvys]}a
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pricemz pokldddme [c,d] = @) pro ¢ > d.
Pro nekone¢nou posloupnost y = (y1,y2,...) je

yth=lim y™1% a gli= lim 4]}
n— oo n— 00
Pozndmka: Ziejmé plati y10= (—y)| "¢ a yll —1 < y1< ylb +1. Kdyz X = (X3, X>,...) je ndhodnd
posloupnost, pak X1 je zobecnéna nahodnd velicina.
Tvrzeni 4.1. Bud X = (X1, Xa,...) ndhodnd posloupnost.
1) Rxistuje zobecnéna redlna ndhodnd velicina takova, zZe X, —> * pravé tehdy, kdyz <
)) Ezistuje zobecnénd redlnd ndhodnd velicina X* takovd, e X, ~X> X hdy, kdyz P(X10
n—oo
o0) =1 pro kazdé a,b € R:a < b.
(ii) Ezistuje redlnd ndhodnd velicina Y takovd, Ze X, n%o)oY pravé tehdy, kdyzP(sup, ey | Xn| < 00) =1
a P(X1t < 00) =1 pro kazdé a,b € R : a < b.

Diikaz. Obé implikace zleva doprava jsou ziejmé.
Piedpokladejme, ze P(X1% < o0) = 1, a uvazujme zobecnéné realné ndhodné veliciny

X*=limsupX,, a X,=IliminfX,.

n—00 n—co
Potom
P(X. <X )< > PX.<a<b<X" )< > PXth=00)=0,
a,beQ:a <b a,beQ:a <b
a proto X, Sy e
n—oo

Pokud navic pfedpokldddme, Ze sup,,cy | Xn| < 00 s.j., pak | X*| < sup, ey | Xn| < 00 s.j. a muzeme

VthYZX*l[‘X*|<OO]. 0

Véta 4.2. (Doobova nerovnost pro pocet preskoki) Necht (X,) je Fy-submartingal. Oznacme X =
(X1,...,Xn). Pak pro libovolné n € N a a,b € R takovd, Ze a < b, plati

(Xp—a)t —E(X; —a)" < E(X, —a)™

E
EX (M1t <
Tas b—a - b—a

Diikaz. Uvazujme posloupnost Z, = (X,, — a)™. Podle tvrzeni 2.19 to je F,-submartingal. Definujme
Fn-markovské ¢asy 7o = 1, v; = min{k > 75_1 : Zy, =0} An, 7; = min{k > v; : Z > b—a} An. Podle
definice je 19 < v1 <71 < vy < ---. Pfitom pokud v; < n, pak v; < 7. Podobné pokud 7; < n, potom
Tj < Vjy1. Musi tedy existovat m € N takové, ze 7, = v, = n. Mizeme proto psat
m m m
Zn—21=3 (Zy, = Zr, )+ Y (Ze, = 20,) 2> (Zy, = Zry ) + (b—a) 2157,
=1 '

Jj=1 J=1

kde Z(™ = (Z1,...,%Zy,). Podle véty 3.1 pro omezené Casy 7j_1 < v; je EZ,, > EZ;,_, pro libovolné j,
a tak aplikovanim stfedni hodnoty dostdvame nerovnost

E(Zn — Z1) > (b— a)EZ™M1b=
Vyuzijeme-li jesté definici posloupnosti (Z,,) mame
E(X, —a)t —EX; —a)t > (b — a)EX M1,
nebot Z(Mp)~0= x (M4, O
Pozndmka: Pro F,-supermartingal (X,,) plati

E(b - Xa)* —E(b— X)* _E(b— X.)*

EX™|b<
= b—a - b—a '’

jak plyne ze vztahu y(")1t= (—y)(")ifg.
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Véta 4.3. (Doobova véta o konvergenci submartingalu) Necht (X,,) je F-submartingal, ktery spliiuge
SUp,,eN EX;F < co. Pak existuje ndhodnd veli¢ina X, € Ly takovd, Ze X, n%zo Xoo a plati

EXT <liminfEX," <supEX, < oo

n—oo neN
EX <liminfEX < supEX,'f —EX; < o0.
n—oo neN

Diikaz. Pro a < b je X1% limitou neklesajicf nezdporné posloupnosti X (™12 kde X = (X,..., X,,),
proto pouzitim Léviho véty o monoténni konvergenci a véty 4.2 dostaneme

_ +
EX1Y = lim EX12< liminf E(Xn —a)”
n—oo

n—o00 b—a

+ 1 g- EXF +a-
< lim inf Xn +a < SUPpen B2y + @ < 0.
n—oo b —a b —a

. . . . s . oo - S.j. P .
Podle tvrzeni 4.1 existuje zobecnéna ndhodna velicina X, takova, ze X,, — X. Kladna i zaporna
n—oo

Eést jsou spojité funkce, a proto také plati X;F =% X+ a X 2% X . 7 Fatouova lemmatu pak mame
n— oo n— o0

EX] = Eliminf X, <liminfEX;" <supEX;" < o0

EX_ = Eliminf X, <liminf(EX;" — EX,,) <supEX, — EX; < c0.
n—00 n— 00 neN

Vyuzili jsme toho, ze ze submartingalové vlastnosti plyne EX,, > EX; pro kazdé n € N. Dohromady
ElXo| =EXE +EX < oo. O

Pozndmka: Podobné plati, ze JF,-supermartingal spliujici sup,.yEX,, < oo a F,-martingal spliiujici
sup, ey E|Xp| < 0o maji integrovatelnou s.j.-limitu. Verzi pro supermartingal obdrzime pfechodem k po-
sloupnosti —X,, a verzi pro martingal zkombinovanim vét pro supermartingal a submartingal. Jako
specialni ptipady dostdvame nasledujici tvrzeni.

1. Shora omezeny submartingal ma integrovatelnou s.j.-limitu.
2. Zdola omezeny supermartingal (spec. nezdporny supermartingal) mé integrovatelnou s.j.-limitu.
3. Zdola nebo shora omezeny martingal ma integrovatelnou s.j.-limitu.

Disledek 4.4. Necht (X,,) je posloupnost nezdvislijch ndhodnijch veliéin takovd, 2e EX,, =0 a

n

sup E < 00.

neN

X
1

k—
Potom Y2 | Xy, je scitatelnd s.j. a Y po ) Xk € L.

Diikaz. Definujme S,, = > ;_, Xi, n € N. Vime, ze (S,,) je martingal a pfedpokldddme, ze sup,,cy E|S,| <
00, takze staci pouzit vétu 4.3. O

Pozndmka: Piipomenme, ze na TP1 bylo dokézano, ze 270:;1 var X,, < oo je postacujici podminka pro
stitatelnost Y~ (X, — EX,,) s.j., v pravdépodobnosti i v L. V tomto piipadé méme zlepseni této véty
pro scitatelnost s.j. Z podminky > 7, var X,, < oo plyne sup, oy E|[S,| < oo, protoze

n o0
E|S,| < VES2 = Zvaer < Zvaer.
k=1 k=1
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Definice 4.2. Necht (..., X _5, X 1) je ndhodnd posloupnost indexovand zdpornymi celymi ¢isly a - - - C
F_o C F_1 je neklesajici posloupnost o-algeber (filtrace). Predpoklddejme, ze X_,, € L; pro kazdé n € N
ao(...,X_ n_1,X_,) C F_,. Rekneme, Ze posloupnost (X_,,) je F_,-martingal, jestlize

E[X_n | .7'-_(”+1)] = X—(n-‘,—l) s.j. pro kazdé n € N.

Pokud F_, = o(...,X_n-1,X_,), mluvime prosté o martingalu, ptipadné kdyz chceme zduraznit
zaporny Cas, tak o zpétném martingalu. Analogicky definujeme F_,, -submartingal a F_,-supermartingal.

Budeme znagit F_oo = NS F_p,.

Véta 4.5. (o konvergenci stejnomérné integrovatelného (sub)martingalu)

a) Bud (X,) stejnomérné integrovatelnyj JF,,-submartingal (resp. Fpn-martingal), pak existuje ndhodnd
velicina Xoo € Ly takovd, ze X, -5 Xoo a X, N Xoo. Navic plati B[ X | Fn] = X, (resp.
n—oo n—oo
E[Xo | Fn] = X1) s.j. pro kazdé n € N.

b) Bud (X,) stejnomérné integrovatelny F_,-submartingal (resp. F_,-martingal), potom ezistuje

ndhodnd veli¢ina X_o, € Ly takovd, Ze X_, LN X o aX_, EZN X_o0o. Navic plati E[X_,, |

n—oo n— oo

Fooo) 2 X oo (resp. B[ X_p | Fooo]l = X—o0) 8.J. pro kazdé n € N.

Dukaz.  a) Z predpokladu stejnomérné integrovatelnosti mame stejné omezené momenty a tim i splnén
piedpoklad pro pouziti Doobovy véty o konvergenci submartingalu (véta 4.3): sup,, oy EX;F <

sup, ey E|Xp| < 0o. Tudiz existuje ndhodna veli¢ina X, € L; takova, ze X, n%; X+ . Konvergenci

v Ly dostaneme z predpokladu stejnomérné integrovatelnosti. Pro pevna prirozena cisla n < m je
X, < E[X,, | Fn] 8.j. Ze spojitosti podminéné stfedni hodnoty v L; (tvrzeni 2.16a) jde prava strana
k E[Xo | Fn] pro m — oco. Konvergence v Ly implikuje konvergenci v pravdépodobnosti, ktera
implikuje existenci vybrané podposloupnosti konvergentni s.j. Pro tuto vybranou podposloupnost
my, je splnéna nerovnost X,, < E[X,,, | Fn] s.j., kterd se tak zachovévd pfechodem k limité. Musi
tedy platit X,, < E[Xs | Fn] 8.j.

b) Analogie véty 4.3 pro F_,-submartingal a stejnomérnd integrovatelnost zarucuji existenci ndhodné

veliciny X_,, € Ly takové, ze X_,, 2 X o oa X, LN X_ . Potom ze spojitosti podminéné

n—oo n—oo
stfedni hodnoty v Ly (tvrzeni 2.16a) je E[X_,, | F_c] L, EX_ o | Foxo] = X_c. Ze vztahu
m—0o0

X_m <E[X_, | F_u] s.j. pro m > n ziskdme podminénim o-algebrou F_ vztah E[X_,, | F_oo] <
E[X_, | F_x] s.j. Leva strana jde pro m — oo v L1 k X_., a nerovnost se pfechodem k limité
zachova.

O

Dusledek 4.6. Je-li (X,,) je Fn-adaptovand posloupnost, potom je (X,) stejnomérné integrovatelny
Fn-martingal prdvé tehdy, kdyz existuje Xo € L1 tak, Ze X, = E[X o | Fnl ..

Diikaz. Implikace zleva doprava plyne z véty 4.5. Naopak posloupnost dand predpisem X,, = E[X | F,]
je Fp-martingal (viz cviceni) a stejnomérnd integrovatelnost plyne z tvrzenf 2.16¢). O

Nyni si uvédomme spojitost podminéné stiedni hodnoty v podmince.

Tvrzeni 4.7. Bud Y €¢ Ly a --- C F_ 9 C F_1 C F, F1 C Fp C --- C F neklesajici posloupnosti
o-algeber. Potom

a) ElY | Fo] — ElY | Fol s.4. i v Ly,
b) BIY | Fon] — EIY | o] 5. i v L.

Dikaz.  a) Vime, ze Y,, = E[Y | F,,] je stejnomérné integrovatelny F,-martingal (dusledek 4.6). Podle
véty 4.5 existuje Yoo € Ly tak, ze Y, — Yoo sj. i v Ly a ¥, = E[Ys | Fa] s.j. Ukdzeme, Ze
n—oo

E[Y | Fo] = Y 8.j. Pro F € F, je

/Yd}p:/ynd]p:/yoodpz/limsupE[Y\}'n]dIP’.
F r F F n—oo
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Prvni rovnost plyne z toho, ze Y, = E[Y | F,,]; drubd z toho, ze Y;, = E[Y | F,] s8.j. a tfet{ z toho,
ze Yoo =limsup,,_, o E[Y | F,,] s.j. Mdme ovéfeny vztah

/YdP:/limsupE[Y|]:n]dIP’
F F

n—oo

pro libovolné F € U2 | F,, kde U2 | F,, je algebra, kterd generuje Foo. Navic limsup,,_, ., E[Y | F,,]
je Foo-méfitelnd, a tak E[Y | Foo] = limsup,, , . E[Y | Fu] s.j.

b) Nahodnd posloupnost Y_,, = E[Y | F_,] je stejnomérné integrovatelny martingal (cviceni). Podle
véty 4.5 existuje ndhodnd velicinaY_ o, € Ly tak, ze Y_,, — Y_osj.iviiaY_ o =E[Y_, | F_&]
n— oo
s.j. Pak pro libovolné F' € F_ je

/Y_de:/Y_,LdP:/Yd]P’,
F P F

atedy Y_oo = E[Y | F_s] 8.
O

Véta 4.8. (o explozi submartingalu) Necht (X,,) je submartingal. Pro k € N oznacme Yy, = Xj41 — X.
Pokud (sup,, ¢y Y,)" € Ly, potom existuje redlnd ndhodnd velicina X o takovd, Fe X, (w) — Xoo (w) pro
n—r oo

s.0. w € Q s vlastnost] sup,, ey Xn(w) < co.

Diikaz. Pro k € N ozna¢me markovsky ¢as 7, = min{n € N: X,, > k}. Fixujme pevné k € N. Pak podle
véty o zastaveni (dusledek 3.2) je X, A, submartingal. Rozlisime nésledujici tii ptipady:

1. 7, =1= Xunr, = X1,
22 1< <n= Xpny, =Xr, = X5, 1+ Y 1 <k +sup,ey Ya,
3. >n = Xpar = X, <k.

Dohromady tak mame

+
X,;"Mk_ < Xfr—i—k + (squn> € Ly,
neN

a tudiz sup,y IEX;[/\T,C < oo. Podle Doobovy véty o konvergenci submartingalu (véta 4.3) existuje

nédhodnd velicina X *) € L; takové, ze X,ar, =y x () pak pro Ay = [ = 00| = [sup,,ey Xn < k] plati
n—roo

Xnla, = Xoar1a, nT]Jo X®1,,.

Jevy Ay tvorl neklesajici posloupnost a jejich limitou pro k — oo je A = [sup,ey Xn < o0]. Déle je
XW1,, 2 XW1,, prol > k. Polozimeli Xoo = XMW1y, + X104, + -+, pak X, 14 -5 Xoo. O
n—oo

5 Limitni véty pro martingalové diference

Definice 5.1. Necht (M,,) je martingal. Polozme My = EM; a definujme D,, = M,, — M,,_; pron € N.
Pak (D,,) nazyvdme posloupnosti martingalovych diferenci martingalu (M,,). Je-li (M,,) F,-martingal,
mluvime o F,-martingalovijch diferencich.

Pozndmka: Ekvivalentné bychom mohli F,,-martingalové diference definovat jako posloupnost splnujici
E(D,, | Fn—1) =0 pro n € N, pficemz pokldaddme Foy = {0, Q}.

Véta 5.1. (scitatelnost martingalovijch diferenci) Necht (D,,) jsou martingalové diference martingalu

M,, € Ly. Pokud Y | var D,, < oo, pak fada Y .-, Dy, je s¢itatelnd s.j. i v Lo, tj. martingal M, —EM;
konverguje s.j. i v Lo.
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Diikaz. Podle tvrzeni 2.21 jsou D, nekorelované. Piipomenme, ze z TP1 vime, Ze pro centrované ne-
korelované ndhodné veli¢iny je séitatelnost v Lo ekvivalentni s konecnosti souctu jejich rozptylu. Pro
scitatelnost s.j. ovérime predpoklad véty 4.3:

E|M, —EM;| < \/E(M, — EM;)? =

= zn:ED% = zn:vaer < ivaer < 00,
k=1 k=1

k=1
a tak sup, oy E|M,, — EM;| < oco. O

Véta 5.2. (silng zdkon velkijch éisel pro martingalové diference) Necht (D,,) jsou martingalové diference
martingalu M,, € Ly a 0 < b, / oo je posloupnost redlnych cisel. Jestlize > - 2var D,, < co, potom

nln

1 & M, —EM
=3 " Dp="""—"""1—0 sjivLy.
by, n— o0
Diikaz. Posloupnost (D—:) rovnéz tvoii martingalové diference a splnuje predpoklad véty 5.1. Tudiz fada

S by tD, je scitatelnd s.j. Abychom ukdzali konvergenc1 s.j., stac¢i nyni vyuzit Kroneckerovo lemma,

n=1"n
které iika, ze je-li Zn 1an < 00 al <b, /oo, pak Zk:l arby — 0. I pro konvergenci v Lo
bn . n—00

pouzijeme Kroneckerova lemma, ze kterého plyne
o) Zvar Dy, —> 0,

a tak

O

Véta 5.3. (centrdlnd limitni véta pro martingalové diference) Necht (D) jsou martingalové diference
Fn-martingalu (M,,). Predpoklddejme, Ze pro kazdé n € N plati E(D2 | Fn1) =1 a E(|Dy|? | Fue1) <
K < oo, pricemZ pokldddme Fo = {0,Q}. Potom

ZDk = — (M, —EM;) -% N(0,1).

n—oo

Drikaz. Definujme
D
onk(t) =E (exp {it\/g} ‘fk_l) , k=1,...,n,neN.
7 Taylorova rozvoje mame

.. Dy Dy, 1f2D,2C .3 Ai
exp{lt\/ﬁ} = 1+ltﬁ_ o — 1 G327’

kde Ay je ndhodné veli¢ina spliiujici 0 < Ay < Dy. Aplikovéani podminéné stiedni hodnoty na obé strany
nam da

it 12 it3
@n,k()—lJFf (Dk|fk 1)*%E(Di‘}-k—l) 6n 3/2 (Ak“/—:k 1)

coz vzhledem k nasim predpokladim muzeme zjednodusit na

t2 it3
@n,k(t)zl_% 6n 3/2 (Ak|‘Fk 1)
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Prop=1,...,n mame

Eexp {it]\\/{%} —E [exp {ithl } exp {it\%” E |:exp { M\;ﬁl } E (exp {it\[/)%} ‘fp_lﬂ

<o {7 o] <2 { SR} (- - aimmet i 20)|

3

a proto

. M t2 . M —1 1t3 . M —1 3
Eexp {lt\/?pl} — (1 — 2n> Eexp {lt \;ﬁ } = 7WE {exp {lt\;ﬁ} ]E(Ap | Fp—l):| .

Pouzijeme-li nyni pfedpoklad omezenosti podminénych absolutnich tietich momenta a faktu |A,| < |D,|,

dostaneme ) | |3
., M t .M, t
p L _ p
‘Eexp{lt\/ﬁ} (1 2n>EeXp {115 n H <K 632" (12)

Zvolme pevné t € R. Pro dostateéné velké n (a sice n > #2/2) je 0 < 1 — % <1, a tak levou stranu (12)

’ z 2 nip ~ v vy~ ~ 7 7
vynéasobenim ( — ;—n) urc¢ité nezvétsime. Obdrzime tim

t2 n—p M t2 n—p+1 M 4 |t|3
1—— E it—2 5% — (1— — E it—2— V| < K .
[ e R G I S
Aplikujeme-li nyni na identitu
M, —EM,; 2\"
E t—— 5 — (1 — —
ol T = (- 5)
EM,; | 2\"? M, 2\ M,
=exp4 —it ! Z 1-—— Eexpit—2p — (1 - — Eexp jp—2=t
Vn / 2n Vn 2n Vn

p=

trojihelnikovou nerovnost, dostaneme (pro n > t2/2)

M, —EM 2\"
Eexp e U
Vvn 2n
n
Protoze pravé strana jde k nule a (1 — %) jde k e=t’/2 pro n — oo, mame

lim E _tMn—]EMl B 12
Jim Eexp i T = exp 5 (-

Ukéazali jsme konvergenci ptislusnych charakteristickych funkci k charakteristické funkci normovaného
normalniho rozdéleni, ¢imz je dokdzana pozadovana konvergence k distribuci. O

L

<nK g
=% Gz 6/

Na z4vér jesté bez ditkazu uved'me zobecnéni Fellerovy-Lindebergovy centraln{ limitn{ véty pro troj-
thelnikové schéma martingalovych diferenci.

Véta 5.4. (Brownova centrdlni limitni véta pro martingalové diference) Necht pro kazdé n € N je ddno
k, € N, o-algebry Fo,, = {0,Q} € F1,, € Fon C -+ C Fipn @ (Fion, k = 1,..., ky)-martingalové
diference D1 ..., Dy, n Predpoklddejme, Ze

(i) je splnéna podminénd Fellerova-Lindebergova podminka

kn
Z]E Dkn (| Dk n|>€] \]:k 1n) —> 0 pro kazdé € > 0,
k=1

3y ko, P
(i) >y E(Dlzcn | Fk—1,n) e L.
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Potom

krn
> Dy~ N(0,1)
—00
k=1
Uvédomme si, Ze véta 5.3 je specidlnim piipadem véty 5.4. Staci uvazovat Dy, ,, = %, k=1,...,k, =

n. Podminénd Fellerova-Lindebergova podminka plyne z predpokladu na omezenost podminénych tretich
momentu.
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