Cviceni STP005 — domaci tlohy

Budeme uvazovat bodové procesy s hustotou p vzhledem k rozdéleni Poissonova procesu s jednotkovou
intenzitou na omezené mnoziné B € BE.

1. Homogenni bodové procesy s parovymi interakcemi

Pfipomerime, ze homogenni bodové procesy s parovymi interakcemi maji hustotu tvaru

p(e) =ap?® T 0(lz -yl

{z,y}Ce

kde 3> 0,0 :(0,00) — RT a a je normujici konstanta.
Ve statistické fyzice se 6 oznacuje jako potencidl (potential). Uréuje silu interakei mezi body. Hodnoty
f mensi nez 1 znamenaji odpudivé interakce mezi body v dané vzdalenosti, zatimco hodnoty vétsi nez
1 odpovidaji ptitazlivym interakcim. Proces nazveme odpudivy (repulsive), jestlize 8(r) < 1 pro vSechna
r > 0. Pokud 0(r) > 1, mluvime o pritazlivém (attractive) procesu. Definujeme rozsah interakei (range
of interaction) jako
R=inf{r >0:0(s) =1pros>r}.

Riizné volby funkce 6 vedou na riizné modely s parovymi interakcemi. Trividln{ volba 6(r) = 1 pro
kazdé r > 0 odpovida homogennimu Poissonovu procesu s intenzitou (3, rozsah interakci je pak R = 0.
Jedné se o proces, ktery je zaroven odpudivy i pfitazlivy. Nejjednodussi netrivialni proces s parovymi
interakcemi je Straussiv proces (Strauss process):

O(r) =~lr=rl 0<y <1, R>0,
pfitom pokladame 0° = 1.

la. Procesy s pevnym jadrem
. Pokud 6(r) = 0 pro r < h, dostdvime proces s pevnym jadrem h > 0. Pfedpoklddejme navic, Zze 6
je omezena. Ukazte, Ze pak je p integrovatelna vzhledem k rozdéleni Poissonova procesu s jednotkovou
intenzitou na omezené mnoziné B.

Ndvod: Podminka na pevné jadro implikuje existenci konstanty ng takové, ze p(¢) = 0 pro ¢(B) > ng.

. Piikladem procesu s pevnym jadrem je Straussiv proces s pevngm jadrem (Strauss hard-core process),
jehoz potencial ma tvar

0 pror <h,
9(7‘):{7 proh <r <R,
1 jinak.

Z predchozi tlohy plyne, Ze proces je dobfe definovan pro v > 0 a R > h > 0. Jde o proces s pevnym
jddrem h a rozsahem interakci R (pokud 7y # 1). Vygenerujte realizace Straussova procesu s pevnym
jadrem pro nékolik rtznych voleb parametra 3, h, R a . Pro kazdou realizaci odhadnéte parovou kore-
la¢ni funkci a Clarkiav-Evanstuv index. Prokazuji odhady téchto charakteristik odchylky od Poissonova
procesu?

Ndvod: Pro simulovani pouzijte funkci rmh s volbou straush.

. Zobecnénim Straussova procesu s pevnym jadrem je bodovy proces s po cdstech konstatnimi interak-
cemi (piecewise constant pairwise interaction point process) nebo také viceméritkovy proces (multiscale
process), ktery je definovan pomoci

o(r) =7%lRr,_,<r<Rr)y 1= 1,...,k+1,
kde = 0,% >0, =2,k %1 =1, 0= Ry < Ry < ... Ry < Risy = 00, k € N. Pevné jidro je
R1 a rozsah interakci je Rj. Nasimulujte realizaci tohoto procesu pro £ = 4 a vami zvolené parametry

Yis Ri-
Ndvod: Pro simulovani pouzijte funkci rmh s volbou lookup.
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. Uvazujte viceméritkovy proces s pevnymi parametry R;, i = 1,...,5 a neznamymi parametry 8 a y;, i =
2,3, 4. Na zakladé realizace procesu z predchozi tlohy naleznéte odhad parametri tohoto parametrického
modelu. Porovnejte je se skuteénymi hodnotami parametri. Jak by vypadal odhad parametri v pfipadé,
kdy zvoleny parametricky model je Strausstiv proces s pevnym jadrem R; a rozsahem interakci R4?
Ndvod: PouZzijte funkci ppm s volbou PairPiece nebo StraussHard.

1b. Diggleuv-Grattonuv proces
. Ukazte, ze pro kazdy odpudivy proces je hustota stabilni ve smyslu Ruelleho, a tudiz integrovatelna.
. Definujme proces s linedrné se meénicimi interakcemi pomoci

R, <R,
o) = {1/ TSR

kde R > 0 je rozsah interakci. Zatimco ve Straussoveé procesu je 6 po ¢astech konstantni, zde je 6 linearni.
Vygenerujte realizaci tohoto procesu (pro vami zvolené parametry) a odhadnéte parovou korelaéni funkci.
Ndvod: Pro simulovani pouzijte funkci rmh s volbou diggra (viz nasledujici uloha).

. Zobecnénim procesu z minulé tlohy je Diggletdiv-Grattoniv proces dany potencidlem

0 pror <6,
0(r) = (;;‘j;) prod <r <R,
1 pror > R.

Parametry modelu jsou 0 < 6 < Ra k > 0. Pro k = 1, 6 = 0 skuteéné dostdvame proces s linedrné
se meénicimi interakcemi. Jde o odpudivy proces, ¢imz je zarucena integrovatelnost. Sila odpudivych
interakci roste s rostoucim k. Pro kK = 0 mame proces s pevnym jadrem §, pro K = oo jde o proces
s pevnym jadrem R. Vygenerujte realizace Diggleova-Grattonova procesu pro nékolik raznych voleb
parametru 3, §, R a x. Pro kazdou volbu vykreslete i prubéh funkce 6.

Ndvod: Pro simulovani pouzijte funkci rmh s volbou diggra.

. Uvazujte Diggletv-Grattoniv proces s pevnymi parametry J a R a nezndmymi parametry 5 a x. Na
zékladé nékteré realizace procesu z predchozi tlohy naleznéte odhad parametri tohoto parametrického
modelu. Porovnejte je se skuteénymi hodnotami parametra 3 a k.

Ndvod: Pouzijte funkci ppm s volbou DiggleGratton.

1lc. Dva priklady odpudivych procesu s koneénym rozsahem interakci
. Ukazte, Ze pro kazdy odpudivy proces je hustota stabilni ve smyslu Ruelleho, a tudiz integrovatelna.

. Definujme Diggletiv-Gatestuv-Stibbardove proces pomoci potencidlu

2 T
o(r) = sin” 75, 7 <R,
1, > R.

Je to priklad odpudivého procesu s rozsahem interakci R > 0. Vygenerujte realizaci tohoto procesu,
vykreslete funkci 6 a odhadnéte parovou korelacni funkci. Volte rtiznd R a pro kazdé provedte vice
simulaci procesu. Z kazdé simulace spoc¢téte odhad Clarkova-Evansova indexu. Vykreslete graf zavislosti
priméru odhadnutych indext na volbé R. D& se ocekévat, ze pro malad R bude proces blizko Poissonovu
procesu, zatimco pro vét§i R bude vyssi vliv odpudivych interakei (Clarktiv-Evanstv index by mél byt
vétsi nez 1).

Ndvod: Pro simulovani pouzijte funkci rmh s volbou dgs.

. Proces prekrijvagicich se ploch (overlap area process) je ddn potencidlem
0(r) = ([ — y]) = 12 R/,
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kde 0 < v <1 a R > 0. Tento proces je motivovan piedstavou, ze body procesu jsou stiedy kulovych
oblasti (zény vlivu) o praméru R. Interakce jsou odpudivé (v < 1) a jejich velikost zavisi na mife priiniku
téchto zdén vlivu. Rozsah interakci je R (pokud v < 1). Pro v = 1 jde o Poissontv proces. Pro v = 0
dostévédme proces s pevnym jadrem R (podle imluvy je 0° = 1). Vyjadiete |b(z, R/2) N b(y, R/2)| jako
funkci R a r = ||z — y|| v rovinném p¥ipadé d = 2.

1d. Procesy s nekoneénym rozsahem interakci
. Ukazte, Ze pro kazdy odpudivy proces je hustota stabilni ve smyslu Ruelleho, a tudiz integrovatelna.

. Definujeme proces s mékkym jddrem (soft-core process) vztahem pro potencidl:

0(r) = exp {— (%)%} ;

kde ¢ > 0 a K > 0. Jde o pfiklad procesu s nekonecnym rozsahem interakci. Pfislusna hustota je
integrovatelnd, protoze proces mé odpudivé interakce. Ty jsou silnéjsi pro vét$i hodnoty o (pro o = 0
jde o Poissontiv proces). Vétsi hodnoty x znamenaji slabsi interakce, limitni pfipad k — 0 odpovidd
procesu s pevnym jadrem o. Vygenerujte realizace procesu s mékkym jadrem pro nékolik riznych voleb
parametru (3, o, a k. Vykreslete pribéh funkce 6.

Ndvod: Pro simulovani pouzijte funkci rmh s volbou sftcr.

. Definujeme Lennard-Jonestv proces pomoci

o(r) —exp{T (%)6— (%)12} >0, 0> 0.

Pro 7 = 0 jde o odpudivy proces, je to specidlni pfipad procesu s mékkym jadrem s x = 1/6. Opét
se jedna o priklad procesu s nekonecénym rozsahem interakci. Ukazte, Ze pro 7 > 0 ma tento proces
odpudivé interakce pro r < ry a pritazlivé interakce pro r > ry a urcete rg. Parametr 7 urcuje silu
pritazlivych interakci a parametr o kontroluje hodnotu, ve které dochézi k prechodu mezi odpudivymi
a pritazlivymi interakcemi. Urcete vzdalenost r, pro kterou je dosazena nejvétsi hodnota pritazlivych
interakci, a naleznéte maximéalni hodnotu funkce 6. Da se ukazat, ze hustota procesu je stabilni ve
smyslu Ruelleho. Dokazte, ze vSak neni lokalné stabilni pro 7 > 0.

. Povazujte jednu nasimulovanou realizaci procesu s mékkym jadrem za pozorovana data, ktera chcete
modelovat Lennard-Jonesovym procesem. Odhadnéte parametry 3, 7 a ¢ v tomto modelu. Poté zkuste
modelovat data procesem s mékkym jadrem s predem specifikovanym parametrem x. Odhadnéte para-
metry 0 a ¢ v tomto modelu.

Ndvod: PouZijte funkci ppm s volbou LennardJones nebo Softcore.

2. Straussuv proces s pevanym poc¢tem bodu

Necht @ je Strausstv proces a n € N je pevné. Rozdéleni ® za podminky ®(B) = n je ddno hustotou
Palp) = aB™y°m) o e Ny : o(B) =n,

kde Sgr(p) = Z{m yiCo Lla—y|<r)- VSimnéte si, ze ¢len (™ lze zahrnout do normujici konstanty. Tvar
hustoty tudiz nezavisi na volbé 3.

. Ukazte, Ze p,, je integrovatelnd pro vSechna v > 0.
. Vygenerujte realizace Straussova procesu s pevinym poc¢tem bodt pro nékolik riiznych voleb parametrt
v a R. Pro v < 1 by se mély projevovat odpudivé interakce, zatimco pro v > 1 se objevuji piitazlivé

interakce. V pfipadé v = 1 dostdvame binomicky proces o n bodech.

. Z realizace procesu odhadnéte kontaktni distribuéni funkci (ozna¢me tento odhad ﬁ'(r)) a spoctéte inte-
gralni odchylku od kontaktni distribu¢ni funkce F'(r) Poissonova procesu:

A= [1FG) = Flan
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kde s je maximalni r, pro které jste obdrzeli odhad kontaktni distribu¢ni funkce. Toto provedte pro rizné
volby parametrii. Pro které parametry se bude proces malo lisit od Poissonova procesu a kdy naopak
hodné?

3. Saturacéni Geyeruv proces

Saturacni Geyeridv model (saturation process) je modifikaci Straussova procesu. Je definovan v roviné (tj.
d=2). Necht R>0,c> 0,8 >0av > 0 jsou dané parametry. Oznac¢me m,(¢) = Zyeap\{z} 1{jz—y|<R]
at(p) = ,c, min(mz(p), ¢). Definujeme hustotu

p(e) = af? P,

. Ovéite, ze p je markovskd vzhledem k relaci 2R-sousedstvi a lokdlné stabilni (a tudiz integrovatelna).
Ndvod: Potfebujeme omezit vyraz t(¢ U {z}) — t(¢) néjakou konstantou. Z definice zjistime

tp U {a}) — t(p) = min(my (o U {2}),¢) + Y [min(Lj,—y)<r) + my(0), ) — min(my(¢),c)] -

Kruh o poloméru R a stfedu z rozdélime na 6 shodnych kruhovych vyseéi. Bod y € ¢ splitujici my(p) < ¢
a ||z —y|| < R lezi v jedné z téchto vysedi. VSechny body procesu v této vyseci jsou od sebe vzdalené
nejvyse o R, proto je jich méné nez m,(p)+1 < c+1. Odtud odvodte odhad t(eU{x})—t(p) < c+6(c+1).

. Limitni pfipad ¢ = oo vede na Strauss@iv proces s parametry 3, v2 a R. Pro ¢ = 0 jde o Poissontiv proces
s intenzitou 3. Pro v > 1 dostavame model shlukovani bodd, pro v < 1 se body odpuzuji. Pfipad v =1
odpovida Poissonovu procesu (plnd nezévislost). Vyberte rizné volby parametrii 3, v a R a nasimulujte
pro né realizace satura¢niho procesu.

Ndvod: Proces generujte pomoci volby modelu geyer ve funkci rmh.

. Pro nékterou realizaci z predchozi tlohy odhadnéte parametry 3 a v za predpokladu, Ze parametr R je
znamy. Porovnejte odhadnuté parametry se skutecnymi.
Ndvod: PouZijte funkci ppm s volbou Geyer.

4. Bodovy proces objemovych interakci

Bodovy proces s hustotou
p(p) = ap? Py~ 10enl,

kde Upr = U,e,0(2,R) a 8 > 0, R > 0, v > 0, se nazyva proces objemouvych interakci nebo také
Widomaiv-Rowlinsoniv proces. V.d = 2 se mluvi o procesu plosngch interakci (area-interaction point
process).

. Vyjadrete Papangelouovu podminénou intenzitu a ukazte, ze je omezend, tj. hustota je lokalné stabilni,
a proto integrovatelna.

. Ukazte, Ze se jednd o markovsky proces vzhledem k relaci 2 R-sousedstvi.

. Urcete interakéni funkci z Hammersleyho-Cliffordovy-Ripleyho-Kellyho véty.
Ndvod: Vyraz |U, g| lze rozepsat pomoci principu inkluze a exkluze tak, ze zavisi na Lebesgueovych
mirach prinikd kone¢ného poctu kouli.

. Vygenerujte realizace procesu plosnych interakci pro nékolik rtiznych voleb parametrt 3, v a R. Pro
v < 1 by se méla projevovat regularita (hustota p(y) je velkd pro velké hodnoty |U, g|), zatimco pro
v > 1 by mélo dochézet ke shlukovani bod. Pro v = 1 se dostéva Poissontiv bodovy proces na B s
intenzitou 3.

Ndvod: Pro simulovani pouzijte funkci rmh s volbou areaint.

. Pro nékterou realizaci z predchozi tlohy odhadnéte parametry 8 a v za predpokladu, Ze parametr R je
znamy. Porovnejte odhadnuté parametry se skute¢nymi.
Ndvod: Pouzijte funkci ppm s volbou Arealnter.



