Ulohy ke cvi¢eni STP005 — bodové procesy

. Dokazte vétu 1 z prednasky: ® je bodovy proces pravé tehdy, kdyz ®(B) je ndhodnd veli¢ina pro kazdé
B e Bg.

. Necht {B,,, B,, € B¢} je neklesajici posloupnost (B,, C B,41) takova, Ze U, B, = R%. Uvazujme po-
sloupnost binomickych bodovych procest ®( na B, a predpokladejme, 7e existuje 0 < A\ < oo tak,
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Ukazte, ze pro libovolnou A € B? a k € Ny plati

lim P(®™(A) =k) = e_’\”(A)M.

n—00 k!
. Za stejnych predpokladi jako v minulé tloze ukaZte, ze pro pro A,B € B, AN B =0 a k, 1 € Ny plati

: n n iy Qr(ANE 5 O (A))
lim P(2"(4) =k, 2M(B) =1) = () Q)7 ;! D" - xwim) AA)) E! )

. Mé&jme lokalné kone¢nou diftizni miru A. Uvazujme systém {B;, B; € B4} spocetné mnoha po dvou
disjunktnich mnozin a bodovy proces ® zkonstruovany nasledujicim zptisobem (nezavisle na sobé):

[ ]Vz ~ PO(A(Bi)),

e za podminky N; = n, necht ®; = {Xy,...,X,} je binomicky proces na B;,

o & =U;9P,.
Ukazte, ze @ je Poissontiv bodovy proces s mirou intenzity A.

. Ukazte, ze homogenni Poissontiv bodovy proces je stacionarni a izotropni.

. Ovérte, ze plati nasledujici vztahy:

a) var®(B) = M) (B x B) — A(B)?,

) cov(®(By), ®(Bs)) = M? (B x By) — A(B1)A(Bz),

) M@ (By x By) = A(By N Bs) +a® (B; x By),

) M®)(By x By x B3) = A(B;1 N B2N B3) +a? (BN By) x Bs) +a®((By N Bs) x By) +a?((BaN
Bs3) x By) +a®)(B; x By x Bs),

e) a™ (B x---x B) =E[®B)(®(B) —1)---(®(B) —n +1)].
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. Necht ® je Poissontiv bodovy proces. Ukazte, Ze plati:
a) COV((I)(Bl), @(Bg)) = A(Bl n Bg),

b) a™(By x -+ x By,) =11, A(Bi),

C) A(n) (:rlv SRR Z'n) = H?:l A(‘T’L)

. Pomoci Campbellovy-Meckeho véty pro staciondrni bodové procesy ukazte, Ze plati:

1
Py0) = 358 > lery-ser), yERYL Uem,
xePNB

kde B € B¢ je libovoln4 s kladnou Lebesgueovou mirou (|B| > 0).

. Pomoci Campbellovy-Meckeho véty pro staciondrni bodové procesy ukazte, Ze plati:

AK(r)=E Z —<b(b(I;\T;|\ {x})7 r >0,

zedPNB

kde B € B¢ je libovolné s kladnou Lebesgueovou mirou (|B| > 0).



Ulohy ke cvi¢eni STP005 — modely bodovych procest
. Disperze ndhodné veli¢iny ®(B) je definovana jako

var ®(B) d
D(®(B)) = ———, BeB].
Ukazte, ze

a) pro Poissontv proces je D(®(B)) =1,
b) binomicky proces je poddisperzni, tj. D(®(B)) < 1,
c¢) Coxtiv proces je naddisperzni, tj. D(®(B)) > 1.

. Necht Y je ndhodnd veli¢ina s gama rozdélenim. Ukazte, Ze pfislusny smiSeny Poissontv proces @ (tj. Co-
xtv proces s Fidici mirou Y| - |) je negativné binomicky proces, coz znamend, ze ®(B) mé negativné
binomické rozdéleni pro kazdé B € Bg.

. Nechf Y je stacionarni gaussovské nahodné pole na RY, tj. realizace jsou y : R? — R a pro kazdé
r1,...,75 € R a k € N ma nahodny vektor (Y (z1),...,Y (7x)) k-rozmérné normalni rozdéleni se
stfedni hodnotou (i, ..., p)" a kovarianéni matici (o?r(z; — x;))7;—,. Nechf trajektorie z — Y (z) jsou
spojité s.j. Definujme nadhodnou miru A(B) = [; e’ @) dz, B € B?. Stacionarni Coxtv proces s idici
mirou A se nazyva logaritmicko-gaussovsky Coxiiv proces (LGCP).

a) Urcete soucinovou hustotu a parovou korela¢ni funkci LGCP.

b) Dokazte, Ze rozdéleni LGCP je urcenou intenzitou a parovou korela¢ni funkei.

. Spoctéte parovou korela¢ni funkci
a) Thomasova procesu,
b) Matérnova shlukového procesu pro d = 2.

. Pro proces s pevnym jadrem r > 0 a intenzitou A definujeme hustotu pokryti (packing density) jako
7 = Ab(o,7/2)|. Jedné se vlastné o stfedni objemovy podil sjednoceni kouli se stfedy v bodech procesu
a poloméry r/2. Naleznéte maximalni mozné 7 (vzhledem k X) pro tyto modely:

a) Matérniv proces s pevnym jadrem typ I,

b) Matérniv proces s pevnym jadrem typ II.

. Ukazte, Ze koneény bodovy proces s hustotou p(p) = aﬂ‘P(Rd) je Poissoniiv bodovy proces s mirou
intenzity SA a urcete normujici konstantu a.

. Ukazte, Zze bodovy proces s hustotou

p() = expi{|B| - /B M) de} ] M)

TEP

vzhledem k rozdéleni homogenniho Poissonova procesu s jednotkovou intenzitou na B € B¢ je Poissontiv
bodovy proces na B s funkci intenzity A.

. UkazZte, ze pro v > 1 neni hustota Straussova procesu integrovatelna.



Ulohy ke cvi¢eni STP005 — prostorové modely na miizich

1. Ukazte, ze {Z1,...,Z,} markovsky Fetézec je markovské ndhodné pole vzhledem k relaci i ~ j <
|i — j| < 1. DokaZte, Ze obracend implikace plati nasledovné: pokud {Z1,..., Z,} je markovské ndhodné
pole s hustotou splitujici p(z) > 0 pro kazdé z = (21,...,2,)T, potom je to markovsky Fetézec.

2. Lokalni charakteristiky nemusi uréovat sdruzené rozdéleni. Uvazujme m¥iz se dvéma vrcholy L = {4, 5}
a predpokladejme, ze Z; | Z; = z; mé exponencialni rozdéleni s intenzitou z; a Z; | Z; = z; ma
exponencidlni rozdéleni s intenzitou z;. Ukazte, Zze tato podminéné rozdéleni neodpovidaji zadnému
pravdépodobnostnimu rozdéleni, tedy neexistuje vlastni sdruzend hustota vektoru (Z;, Z;)7

3. Necht S = Ny a L je koneéna miiz v R?. Ukazte, ze pokud Bi; > 0 pro kazdé i, j € L, pak konstanta

Z exp | — Z(log zi\+ Bizi) — Z Bijziz

z€SL i€L {i,j}eC

je konec¢né. Naopak je nekone¢nd, pokud ;; < 0 pro néjaké ¢,j € L.
Ndvod: V prvnim ptipadé uvazujte konfigurace, pro které je max z; = k (je jich (k+1)" — k™). V druhém
ptipadé uvazte konfigurace z; = z; =k a2z, =0prol e L\ {z Jit

4. Necht ndhodnd veli¢ina Z; ma normélni rozdéleni N (0 kde |p| < 1. Uvazujme autoregresni

 T57)s
posloupnost prvniho fadu {Z1, ..., Z,} definovanou pfedpisem

Zt:SOZt71+Et; t:27"'7n7

kde {e:} je posloupnost nezévislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in s rozdélenim N (0, 1). Spoctéte
kovarianéni matici ¥ vektoru (Z1,...,Z,)" a uréete matici Q = X~!. Ukazte, ze {Z1,...,Z,} je gaus-
sovské markovské ndhodné pole vzhledem k relaci i ~ j < |i — j| < 1.

5. Necht {Z,,i € L} je gaussovské markovské ndhodné pole s inverzi @) kovarian¢ni matice. Ukazte, Ze

qij . .
corr(Z;, Zj | Z—i5y) = *ﬁ, (e
v/ 4iiq55



