Cviceni STP005 — bodové procesy s hustotou

Priklady homogennich bodovych procesu s parovymi interakcemi

Budeme uvazovat procesy s hustotou p vzhledem k rozdéleni Poissonova procesu s jednotkovou inten-
zitou na omezené mnoziné B € BY. Pfipometime, ze homogenni bodové procesy s parovymi interakcemi
maji hustotu tvaru

B
p(e) = ap?® T 0z —yl),

{z,y}Ce

kde 3 >0, 0:(0,00) — RT a a je normujici konstanta.

Pokud 6(r) = 0 pro r < h, dostdvadme proces s pevnym jadrem h > 0. Pfedpokladejme navic, ze 0
je omezena. Ukazte, ze pak je p integrovatelna vzhledem k rozdéleni Poissonova procesu s jednotkovou
intenzitou na omezené mnoziné B.

Ndvod: Podminka na pevné jadro implikuje existenci konstanty ng takové, ze p(¢) = 0 pro ¢(B) > nyg.

Ve statistické fyzice se 6 oznacuje jako potencidl (potential). Urcuje silu interakci mezi body. Hodnoty
0 mensi nez 1 znamenaji odpudivé interakce mezi body v dané vzdélenosti. Zatimco hodnoty vétsi nez 1
odpovidaji pfitazlivym interakcim. Definujeme rozsah interakci (range of interaction) jako

R=inf{r >0:0(s) =1pros>r}.

Proces nazveme odpudivy (repulsive), jestlize 6(r) < 1 pro vSechna r > 0. Ukazte, Ze pro kazdy
odpudivy proces je hustota stabilni ve smyslu Ruelleho, a tudiz integrovatelna.

Rizné volby funkce 6 vedou na rtizné modely s parovymi interakcemi. Trividlni volba 6(r) = 1 pro
kazdé r > 0 odpovidd homogennimu Poissonovu procesu s intenzitou (3, rozsah interakci je pak R = 0.

1. Straussiv proces (Strauss process):
O(r) =y'r=m, 0<y<1, R>0,

pfitom pokldddme 0° = 1. Jedn4 se o nejjednodussi netrivialni proces s parovymi interakcemi.

2. Strausstv proces s pevngm jddrem (Strauss hard-core process):

0 pror <h,
9(7“):{7 proh <r <R,
1 jinak.

Proces je dobre definovan pro v > 0 a R > h > 0. Jde o proces s pevnym jadrem h a rozsahem interakci
R.

3. viceméritkovy proces (multiscale process):
0(r) = villr,_ <r<r)), 1=1,...,k+1,

kde v; > 0,7=1,....k, k41 = 1,0 = Ry < Ry < ...Rj < Rg41 = 00, k € N. Tedy rozsah interakci je
R = Ry a pokud 1 = 0, jde o proces s pevnym jadrem R;.
Ukazte, ze p je integrovatelnéd vzhledem k rozdéleni Poissonova procesu s jednotkovou intenzitou na
omezené mnoziné B, pokud
a) 0<y1<1a0<~9...,7% <1, nebo
b) y1=0a7ya,...,7 > 0.
Viceméritkovy proces umoznuje modelovat rizné typy parovych interakci v riznych méritkach. Pro
k =1 jde o Strausstv proces. Pro k = 2 a y; = 0 dostaneme Straussiv proces s pevnym jadrem.

4. proces s linedrné se menicimi interakcems:

r/R, r<R,
9(7"){1/ r>R

kde R > 0. Zatimco ve Straussové procesu je 6 po ¢astech konstantni, zde je 8 linedrni. Podobné mtizeme
dostat modifikaci viceméritkového procesu nahrazenim po ¢astech konstantni funkce funkci po ¢astech
linearni.



5. Diggleuv-Grattoniv proces:

0 pro r <9,
0(r) = (17:2_—(35) pro d <r < R,
1 pror > R.

Parametry modelu jsou 0 < 6 < Rak > 0. Jednd se o zobecnéni pFedchoziho procesu (k = 1, 6 = 0). Opét
jde o odpudivy proces, ¢imz je zarucena integrovatelnost. Sila odpudivych interakci roste s rostoucim k.
Pro k = 0 mame proces s pevnym jadrem J, pro K = co jde o proces s pevnym jadrem R.

6. Diggletiv-Gatestiv-Stibbardové proces:

2 7r
O(r) — 4 SI0" 37, 7 <R,
) { 1, r> R.

Je to dalsi ptiklad odpudivého procesu s rozsahem interakci R > 0.

7. proces prekryvagicich se ploch (overlap area process):
0(r) = (|12 — yll) =D/,

kde 0 < v <1 a R > 0. Tento proces je motivovan predstavou, ze body procesu jsou stfedy kulo-
vych oblasti (z6ny vlivu) o priiméru R. Interakce jsou odpudivé a jejich velikost z&visi na mife priniku
téchto zén vlivu. Jak vime z jednoho z predchozich cviceni, tak pro d = 2 je |b(x, R/2) N b(y, R/2)| =
R; arccos i — 5V R? —r? pro r < R. Rozsah interakei je R, pokud v < 1. Pro 7 = 0 dostavame proces
s pevnym jadrem R (podle timluvy je 0° = 1). Pro v = 1 jde o Poissoniiv proces.

8. proces s méekkym jddrem (soft-core process):

o) =exn { - (2)"}.

kde o > 0 a x > 0. Jde o priklad procesu s nekone¢nym rozsahem interakci. Proces ma odpudivé interakce,
které jsou silnéjsi pro vétsi hodnoty o (pro o = 0 jde o Poissontiv proces). Vétsi hodnoty x znamenaji
slabsi interakce, limitni pfipad £ — 0 odpovidé procesu s pevnym jadrem o.

9. Lennard-Jonestuv proces:

8(r) = exp {T (%)6 f (%)12} >0, 0> 0.

Pro 7 = 0 jde o odpudivy proces, je to specidlni pfipad procesu s mékkym jaddrem s x = 1/6. Opét
se jedné o piiklad procesu s nekoneénym rozsahem interakci. Ukazte, ze pro 7 > 0 ma tento proces
odpudivé interakce pro r < rg a pritazlivé interakce pro r > rg a urcete rg. Parametr 7 urcuje silu
pritazlivych interakci a parametr o kontroluje hodnotu, ve které dochazi k prechodu mezi odpudivymi
a pritazlivymi interakcemi. Urcete vzdalenost r, pro kterou je dosazena nejveétsi hodnota pritazlivych
interakci, a naleznéte maximalni hodnotu funkce 6. Dokazte, Ze hustota procesu je stabilni ve smyslu
Ruelleho, pfitom neni lokalné stabilni pro 7 > 0.

Balicek spatstat v soucasné verzi umoziuje simulovat Metropolisovym-Hastingsovym algoritmem po-
moci funkce rmh tyto modely: Straussiv proces (strauss), Straussiv proces s pevnym jadrem (straush),
proces s mékkym jadrem (sftcr), Diggletv-Gatestiv-Stibbardové proces (dgs), Diggleiiv-Grattoniiv proces
(diggra) i libovolny homogenni bodovy proces s paArovymi interakcemi s po ¢astech konstantni funkci 6 za-
danou uzivatelem (lookup). Déle spatstat nabizi moznost fitovat napf. Strausstiv proces (Strauss), Straus-
stiv proces s pevnym jadrem (StraussHard), proces s mékkym jadrem (Softcore), Diggletiv-Grattonv pro-
ces (DiggleGratton), Lennard-Jonestv proces (LennardJones) nebo bodovy proces s parovymi interakcemi
specifikovany uzivatelem (Pairwise, PairPiece).



Straussuv proces s pevinym poctem bodu

Necht ® je Strausstiv proces a n € N je pevné. Rozdéleni ® za podminky ®(R?) = n je ddno hustotou

palp) = aB™y*7 ) o e Ny : p(RY) =n,
kde Sg(p) = Z{m,y}gp 1(jjz—y|<r)- Ukazte, Ze p, je integrovatelna pro vsechna v > 0.

Saturac¢ni Geyeruv proces

Satura¢ni Geyertiv model je modifikaci Straussova procesu. Je definovan v roviné (d = 2). Necht
R>0,¢>0,08>0a+vy >0 jsou dané parametry. Oznatme m,(y) = Zyew\{w} 1jjjz—y|<r) & t(p) =
> ze, min(mg (¢), ¢). Definujeme hustotu

p(p) = afeEHe),

Ovéite, zZe p je markovska vzhledem k relaci R-sousedstvi a lokélné stabilni (a tudiz integrovatelnd).
Ndvod: Potfebujeme omezit vyraz t(p U {z}) — t(¢) n&jakou konstantou. Z definice zjistime

tp U {a}) — t(p) = min(ma(p U {z}),¢) + Y [min(Lya—yy<r +my(0),¢) — min(my (9), )] .

Kruh o poloméru R a stfedu = rozdélime na 6 shodnych kruhovych vyseéi. Bod y € ¢ spliiujici my(¢) < ¢
a ||z —y|| < R lezi v jedné z téchto vyseéi. Vsechny body procesu v této vyseci jsou od sebe vzdélené
nejvyse o R, proto je jich méné nez m,(p)+1 < c+1. Odtud odvodte odhad t(pU{x})—t(v) < c+6(c+1).

Limitni p¥ipad ¢ = oo vede na Straussiiv proces s parametry 3, 2 a R. Pro ¢ = 0 jde o Poissontiv
proces s intenzitou 8. Pro v > 1 dostavame model shlukovéani bodt, pro v < 1 se body odpuzuji. P¥ipad
~v = 1 odpovidd Poissonovu procesu (Gplna nezéavislost).

V balicku spatstat je mozné tento proces generovat Metropolisovym-Hastingsovym algoritmem po-
moci volby modelu geyer ve funkci rmh. Taky je mozné fitovat tento model na data pomoci funkce Geyer.

Geyeruv proces s trojnymi interakcemi

Geyer zavedl rovinny proces, ktery zobecniuje Strausstv proces pfidanim clenu, ktery je definovan
pomoci trojic bodii. Hustota mé nésledujici tvar (d = 2)

p(p) = aﬂ@(Rz)ysR(w)(;TR(w)

3

kde

Sr(@) = Y a—yi<ry, Tr®) = Y Ljaoy|<Re—z|<R|y—z| <R
{z,y}Cep {z,y,2}Ce

Ukazte, Ze hustota je lokalné stabilni (a tudiz integrovatelnd), pokud 8 >0, R >0 a

a) 0<y<1a0<§<1,nebo

b) y>1lal0<d<1.
Ndvod: V pfipadé b) potfebujeme omezit vyraz Sg(p U {x}) — Sgr(p) shora a vyraz Tr(p U {z}) —
Tr(p) zdola. Oba vyrazy zavisi pouze na bodech procesu v kruhu o poloméru R. Rozdélme kruh b(z, R)
na Sest shodnych kruhovych vyseéi. Nechf k; znaci pocet bodu v i-té vysedi, i = 1,...,6. Protoze
v8echny body v jedné vysedi jsou R-sousedé a také R-sousedé zx, tak Sr(p U {z}) — Sr(p) = Z?Zl ki
aTr(pU{z}) — Tr(p) > 2?21 (’“21) Papangelouova podminéna intenzita se tak d4 odhadnout vyrazem

S0 ks> (%) . : . k _ .
Brylai=1 "t §Lui=1 , ktery lze omezit konstantou, protoze funkce k — (2) nabyva maxima na (0, c0).

Ukazte, ze se jednd o markovsky bodovy proces vzhledem k relaci R-sousedstvi a urcete interakéni
funkci z Hammersleyho-Cliffordovy-Ripleyho-Kellyho véty.



Bodovy proces objemovych interakci

Bodovy proces s hustotou
p(p) = af#E)y el

kde Upr = U,e,0(2,R) a B > 0, R > 0, v > 0, se nazyvé proces objemovych interakci nebo také
Widomaiv-Rowlinsoniv proces. V.d = 2 se mluvi o procesu plosnych interakci (area-interaction point
process).

Vyjadrete Papangelouovu podminénou intenzitu a ukazte, Ze je omezend, tj. hustota je lokalné
stabilni, a proto integrovatelna.

Ukazte, ze se jedna o markovsky proces vzhledem k relaci 2 R-sousedstvi.

Urcete interakéni funkci z Hammersleyho-Cliffordovy-Ripleyho-Kellyho véty.

Ndvod: Vyraz |U, r| lze rozepsat pomoci principu inkluze a exkluze tak, Ze zavisi na Lebesgueovych
mirach prinikt kone¢ného poctu kouli.

Simulace kone¢énych bodovych procestt metodami MCMC

Metody MCMC jsou zaloZené na konstrukci markovského fetézce, jehoz limitni rozdéleni je to,
ze kterého chceme simulovat. Necht @ je koneény bodovy proces s hustotou p vzhledem k rozdéleni
Poissonova procesu s mirou intenzity A. Nasim cilem je simulovat realizaci tohoto procesu. To lze provést
pomoci specialniho pripadu tzv. Metropolisova-Hastingsova-Greenova algoritmu.

Nejprve budeme uvaZovat pfipad simulace bodového procesu s pevnym poctem bodi. Hustota p(p)
je soustfedéna na N, = {p : (R?) = n}.
Metropolisuv-Hastingstv algoritmus pro pevny pocet bodii:
Prot=0,1,... a dané ®; = ¢ € N,,, generuj ®;,1 nasledovné:
1. generuj z € R? a y € ¢ z navrhového rozdéleni s hustotou q(¢, x,y) vzhledem k mife A x yu, kde
je diskrétni mira s atomy v bodech ¢,
2. navrh (e U {z}) \ {y} pfijmi s pravdépodobnosti oy, z,y) = min(1, h(e, z,y)), kde

((pu{z}) \{y}y, 2)p((p \ {z}) U{y})

_q
h((p,l’,g) - Q(%zay)p(@)

Nejjednodussi volba je g(p,z,y) = W, tedy ndvrh vznika tak, Ze jeden z n bodl procesu (rovno-
mérné ndhodné zvoleny) se nahradi bodem vygenerovanym z rovnomérného rozdéleni vzhledem k mife
A. V tomto pripadé je

ple\{=z}) U{y})

p(®)
neboli navrh, ktery vede k vétsi hodnoté hustoty je ptijat vzdy.

h(g,z,y) =

Nyni uvazujme pripad s ndhodnym poctem bodi.
Metropolisiv-Hastingstv algoritmus zrozeni a zaniku (birth-death Metropolis-Hastings algorithm):
Prot=0,1,... a dané ®; = ¢ € N, generuj ®;,1 nasledovns:

1. s pravdépodobnosti Q(¢) navrhni pfiddni bodu = s hustotou b(p, ) vzhledem k A, s pravdépodob-
nosti 1 — Q(¢) navrhni ubrani bodu y s pravdépodobnosti d(p,y), y € ¢,

2. navrh pfijmi (bud ®:11 = ¢ U {z}, nebo @11 = ¢ \ {y}) s pravdépodobnosti a(p, o U {z}) =

min(1, h(y, z)), nebo a(p U {x}, p) = min (1, m), kde

) = ) A GESER A

kde A*(¢, x) je Papangelouova podminéné intenzita. Poloz ®;11 = ¢, pokud je ndvrh zamitnut.
Casto se voli specidlné

1
p(R4) +1°

Q=3 b= g deuie)) =

d
tedy h(p,x) = M (¢, ) Sy



