Ulohy ke cvi¢eni STP139 — 5. markovské Fetézce a MCMC

. Necht P; jsou markovskéd jadra a w je invariantni mira pro kazdé i. UkaZte, Ze nésledujici operace
zachovavaji invariantni miru:

(a) skladéni jader: P1Py(z,A) = [ Py(y, A) Pi(z,dy),

(b) michani jader: P =73 p;P;, kde ) .p;=1,p; >0.

. Nerozlozitelnost se nemusi zachovavat pfi sklddani. Uvazujme S = {1,2,3} a Pi(1,2) = P1(2,3) =
Py(1,3) = P2(2,1) = 1, Pi(3,i) = Pi(3,3) = % pro i = 1,2. Markovské fetézce s prechodovymi jadry
Py i P; jsou neperiodické a nerozlozitelné se staciondrnim rozdélenim m(1) = 7(2) = 1, 7(3) = 1, ale
Py P5(1,1) =1, takZe Py P> negeneruje nerozlozitelny fetézec.

Naproti tomu pro michani jader plati, ze smés P = Y. p;P;, >, pi = 1, p; > 0, @-nerozlozitelnych
jader je zase @-nerozlozitelna. Dokazte.

. P¥i Gibbsové vybérovém planu s postupnou aktualizaci slozek (od prvni k d-té) je pfechodové jadro dané
hustotou

d
p,y) =[] f i lva, i, wiga, - 2a).
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Ukazte, Ze vysledny fetézec neni reverzibilni. UvaZzujte modifikaci, pfi které jeden prechod v fetézci
odpovida aktualizaci vSech slozek (od prvni k posledni) nésledované aktualizaci slozek v obraceném
pofadi (od pfedposledni k prvni). UkaZte, Ze tento Fetézec je reverzibilni.

. Uvazujme pravdépodobnostni rozdéleni 7 na prostoru X = {0,1}2:

Definujte Gibbstuv vybérovy plan pro generovani z 7 a spocitejte pravdépodobnosti prechodu vzniklého
markovského fetézce. Urcete stacionarni rozdéleni tohoto markovského fetézce. Za jakych podminek bude
stacionarni rozdéleni i rozdélenim limitnim?

. Necht X = (X1, X3) ma rozdéleni z ptedchozi tlohy s moo = m11 = § a mo = 7mo1 = I_Tp. Urcete
marginalni rozdéleni X; a Xs. Spoctéte korelac¢ni koeficient p slozek X; a Xo.

Uvazujte markovsky fetézec {X ( )} vytvoreny pomoci Gibbsova vybérového planu. Ovéfte, ze plati:
PXP =11 xV =1) = P(xP =0 XUV = 0) = p2 + (1 — p) Oznaéme p; = P(X) = 1)
a ukazte, Ze p; = p?pj_1 + b, kde b = 2p(1 — p), a tedy p; = ppo + b(1 — p*)/(1 — p?).

Ukazte, ze matice pravdépodobnosti pfechodu odpovidajici prvni slozce {X fj )} ma vlastni ¢isla 1
a p?. Takze ¥ad konvergence Fetézce je p? a ergodicita Fetézce je zajisténa pro p > 0. Ale pokud je p
blizko 0 nebo 1, bude i t4d konvergence blizko 1 a tedy bude konvergence k limitnimu rozdéleni velmi
pomala.

Ukazte, ze v limité p; — # = 1, ale je-li napt. p = 0,999 je po sto iteracich p1go = 0,67po + 0,164,
coz muze byt (v zévislosti na volbé pg) dost daleko od ocekdvané limity.

. (variable-at-a-time MH algoritmus) Chceme generovat z pravdépodobnostniho rozdéleni s hustotou f na
soucinovém prostoru X = X x - - - x Xy vzhledem k soucinové mife p = pg X - - - X pg. Postupné aktuali-
zujeme jednotlivé soutfadnice v pevném poradi nasledujicim zptsobem: generujeme y € X; z ndvrhového
rozdéleni s hustotou ¢;(z, -) vzhledem k p;, ndvrh y p¥ijmeme s pravdépodobnosti

az,y) = min {—f(l‘y)qi(l‘y, z4) , 1} ,
f(@)ai(z,y)
kde z = (z1,...,2q) a ©y = (21,...,%i-1,Y,Tit1,...,Zq). Ukazte, Ze jednotlivé kroky algoritmu jsou
reverzibiln{ vzhledem k plnym podminénym rozdélenim f(z; | z—;).

. Necht 7 je pravdépodobnostni rozdéleni na R = {1,...,n}. Metropolisiv-Hastingstiv algoritmus s névr-

hovou matici @ = (g;;) mé& matici pfechodu P = (p;;). Ozna¢me «;; = min{ :igi; , 1}, potom p;; = jqi

proi £ jap; =1— Z#i @ijqij- Pro ¢ij = g (nezévisly vybér) oznacme w; = ;r— a predpokladejme,

ze stavy jsou usporadany tak, ze wy > wg > --- > w,. Vypoctem ovéite, zZe vlastni ¢sla matice P
pravdépodobnosti pfechodu jsou A\; = 1 a A\g41 = Z?:k-u T (wi — w%) pro k > 1. Pfislusné pravé
y .
vlastni vektory jsou v; = (1,...,1)7 a vg1 = (0,...,0, Zlkﬂ Ty —Thy -, —Tk) L pro k > 1. Jaky je
—— J
k—1

geometricky fad konvergence algoritmu? Které volby navrhového rozdéleni vedou k rychlé konvergenci?
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