Ulohy ke cviéeni STP139 — 3. konjugovanost a podminéna konjugovanost

. Méjme pozorovani z Poissonova rozdéleni s parametrem \. Ukazte, Ze rodina I'-rozdéleni je konjugovana
pro tento model.

. Najdéte systém konjugovanych rozdéleni pro vybér z I'-rozdéleni.

. Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z N(u,0?). Oznaéme T = o~ 2. Urdéete aposteriorni rozdéleni (u, 7),

pokud

(a) p a T jsou apriorné nezavislé, p ~ N(uo,08) a 7 ~ I'(ap, o),

(b) apriorni rozdéleni je normélni-gama NG (o, 03, ao, Ao), tj. p | 7~ N(po,03/7) a7 ~ I, Xo),

kde pg, 02, ap a Ao jsou zndmé hyperparametry. Rozhodnéte, kdy se jedna o konjugovany systém.
Uréete podminéné aposteriorni hustoty 7(n | 7,2) a 7(7 | p,x). Rozhodnéte, ve kterém piipadé

nastava podminéna konjugovanost.

. Méjme model normalni linearni regrese
Y| B, 7~ Ny (XB,77,), BeR,T>0,
kde X je matice vysvétlujicich proménngch fddu n x d a je ddno apriorni rozdéleni pro parametry (3, 7):

(a) B a T jsou apriorné nezavislé, 3 ~ N4(by, Bo) a 7 ~ I'(no/2,n003/2),
(b) mnohorozmérné norméalni-gama rozdéleni NG 4(bo, Bo, no/2, nood /2):
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Ukazte, ze B i 7 jsou podminéné konjugované.
V pripadé (b) ukazte, Ze se dokonce jednd o konjugovany systém rozdéleni. Konkrétné
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kde ny =n-+ no, nlof = n00'(2) + (y — Xbl)T’y + (bo — bl)TBo_lbo, b1 = Bl(BO_IbO + XT’y) a Bl_l =
By'+XTX.
Ndvod: Vyuzijte toho, ze

(y—XB)'(y—XB)=(B-B)T"X"X(B~B) + S,

kde 3 = (XTX)~' X7y je maximéalné vérohodny odhad parametru 3 a S. = (y — X3)7(y — X 3).

. (Carlin, Louis, 2000) Pro data udavajici roéni poéty dilnich nestésti ve Velké Britanii uvazujeme néasle-
dujici hierarchicky model:

X;~Po(N), i=k+1,...,n,

kde n,a1,as9,c1,c2,d1,ds jsou znamé konstanty, 8, A a k jsou nezavislé a b; a by jsou nezavislé. Po-
piste aposteriorni rozdéleni pomoci plnych podminénych rozdéleni, tj. urcete rozdéleni 6 | X, A, by, ba, k;
A X,0,b1,b0,k; b1 | X, 0, ba,k; ba | X,0,\,01,k; k| X,0,\,b1,ba, kde X = (X3,...,X,). Které
parametry jsou podminéné konjugované?
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Ulohy ke cvi¢eni STP139 — 4. MCMC algoritmy

. Necht X = (X3,..., X)) je k-rozmérny ndhodny vektor se sdruzenou hustotou f a pfedpokladejme, ze

umime generovat z rozdéleni
Xilzi~ flzi|o—), i=1,... k.

Ukazte, ze Gibbsuv vybérovy plan je ekvivalentni sloZeni k Metropolisovych-Hastingsovych algoritmi
s pravdépodobnostmi pfijeti rovnymi jedné.

. Bud X; ~ Po()\;), i = 1,...,n, nezdvislé. Pfedpokladejme, 7ze A; jsou apriorné nezavislé a navic
)\i |9i~F(a,9i), GiNF(cub), i:l,...7n.
Definujte Gibbstv vybérovy plan pro simulaci z 7w(A1,01,..., A, 0, | @1,...,2,). Jak byste simulovali

pfimo z aposteriorniho rozdéleni?

. Uvazujme linearni model

Yi=0o+ fwi+e, e~NO7TY), i=1,...n,

kde 3 = (B0, 41)T ~ Na(u, X) a 7 ~ I'(a, A) jsou nezévislé. Piedpokladejme, ze podminéné pii 3 a T jsou
Y; nezavislé. Chceme generovat vzorek z aposteriorni hustoty 7(8,7 | y1,...,yn),

(a) definujte Gibbstv vybérovy plan,

(b) definujte Metropolisiv-Hastingstiv algoritmus.

. Bud s = (s1,52)T a uvazujme model

Y, = 8o+ B151 + Pasa + €5, €5~ N(0702)7

kde
* * 2
cov(es,e5+) = o2 exp{—r ((s1 — s])> + (s2—s3))"}, £>0
a apriorni rozdéleni je 8 = (B0, 81, 52)T ~ N3(u, %), 0% ~ I'(ay,bs) a k ~ T'(a.,b.), kde 3, 0% a k jsou
nezévislé. Piedpokladejme, Ze mame k dispozici pozorovani y = (ysa),- .-, ¥ysm )’ . Checeme generovat
z aposteriornfho rozdéleni s hustotou (8,02, | y). Definujte vhodny MCMC algoritmus. Jak byste
generovali z Y 41y | Y = y?

. Chcete generovat vzorek z N (0, 1),

(a) definujte Metropolisiiv algoritmus s ndhodnou prochazkou a ovéite, ze kdyZ zvétSujeme rozptyl
navrhového rozdéleni, pravdépodobnost prijeti navrhu klesa,
(b) definujte Metropolisiv-Hastingstiv algoritmus s nezdvislymi kroky (nezévislym vybérem).

. Uvazujme AR(1) model:

X=X 1+e, teN,

kde —1 < ¢ < 1 a & je redlny bily sum s rozptylem o2, tj. &, ~ N(0,0?) nezavislé. Pfedpokladejme, Ze
apriorni rozdéleni je o ~ R(—1,1) a7 = 0~2 ~ I'(a, \) a méame k dispozici pozorovani z = (21, ...,z,)7.
Vytvofte MCMC algoritmus pro generovéani z aposteriorni hustoty m(p,7 | x). Jak byste generovali

7z Xpt1 | X =a?

. (Casella, George, 1992) Nebezpedi bezstarostného pouzivini Gibbsova vybérového plinu spoc¢iva v tom,

7e plné podminénd rozdéleni nemusi urcovat sdruzené rozdéleni. Necht X | YV = y ~ Eap(y) a YV |
X = x ~ Exp(z). Ukazte, Ze tyto podminéna rozdéleni neodpovidaji zddnému pravdépodobnostnimu
rozdéleni, tedy neexistuje vlastni sdruzend hustota (X,Y).

(Carlin, Gelfand, Smith, 1992) Uvazujme zjednoduSeni modelu z tlohy 3.5. Necht X; ~ Po(6), pro
i=1,...,kaX; ~Po(\) proi=k+1,...,n. Apriorni rozdéleni pro 6, A a k jsou nezévisla: 0 ~ T'(«, 3),
A~T(y,0) ak~R({1,...,n}), kde a, 3, 7, §, n jsou zndmé konstanty. V tomto piipadé lze analyticky
vyjadfit marginalni aposteriorni rozdéleni.

Pro data s dilnimi katastrofami (n = 112) implementujte Gibbstv vybérovy plan. Hyperparametry
zvolte « = B = v = § = 0.001. Provedte 5100 iteraci a pfislusnou aproximaci aposteriorniho roz-
déleni parametr A, 6 a k (zalozenou na poslednich 5000 iteracich) graficky porovnejte se skuteénym
aposteriornim rozdélenim (pro kazdy parametr zv14st).



