Metody MCMC (STP139)

1. Uvod

Charakteristika: MCMC je tfida algoritm® umoznujici simulovat slozité stochastické systémy.

Idea: Kdyz chceme generovat z néjakého pravdépodobnostniho rozdéleni, tak zkonstruujeme markov-
sky Tetézec, jehoz stacionarni rozdéleni je pozadované rozdéleni. Simulujeme markovsky fetézec a po
dostatecné velkém poctu krokid dostaneme priblizné vybér z daného rozdéleni, pokud jsou splnény jisté
predpoklady na fetézec, které zaruci, ze limitni rozdéleni existuje a splyva se stacionarnim.

Otazky: Kolik je dostatecné velky pocet kroku? Jak zkonstruovat takovy markovsky fetézec?
Odpovédi: Konstrukce markovského fetézce s danym stacionarnim rozdélenim neni tézka, existuje rada
Existuji MCMC algoritmy, které daji pfesny vybér z limitniho rozdéleni (tzv. perfektni simulace), a to
v koneCném Case, ktery je ovSem ndhodny. Navic je to za cenu dodateénych vypocti.

Pouziti:

e moznost generovat vybéry z komplikovaného modelu, ktery néas zajima,

e kromé toho lze MCMC metody vyuzit k vypoétu slozitych (typicky vicerozmérngch) integrala. Dejme
tomu, Ze chceme numericky spocitat [, h(z)f(x)dz, kde h je n€jaka funkce a f je hustota néjakého
rozdéleni na prostoru X. Vytvorime Markoviv fetézec se stacionarnim rozdélenim f a simulujeme
jeden béh X7, Xs,... tohoto Tetézce. Po jistém case T mame hodnoty z rozdéleni prfiblizného f.
Dany integral pak aproximujeme pomoci % ZtT:TAjrl h(X:). Vyuzivame silny zdkon velkych ¢isel
pro markovské fetézce (X; nejsou nezavislé, jisté predpoklady jsou nutné — ergodicita). Vypocty
takovychto integrali se objevuji pfi statistické analyze modelu (maximalni vérohodnost, bayesovska
statistika).

e Metoda simulovaného zih4ni se pouzivé pro optimalizaci (hled4ni argumentu maxima néjaké funkce).
Teoreticky zaklad: K pochopeni simulace metodami MCMC je tieba rozumét vlastnostem markovskych
fetézcl s diskrétnim ¢asem a obecnou mnoZinou stavit (prostor X je vétSinou nespocetny). K analjyze
generovanych dat jsou potfebné postupy matematické statistiky.

Historie:

e Prvni MCMC algoritmus byl vyvinut pro aplikace ve statistické fyzice — Metropolis a kol. (1953)
[16], zobecnéni algoritmu — Hastings (1970) [10], tzv. Metropolis-Hastingsiv algoritmus.

e Reseni optimaliza¢nich problémii metodou simulovaného zithani — Kirkpatrick, Gelatt a Vecchi (1983)
[14], Cerny (1985) [3].

e Aplikace na statistické problémy poprvé az v 80. letech 20. stoleti (Gibbstiv vybérovy plan): Ge-
man, Geman (1984) [7] — restaurovani digitalnich obrazka; Gelfand, Smith (1990) [6] — bayesovska
statistika.

e V 90. letech rozvoj teorie, sofistikovanéjsi metody: Propp, Wilson (1996) [20] — perfektni simulace.

e V poslednich 15 letech nejvétsi rozmach diky lepsi vykonnosti pocitacii a sirokému mnozstvi aplikaci
v ruznych oborech.

Aplikace: v8ude, kde se vyskytuji pravdépodobnostni modely, které vedou k slozitym rozdélenim (vét-
S$inou na prostorech velké dimenze) p¥inasejicim vypocetni problémy.
(a) statistickd fyzika: modely rtiznych fyzikdlnich systémi, studium fazovych pfechodu.
Tlustracnd piiklad: Isingtiv model (1925) [11] — matematicky model pouzivany ve statistické
mechanice. Uziva se jako zjednoduSeny model feromagnetismu nebo k modelovani chovani kapalin
a plyni. Uvazujme ¢tvercovou koneénou miiz. Kazdému vrcholu x m¥iZe je pfifazena hodnota &(x) €
{—1,+1} (orientace rotace atomu). Definujme hamiltonian H(§) = — 3>, §(2)€(y), kde x ~ y
znadi, Ze x a y jsou sousedé na miizi (uvazujeme periodické okrajové podminky). Pravdépodobnost
konfigurace € je mg(§) = Ziﬁe’ﬂH(g), kde parametr 5 > 0 se nazyva inverzni teplota a Zg je normujici
konstanta. Pro § = 0 méa kazda konfigurace stejnou pravdépodobnost, jedna se o ndhodné pfifazeni
—1 a +1 vrcholiim mfize. Pro 8 > 0 méa vétsi pravdépodobnost konfigurace, kde se sousedi pfitahuji.
Pro 8 — oo prevlada jeden stav. Na levém obrazku je simulace modelu na mi#izi 10 x 10 pro 8 =0,
zatimco na pravém pro 3 = 0.5, ¢erné kolecka predstavuji vrcholy s hodnotami +1, bilé s hodnotami
—1. Pro Isingtiv model v Z?2 je kritickd hodnota, kdy dochéazi k tzv. fazovému prechodu, rovna
B =B = tlog(l+ V/2) = 0,441 (analyticky spoc¢tena Onsagerem [19], 1944). Pro 8 > f3. je kov
magnetizovany, pro S < (. je neuspofadany (vice riznych rovnovaznych stavii, oba spiny zastoupeny
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stejné). Zobecnéni: obecnéjsi graf nez miizka; energie odpovidajici dvojici spinu (hrané grafu) muze
byt obecnéjsi nez £(x)&(y); vétsi dimenze; vnéjsi magnetické pole (v definici H).
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(b) informatika: pfiblizné urceni poctd prvkh velké mnoziny (¢itaci problémy), uméld inteligence, opti-
malizac¢ni problémy (napf. problém obchodniho cestujiciho), studium znadhodnénych algoritmi (cho-
vani pro rostouci velikost problému).

Tlustracn pfiklad: hard-core model — méjme graf G = (V, E), kazdému vrcholu grafu je pfifazena
hodnota 0 nebo 1. Zajimaji nas takové konfigurace, kde dva vrcholy spojené hranou nemaji hodnotu
1 zaroven. Kolik je pripustnych konfiguraci? Jaky je stfedni pocet jedni¢ek v nadhodné pripustné
konfiguraci? Pro n vrcholi je vSech moznych pfifazeni 0 a 1 celkem 2™. Pro velké n nemozné pocitat
pifmo. Napf¥. pro n = 64 (mifz 8 x 8) je 264 = 1,8 - 10!, coz presahuje moznosti poéitacti. Proto se
simuluje ndhodné pripustné konfigurace metodami MCMC.

Druhy ilustracni priklad: nahodnda g-obarveni — kazdy vrchol grafu ma jednu z ¢ barev tak, aby
sousedé neméli stejnou. Pro rovinny graf staci ¢ = 4, aby mnozina vsech g-obarveni byla neprazdna.
Kolik je vsech g-obarveni?

(c) prostorové statistika: vzorky z prostorovych stochastickych modelt — bodové procesy, ndhodn4 pole.

(d) aplikovana statistika: pfedevsim bayesovsky kontext — lze formulovat statistické modely, které by
jinak nebylo mozné efektivné analyzovat (pouZiti v obrazové analyze, grafickych modelech nebo pfi
detekci zmény). Uplatnéni pro statistickou inferenci pro problémy v biostatistice, genetice, epidemi-
ologii nebo finanéni matematice (GARCH modely).

Literatura: Z celé fady knizek a monografii vénované problematice MCMC jmenujme [2], [5], [8], [9],
[13], [18] a [21].

2. Simulace

Zde zminime pouze zadklady, zdjemce o podrobnosti mohou navstévovat prednasku prof. Antocha Simu-
lacni metody a statistika.

P#i ndhodnych simulacich se vyuzivd generator pseudondhodnych ¢isel (jsou vytvofend determi-
nistickym algoritmem, ale maji vlastnosti jako ndhodnd ¢isla). Budeme pfedpokladat, Ze mame dobry
generdtor z rovnomérného rozdéleni na [0, 1], mél by mit tyto vlastnosti: ndhodnost (rovnomérnost a ne-
korelovanost), dlouhd perioda, vypocetni efektivita, opakovatelnost (nastaveni seed), pfenositelnost (na
rizné pocitade), homogenita.

2.1 Pfimé metody

1. simulace ndhodnych veli¢in s diskrétnim rozdélenim: (zk,px), k =1,2,...
(a) obecnd metoda: interval [0, 1] rozdélime na disjunktni podintervaly

n—1 n
L =[0,p1], In= (Zpk,Zpk] pron > 1.
k=1 k=1

Tedy kazdé hodnoté x; prislusi interval I, délky odpovidajici pravdépodobnosti py. Necht
U ~ R(0,1), pokud U € I, pak x, je vybér z daného rozdéleni. V praxi je podstatné, kolik

2



(b)

porovnani provedeme pro nalezeni takového n. Nejpfirozenéjsi je pouziti while cyklu (syntaxe
jako v R):

k <= 1; u <- runif(1); s <- pl[1];

while (s<u) { k <- k+1; s <- s+plkl; }; print(x[k]);

Predpokladame, ze ve vektorech p a x jsou ulozeny pravdépodobnosti py a hodnoty z. Pro
tuto situaci je nejvyhodnéjsi, kdyz x; jsou sefazeny od nejvétsi pravdépodobnosti k nejmensi.
Pokud veli¢ina miize nabyvat spocetné mnoha hodnot, nelze mit p a x ulozeno jako vektor. Je
mozné pravdépodobnosti py, pocitat v kazdém kroku cyklu (¢asto se s vyhodou pouzije znalost
pfedchozi hodnoty pravdépodobnosti).

Priklad: simulace z Poissonova rozdéleni.

vyuziti interpretace nebo vlastnosti daného rozdéleni.

Priklady: binomické (soucet alternativnich), geometrické (¢ekdni na prvni tspéch), Poissonovo
(definice Poissonova procesu pfes exponencidlni pfirtstky).

2. simulace ndhodnych veli¢in se spojitym rozdélenim: hustota f(x), distribu¢ni funkee F'(x), kvantilova
funkce F~1(u)

(a)

inverzni metoda: pokud U ~ R(0,1), pak F~1(U) ~ F.

Diikaz: P(F~Y(U) < z) =P(U < F(x)) = F(z).

Pozn.: metoda (a) u diskrétniho rozdéleni odpovida této metods.

Priklad: —5logU ~ Exp()).

vyuziti interpretace daného rozdéleni.

Priklady: T'(n, \) pro n € N lze simulovat jako soudet exponencialnich, x2 jako soucet druhych
mocnin nezavislych normalnich (jedna se o I'(n/2,1/2)).

transformacni metoda: vhodna transformace ze znamych.

Priklad: normalni N(u,o?) — Box, Muller: \/—2Tlog Uy cos 27tUs, v/—2log Uy sin 27Us ~ N(0, 1)
nezavislé, kdyz Uy, Us ~ R(0,1) jsou nezéavislé. Jde vlastné o to, Ze se dvojrozmérna hustota
normalniho rozdéleni ptepise do polarnich soufadnic. Kdyz X ~ N(0,1), tak u+oX ~ N(u,0?).
Zména polohy a métitka je jednoduché transformace, ktera se da vyuzit v mnoha jinych rozdé-
lenich.

3. simulace nahodnych vektoru

(a)

transformace: vhodné transformace z ndhodného vektoru, ktery umime simulovat (nejcastéji
s nezavislymi slozkami).

Priklad: normalni Ng4(p,X) — nalezneme-li matici A (tzv. odmocninova matice) takovou, Ze
¥ = AAT| pak miizeme vyuzit toho, Zze pokud X ~ Ng(0,1;), tak Y = pu+ AX ~ Ng(u, X).
K nalezeni odmocninové matice 1ze uzit Choleského rozklad (A bude dolni trojihelnikova).
vyuziti interpretace daného rozdéleni.

Priklad: Wishartovo rozdéleni (zobecnéni I'-rozdéleni) — kdyz X4, ..., X, je vybér z Ny(u, X),
tak 7 (X — p)(Xi — )T ~ Wa(n/2,571/2). Pro d = 1 se jedna o 0®x?2, obecné je W1 («, 3)
pfesné I'(«, 3).

2.2 Zamitaci metoda

Uvazujme méritelny prostor X' se o-konec¢nou mirou p. Checeme simulovat ndhodny element z rozdéleni
dané hustotou f vzhledem k p.

Lemma 1. Simulace X ~ f je ekvivalentni simulaci (X,U) z rovnomérného rozdéleni na mnoziné
{(z,u): 0 <u< f(x)}.

Dikaz: Kdyz (X,U) ~ R({(z,u) : 0 < u < f(x)}), pak margindlni rozdéleni X je f(z). Naopak kdyz
méme X ~ f a vygenerujeme U ~ R(0, f(X)), tak (X,U) ~ R({(z,u) : 0 < u < f(x)}), protoze
[ u) = flu|2)f(2) = 1.
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Pokud neumime generovat rovnomérné z oblasti {(z,u) : 0 < u < f(x)}, tak miZeme generovat
z vétsi a omezit se jen na body, které padnou dovnit¥.

Predpokladejme, Zze zname hustotu f az na normujici konstantu, tj. zndme f* = cf a ¢ nezname.
Méjme pomocnou hustotu g spliiujici f*(x) < Mg(z) pro vSechna z € X. Pfedpokladejme, Ze zndme kon-
stantu M a ze z hustoty g umime jednoduse simulovat. Potom mtizeme definovat nasledujici algoritmus
simulace z rozdéleni s hustotou f.

Algoritmus 1. Zamitaci metoda (rejection method):
1. generuj X ~ g,
2. generuj U ~ R(0,1) nezévisle na X,
3. kdyz U < 47 ((X)) tak poloz Z = X, jinak se vrat na 1.

RV

Pozn.: Pro omezené hustoty na omezené mnoziné lze volit g konstantni (jako na obrazku). Potom staéi
v prvnim kroku generovat z rovnomérného rozdéleni. Tato volba ovSsem muZe byt velmi neefektivni.

Véta 2. Hodnota Z z algoritmu 1 pfedstavuje vybér z f. Pocet iteraci predchazejicich jejimu vygenero-

vani ma geometrické rozdéleni s parametrem 5. To znamend, Ze ocekavany pocet iteraci pro vygenerovani
Z je 7.
Diikaz: Ukézeme, ze podminéné rozdéleni [X | U < IC[;(())(())] mé hustotu f:
(X
x =
< X
Mg@)) (U < {555 | X = 2) g(a) p(d)
— 1\f4 g((g;))g ()
[ Artete) mda)
Mg(w) 918 H
f *(x)

Vyuzili jsme Bayesovu vétu. Z véty o uplné pravdépodobnosti pak dostaneme pravdépodobnost pfijeti

p(v< £ < [o (U < L5 X =0 ) gtoyutas)

-/

c
M .

(9; ) u(da) =

O

Pozn.: U g rovnéz neni nutné znat normujici konstantu. Dilezita je znalost konstanty M, kterou neni
vzdy lehké uréit! Urcuje efektivitu algoritmu (éim bliz ¢, tim 1épe). Aby bylo moZzné zamitaci metodu
pouzit, tak f/g musi byt omezené, to znamend, Ze g musi mit téz3i chvosty nez f, napf. simulace N(0, 1)
pomoci Cauchyho rozdéleni (ne naopak).

Priklad: simulace ndhodného vektoru s FGM (Farlie, Gumbel, Morgenstern) rozdélenim, které je dané
hustotou f(z,y) = g1(x)g2(y)(1+ A(2G1(z) — 1)(2G2(y) — 1)), kde —1 < XA <1 a g; resp. G; jsou hustota
resp. distribu¢ni funkce néjakych ndhodnych veli¢in (i = 1,2). Plati f(z,y) < 2g1(z)g2(y), tedy M = 2,
¢ =1 a pravdépodobnost ptijeti je 1/2.



2.3 Smésovaci metody

Na rozdil od zamitaci metody ted cilovou hustotu f ,aproximujeme zespodu“. V podstaté vyuzivame
rozkladu f(z) = > pifi(x), kde Y p; = 1 a f; jsou hustoty, ze kterych umime simulovat.

Priklad: dvojné exponencialni rozdéleni — f(x) = (f1(x) + fi(—x))/2, kde f1(x) je hustota exponencial-
niho.

Obecné jsou smésovaci metody zaloZzené na vztahu f(z,y) = f(z | ) f(y). Pokud je smés Y diskrétni
dostédvame predchozi vyjadieni. VSimnéme si, Ze nepotfebujeme znat marginalni rozdéleni f(x).
Priklad: pro t-rozdéleni s n stupni volnosti je X | Y =y ~ N(0,n/y), Y ~ x2.

Pro d-rozmérné t-rozdéleni s n stupni volnosti a matici ¥ je X | Y =y ~ Ny(p,n3/y), Y ~ x2.

2.4 Monte Carlo integrace

Cilem je vy¢islit integral Efh(X) = [, h e ) u(dx). Monte Carlo integrace je zaloZena na simulaci
Xiq,...,X,, iid. s hustotou f a aproxnnam daneho integralu primeérem h,, = % Z;":l h(X;), ktery
podle silného zédkona velkych ¢isel konverguje k E ¢h(X).

Vime, Ze var hy, = L var h(X1) lze nestranné odhadnout pomoci

U = m > () - him)”.

j=1
7 centralni limitni véty plyne, Ze pro velkd m ma M+¢f_}l(m pfiblizné N(0,1) rozdéleni. MiZzeme

tak sestrojit pfiblizné intervaly spolehlivosti pro aproximaci integralu E h(X). Nasimulovany vybér
X1,..., X, se da pouzit opakované pro rtizna h.

OvsSem ne vzdy je optimélni simulovat pfimo z f (nékdy to ani neumime). Alternativni pfistup je
tzv. importance sampling zaloZeny na vztahu

Eh(x) = [ (10 52) gt nian.

Pro vy¢isleni E¢h(X) se nyni pouZije aproximace

% (X))
> h(X;) < (1)

kde Xy,...,X,, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou g (tzv. importance hustota). Pokud supp g 2O
supp f (f(z) > 0= g(z) > 0), tak (1) konverguje k E ;h(X) podle silného zdkona velkych ¢isel.
Hustota g muze byt teoreticky libovolna, ale je vhodné, aby méla nasledujici vlastnosti:
1. jednoduse se z ni simuluje (nebo mame k dispozici vybér z g),
2. jednoduée se d4 spocitat g(x) pro libovolné z,
3. [h(x pu(dz) < oo, coz zajisti koneény rozptyl (1). D4 se ukdzat (z Cauchyovy-Schwarzovy
nerovnostl) ze rozptyl (1) je minimalni (dokonce roven 0) pro g(z) o« h(x)f(z), kde o znaéi rovnost
aZ na multiplikativni konstantu. Proto je dobré, kdyz g je blizka ch(z) f(x).
4. Kdyz sup f/g = o0, tak velky vyznam je davan nékolika malo hodnotam X, pro které je podil f/g
velky, proto neni dobré, kdyz g mé lehké chvosty (napf. normalni rozdéleni). Kdyz sup f/g = M <
00, tak lze uzit zamitaci metodu pro simulaci pfimo z f.
Pokud nezname normujici konstanty u f a g, tak lze pouzit samonormugici (selfnormalised) impor-
tance sampling:

(2)

Podle silného zakona velkych ¢isel konverguje (2) k

J (@) f*(@)g(@)/g* (@) p(dx) _ (cp/cg)Eph(X) _
[ f(@)g(x)/g*(x) p(dz) ¢t/ =Esh(X),



kde ¢y = f*/f a ¢g = g*/g. Misto nestrannosti ted mame pouze asymptotickou nestrannost (2).

Vyhoda MCMC je, Ze misto generovani nezavislych vzorkid (coz muze byt tézké) generujeme mar-
kovsky fetézec. Zavislosti v markovském fetézci zpiisobi vétsi rozptyl, ovSsem ten mize byt snizen vétsim
poctem vygenerovanych vzorki.

3. Bayesovska statistika
Existuje specidlni prednaska Bayesovské metody prof. Huskové.

3.1 Bayesova véta

Ve statistice obvykle pracujeme s pozorovanim z, které se povazuje za realizaci ndhodného elementu X
v néjakém méfitelném prostoru (X, X). Pfedpoklada se, Zze X ma rozdéleni s hustotou f(z | §) vzhledem
k o-koneéné mife pu. O funkci f(x | 0) se mluvi také jako o vérohodnosti (likelihood). V klasickém
parametrickém piistupu je § € © € B(RY) vektor neznamych hodnot. Oproti tomu bayesovsky piistup
povazuje 0 za d-rozmérny nahodny vektor s hustotou vici néjaké o-konecné mire v. Bayesovsky pristup
je zaloZen na kombinaci historické informace o parametru 6 a pozorovanych dat. Informace o moznych
hodnotéch 6 pfed experimentem urcuje apriorni (prior) hustota 7(0). Aposteriorni (posterior) rozdéleni
0 za podminky X = z je pak dano Bayesovou vétou

L @l
"019) = T Toyee v < T OO,

pokud je jmenovatel nenulovy. Pro uziti zamitaci metody nebo importance samplingu znalost 7(6 | z)
az na normujici konstantu staci, tedy pro tyto metody neni nutné znat jmenovatel presné.

Pokud bychom nyni uvaZovali nové nezavislé pozorovani y spojené s 6, pouzijeme 7(6 | x) jako
apriorni hustotu pro 6 a opétnou aplikaci Bayesovy véty dostaneme nové aposteriorni rozdéleni. Neni
tézké ukazat, ze vysledek nezavisi na pofadi, v jakém pozorovani zpracovavame (viz cviceni).

Mizeme si vSimnout, Ze u 7w(f) se nemusi specifikovat normujici konstanta (ve vypoctu (6 |
x) se zkrati). Pokud je jmenovatel koneény pro p-s.v. x € X lze uzit i nevlastni hustotu w(6), tj.
[ m(0) v(df) = co. Napiiklad neuréité apriorni rozdéleni (7(6) je konstantni) je obvyklou volbou, pokud
nemame predstavu o apriornim rozdéleni. Nevlastni apriorni hustoty mohou vést k divnym zavérum:
kromé toho, Ze aposteriorni rozdéleni nemusi byt vlastni (napf. X | § ~ R(0,0), =(#) = 1,0 > 0, pak
[ f(z]0)m(#)d = [ §db), tak mize zaviset na parametrizaci, proto je tieba je pouzivat opatrné. Ne-
urdité apriorni rozdéleni, které nezavisi na parametrizaci 6, je dano tzv. Jeffreysovou hustotou (Jeffreys’

density) ©(0) = \/det I(0), kde

f@mm(“%ﬂﬂwm%ﬂwm>

a6; a0,

je Fisherova informacni matice o 6.

Statistickd inference je zaloZzena na aposteriornim rozdéleni 6. Jakmile ho mame, tak nas vétSinou
zajimaji jeho charakteristiky, které shrnuji informaci o rozdéleni 6, napt. aposteriorni stiedni hodnota
(posterior mean) je E[f | X = x] nebo aposteriorni rozptyl (posterior variance) je var[d | X = z]. K vy-
po¢tu aposteriorni stfedni hodnoty néjaké funkce 6 je tieba se vypofddat s (vétSinou vicerozmérnym)
integralem typu [h(0)w(f | x)v(dF). Ten lze analyticky spocitat jen v nékterych specidlnich piipa-
dech, proto se musi vyuzit numerické integrace, Monte Carlo integrace, asymptotické aproximace nebo
nejcastéji MCMC metod.

3.2 Konjugovana rozdéleni

Definice 1. Rekneme, 7e P je systém hustot konjugovanych (conjugate) s f(z | 0), pokud pro kazdé
7w(0) € P jen(0|x) € P pros.v. z.

Pozn.: Zfejmé systém vSech hustot je konjugovany s libovolnym modelem pro pozorovani. Definice kon-
jugovanych rozdéleni je uzite¢na pouze pro rozumné velké t¥idy hustot.

Priklad: T¥ida normalnich rozdéleni je konjugované pro normalni pozorovani se zndmym rozptylem (viz
cvieni).



Vyhoda konjugovanych rozdéleni spociva v tom, ze prechod od apriorniho k aposteriornimu je pouze
zména parametri bez nutnosti dalsich vypocti. Neboli aktualizace rozdéleni 6 je jednoduché. Na druhou
stranu nevyhodou je jisté omezeni na volbu apriorniho rozdéleni. Konjugované rozdéleni nemusi byt
vhodnou volbou pro dany problém. Je tfeba volit kompromis mezi realitou a vypocetni zvladnutelnosti.

PopiSeme moznou konstrukei systému konjugovanych hustot pro exponencilni rodinu (exponential
family) rozdéleni, tj. rozdéleni s hustotou tvaru

[z ]0) —eXp{ch ) + A(0) + B(x)}. 3)

Jj=1

Tvrzeni 3. Systém hustot
w(0) = C(as,...,aq,0 exp{Zajcj )+ BA(0)}

je konjugovany s f(z | 6) danym (3).
Dikaz:

70| x) x f(z | O)7(0) x exp{z c; (0 )+ A6 }exp{z ajci(0) + BA(0)}

j=1

= exp{Z(a;‘ + Tj(2))c; (0) + (B + 1) A(0)}.

Jj=1

O

Mnoho pouZivanych rozdéleni je exponencidlniho typu (napf. normélni, ', binomické, Poissonovo).
Do exponencialni rodiny nepatii napf. rovhomérné nebo t-rozdéleni.

S rostouci dimenzi a komplikovanosti modelu je tézsi obdrzet konjugovana rozdéleni. Pro vicepa-
rametrické modely hraje v MCMC metodéch dilezitou roli tzv. podminénd konjugovanost (conditional
conjugacy). Pro § = (01,...,04) polozme 0_; = (01,...,0;—1,0;41,...,04), i = 1,...,d. O podminéné
konjugovanosti (conditional conjugacy) parametru 6; mluvime, pokud = (6; | 0—;) a 7(6; | x,0—;) jsou
stejného typu pro i € {1,...,d}.

Priklad: Kdyz apriorni rozdéleni mé nezéavislé slozky (w(0) = m1(61) - - - mq(64)) a margindlni slozky 7;(6;)
jsou konjugované s f(z | 0;), pak dostdvame podminénou konjugovanost.
Pozn.: Existuji pfiklady podminéné konjugovanosti, kdy slozky apriorniho rozdéleni nejsou nezavislé.

3.3 Hierarchické modely

V hierarchickych modelech (hierarchial models) je apriorni rozdéleni specifikovano ve vice stupnich.

Priklad: Klasicky model linearni regrese, kde nezavisla pozorovani Y7,...,Y, maji normalni rozdéleni,
ma tvar

m:zi161+"'+zid6d+o—2€i; i:17"'7n7
kde x;1, - .., x;q jsou vysvétlujici proménné pro i-té pozorovani, 31, ..., Bq jsou regresni koeficienty, chyby
£; jsou nezavislé s normovanym normalnim rozdélenim N (0,1) a 02 > 0 je rozptyl. Maticovy zapis je

Y ~ N(XB,771,),

kdeY = (Y1,..., V)T, 8= (B1,...,B4)", X = (z;;) je matice typunxd, 7 =0~2 > 0a I, je jednotkova
matice rfadu n.

V bayesovském piistupu musi byt model doplnén o apriorni rozdéleni pro parametry (3, 7). Budeme
uvazovat, Ze 3 a T jsou apriorné nezavislé, 3 ~ N4(bo, Bo) a 7 ~ I'(ng/2,n003/2), coz je ekvivalentni
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tomu, Ze ngog/0® ~ X2 . Aposteriorni rozdéleni, které mizeme vyjadiit z Bayesovy véty, je kompliko-
vaného tvaru. Nelze ocekavat, ze v tomto pripadé budeme mit konjugovanost. Ovsem dostat podminéna
aposteriorni rozdéleni neni tak slozité (viz cviceni):

Bly,m~N(bi,B1) a 7|y,B~TI(n1/2,n0%/2),

kde by = B1(By 'bo +7XTy), Bi' = By' +7XTX, ny =ng +nanio? = (y— XB) (y — XB) + noos.

Apriorni rozdéleni bylo uréeno pomoci hyperparametri by € RY, By € R4 ny € N, 02 > 0,
které se pokladaji za znamé konstanty. Nékdy muze byt vhodné tyto parametry povaZovat rovnéz za na-
hodné. Apriorni rozdéleni je pak dano ve vice krocich. Jako priklad budeme nyni uvazovat dvoustupinovy
model normdlni regrese (two-stage normal regression model). Pfedpoklddejme, Ze vektor [ je specifiko-
van pomoci regresniho modelu s vysvétlujicimi proménnymi ;;, 7 =1,...,d, j =1,..., da regresnimi
koeficienty f1, . .., 3 ;. Cely model (viz [15]) ma potom maticovy tvar

Y | 557— ~ Nd(XﬁaTilln)a
B 5~ Ny(XB,Co),

2
rr (o 1ot
2 2

kde Cy € R¥¥4, By € ]RCZXJ, no € B, 0 > 0 jsou znamé hyperparametry. Sdruzend hustota (Y, 3, 8, T)
proto spliuje

fy, 8,8,7) = fly | B.7)m(B | B)m(B)n(7),

coz bohuzel neumoziuje analyticky zvladnout analyzu modelu. Margindlni aposteriorni rozdéleni para-
metri 3, 8 a 7 neni mozné analyticky vyjadfit, ale s plnymi podminénymi aposteriornimi rozdélenimi
Ize pracovat:

5 | yaBaTNNd(bvcl)a
2
3 n Moy
T|yvﬂvﬂ F(zv 2 )a
B | yaﬁaTNNJ(blaBl)v

kde b = Cl(C(;lXB:FTXTy), Crt=Cyt+7XTX, ny =n+no, o} =ngod + (y— XTB)T(y— XT),
by = Bl(Bo_lbo + XTCO_IB) a B = (BO_1 + XTCO_1X)*1. Vidime tedy, Ze vSechny parametry jsou
podminéné konjugované. Prvni dvé podminéna rozdéleni dostdvame z toho, Ze podminéné pii Jéi jsme
v situaci predchoziho modelu. Posledni se vypoéte ze vztahu 7(3 | y, 8, 7) o (8 | B)7(3). Vsimnéme
si, ze W(B | y,3,7) nezéavisi na pozorovani y. To je disledkem hierarchické struktury modelu. Veskera
informace dané pozorovanim y se prenasi na B prostiednictvim (. Neboli Y a B jsou podminéné nezavislé
pfi daném S.

Pozn.: Hierarchické modely maji zfidka vice nez tfi stupné a obvykle je apriorni rozdéleni v nejvyssim
stupni neurcité.

4. Priklady MCMC algoritmu

Ukéazeme si nékteré MCMC algoritmy pro simulaci z cilového rozdéleni (target distribution) 7, o kterém
predpokladame, Ze ma hustotou f vzhledem k néjaké o-konecné referencni mire p na méritelném prostoru
(X,X). Oznacme Xt = {z: f(z) > 0}.

Nagim cilem je zkonstruovat markovsky retézec, jehoz limitni rozdéleni bude 7. Mnozina stavi tohoto
fetézce bude obecné nespocetna. Roli pravdépodobnosti pfechodu z markovskych fetézct se spocetnymi
stavy bude nyni hrat tzv. prechodové jadro (transition probability kernel) P(x, A), které urcuje prav-
dépodobnost prechodu ze stavu x do stavu v mnoziné A. Predpokladame, ze P je markovské jadro na
X.

Definice 2. Méritelné zobrazeni P : X x X — [0, 1] nazveme markovskym jddrem (Markov kernel) na
(X, X), pokud



(i) pro kazdé A € X je P(-, A) nezédporni méfitelnd funkce na X,
(ii) pro kazdé x € X je P(xz,-) pravdépodobnostni mira na X.

Existuje-li limitni rozdéleni fetézce, je staciondrni (invariantni), tedy spliuje
T(A) = / Pz, A)n(dz) VA€ X. (@)
X

Postac¢ujici podminka (nikoli vSak nutnd) pro invarianci  je reverzibilita (reversibility) Markovova
fetézce vzhledem k 7:
m(dz)P(z,dy) = 7(dy) Py, dz),

coz lze prepsat pomoci hustot jako

f@)p(z,y) = fy)ply,x) Y,y € X, (5)

kde p(z,y) je tzv. pfechodové hustota. Je to hustota pfechodového jadra P, tj. P(x, A) = [, p(x,y) u(dy).
Podminka (5) je zndméa jako detailni podminka rovnovdhy (detailed balance condition). Neni t&zké se
presvédcit, ze (4) je splnéna, kdyz (5) plati. Ke konstrukci markovského fetézce s danym staciondrnim
rozdélenim proto stac¢i nalézt pfechodové jadro splitujici detailni podminku rovnovéhy. To je vzdy mozné
(napf¥. Metropolistiv-Hastingstv algoritmus).

4.1 Gibbsuv vybérovy plan

Budeme predpokladat, Ze prostor X ma soucinovy tvar Hle X;, nejcastéjsi piipad je X = R?. Cilové
rozdéleni piislusi néjakému ndhodnému vektoru (X, ..., Xg).

Algoritmus 2. Gibbsiv vybérovy plin (Gibbs sampler):

1. zvol pocatecni stav z(0) = (a:§°), ... ,acgo)) € X1, poloz t = 0,

2. simuluj :zrgt-’_l) z podminéného rozdéleni X | xét), . ,:L'((it),
simuluj zgf-’_l) z podminéného rozdéleni X5 | xgt—’_l), xgt), . ,:L'((it),
simuluj mgﬂ) z podminéného rozdéleni X, | a:gtﬂ), . ,xgjll),

3. pokud t + 1 < T, tak t zvétsi o jednicku a jdi na 2., jinak ukonci algoritmus.

Pozn.: Gibbsuv vybérovy plan predpokladd, ze umime simulovat ze vSech plné podminénych rozdéleni
fx; | z—;). I pro vicerozmérné problémy tak mtzou byt vSechny simulace jednorozmérné. Jak jsme jiz
vidéli, pokud v bayesovskjch metodach dochéazi k podminéné konjugovanosti, tak z plné podminénjch
rozdéleni neni tézké simulovat, zatimco sdruzené rozdéleni mize byt pomérné komplikované a je obtizné
z ného simulovat. Jedna se tedy o situaci vhodnou pro Gibbstv vybérovy plan.

Vizdy d krokt algoritmu dé novou iteraci vektoru. Vystupem je realizace z(?, ..., z(T) Markovova
fetézce X (1),

Miizeme si polozit otézku, zda X *) konverguje pro ¢t — oo slabé k ndhodnému vektoru X bez ohledu
na volbu poé&ate¢niho stavu z(°). Jednoduchy piiklad ukazuje, 7e tomu tak nemusi byt.
Priklad: Necht (X7, X2) mé rovnomérné rozdéleni na mnozing AU B, kde A = A; X Ay a B =By X By
jsou obdélniky v R2. Potom plné podminéna rozdéleni jsou rovnomérné:

X1 | 25 ~ R(A;) pokud z5 € As,
1]%2 R(B;) pokud x5 € Bo,
Xy | 21 ~ R(A2) pokud z; € Ay,
21 R(B2) pokud z; € By.

V zévislosti na volbé pocateéniho rozdéleni zistava fetézec bud v A nebo B, nikdy se nedostane z A do
B ani z B do A. Je tedy rozlozitelny a limitni rozdéleni je rovnomérné na A nebo B (podle volby z(9)).

Za jistych predpokladi se vSak da dokazat, Ze cilové rozdéleni je stacionarni pro markovsky fetézec
xX®,



Pfechodova hustota (pokud existuje) je rovna souéinu plné podminénych rozdéleni f:

d
p,y) =[] fwilva, i, wiga, - 2a).
=1

Piislusné prechodové jadro P se nazyva Gibbsovo jdadro (Gibbs kernel).
Lemma 4. (Besag [1]) Necht f;(x;) > 0 pro kazdéi € {1,...,d} implikuje f(x) > 0, kde z = (21, ...,%q)
a f; jsou marginaly f. Potom

d
y H y’b|yla"'ayiflazi+1a"'azd) SCGX+

3
.’L‘ CL‘Z|yl,...,yi_1,$i+1,...,$d)

=1
Drikaz: 7 definice podminéného rozdéleni mame:

f(y) = f(yd | Y1, .- aydfl)f(ylv s 7yd*1)a
flyi, s ya—1,2a) = f(a | Y1, ya—1) f (Y1, Ya-1),
a odtud

_ flyalyr,- - ya)
f(y) - f(xd | yi, ... ,ydfl)f(yl, e ayd—laxd)-

Dale

fyi, - ya-1,7a) = f(Ya-1 Y1, Ya—2,2a) (Y1, -, Ya—2, Ta),
fi, - Ya—2,2a-1,%q) = f(Xa-1 | y1,- -, ya—2,%a) f (Y1, - - -5 Ya—2, Ta),
COZ znamena, ze
) = fWalyis - ya—1) fWa—1 |1, Yi—2,7a)
f@a v, ya—1) f(a—1 | y1,- ... Ya—2,Ta)

f(yl, e ayd727$d717$d)-

Takto postupné dostaneme pozadované tvrzeni.
O
Z lemmatu plyne, ze f(z)p(z,y) # f(y)p(y, x), tedy Gibbstiv vybérovy plan nedava reverzibilni feté-
zec. Miizeme vSak uvazovat pfechodové jadro s hustotou p*(y, ) = Hle fl@ilyly oy Yim1, Tig1s -5 Td)
odpovidajici simulaci ,,odzadu“ — od d-té soutadnici k prvni. Potom se d4 ukézat invariance f vzhledem
k P. Proto existuje-li limitni rozdéleni fetézce, je to nutné .

Véta 5. Za vyse uvedenych predpokladi je m invariantni mira vzhledem ke Gibbsovu jadru, tedy spliuje
(4)-

Dikaz: VyuZijeme toho, ze f(y)p*(y,x) = f(x)p(x,y), viz lemma 4. Pro A € X je

/P x, A) w(dz) // x,y) p(dy) m(dx) // x,y) f(x) u(dy) p(dz)
//f p(z,y) p(dr) p(dy) = //f w(dz) p(dy) = /f u(dy) = n(A).

O

Algoritmu 2 se také tiké systematicky (systematic) Gibbstuv vybérovy plén, protoZe slozky vektoru
se prochazeji systematicky od prvni k posledni. Modifikaci tohoto algoritmu je tzv. ndhodné prochdzeni
(random scan), kdy slozky vektoru, ze kterych simulujeme, vybirdme ndhodné (kazdou s pravdépodob-
nosti 1/d).

Algoritmus 3. Ndhodné prochdzeni v Gibbsové vybérovém plinu (random scan Gibbs sampler):

1. zvol pocatecni stav (0 = (Igo), .. (0)) poloz t = 0,
2. vygeneruj k z rovnomeérného rozdelem na mnoziné {1,...,d} a simulyj a:](€+ ) 2 podminéného roz-
déleni X} | zgt), . ng) 1,x§:}rl, e ,zg), poloz z§t+1) = z§t) pro j # k,

3. pokud t+1 < T, tak t zvetsi o jednicku a jdi na 2., jinak ukonci algoritmus.
Tento algoritmus jiz vede na reverzibilni markovsky Fetézec.
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4.2 Metropolisuv-Hastingsuv algoritmus

Bud @ markovské jadro na X. Necht Q(z,dy) = q(z, y)u(dy) pro n&jaké ¢ a Q(z, X+*)=1proz & X*.
Funkce ¢ se nazyva ndvrhovd hustota (proposal density).
Definujme pravdépodobnost prijeti navrhu (proposal acceptance probability) jako

i { FWaw.r)
a(z,y) = {;mn { Flo)a(ey) 1} pro f(z)q(z,y) >0,

jinak.

Algoritmus 4. Metropolisiv-Hastingstiv algoritmus (Metropolis-Hastings algorithm):
1. Zvol (9 € X libovolng, poloz t = 0.
2. Generuj y z rozdéleni Q(z"),-). S pravdépodobnosti a(z®,y) je kandidat y piijat (z(TD = g),
s pravdépodobnosti 1 — a(z(®), y) je zamitnut (z(+1) = 2®).
3. Pokud t 4+ 1 < T, tak zvétsi ¢ o jednicku a jdi na 2., jinak ukonci algoritmus.
Pozn.: Vygenerovany fetézec skoro jisté neopusti X, protoze kdyz f(y) = 0, tak a(x,y) = 0.
Algoritmus zévisi na f jen pfes podil f(y)/f(z), proto neni nutné znat normujici konstantu u hustoty
f. Podobné neni nutné znit normujici konstantu u ¢. Dalsi vihoda Metropolisova-Hastingsova algoritmu
spociva v tom, Ze simulujeme z rozdéleni ¢, které si volime libovolné. Na rozdil od Gibbsova vybérového
plénu tedy nemusime znat podminéné hustoty cilového rozdéleni (a umét z nich generovat). Nevyhodou
je, ze pokud ¢ je nevhodné zvoleno mtize byt pravdépodobnost pfijeti ndvrhu ¢asto mald (tudiz pocet
zamitnuti je velky a Fetézec dlouho zlistava v jednom stavu), coz snizuje efektivitu algoritmu.

Definujme

_ Ja(z,y)a(z,y) prox #y,
po(:rvy) - {0 pro z = .

Potom po(z,y)f(x) = po(y,z)f(y), protoze a(x,y) < 1 znamend a(y,z) = 1 a naopak. PoloZme
r(z) = 1 — [ po(x,y) u(dy) pravdépodobnost, ze X neopusti v jednom kroku. Potom piechodové
(Metropolisovo-Hastingsovo) jadro je P(x,dy) = po(z,y)p(dy) + r(x)d.(dy), kde &, je Diracova mira
v bodé x, tj.

1, z€A,

0x(A4) = {0, z ¢ A

Véta 6. Clilové rozdéleni m s hustotou f je invariantni pro Metropolisovo-Hastingsovo jadro.
Diikaz: Pro A € X je

[P yatan = [ Pl i@ uan) = [ ([ oenutan) s + [ r@s (41 e
-/ ( / po<m,y>f<m>u<dm>) ) + [ r@)f(e) ulao)
= [ G007 ) o) pldy) + [ r(a) @) (a0
= [ uta) + [ @) @) = [ 7 utan) = n(a)

O

Priklady:

(a) ndhodnd prochdzka (random walk): X = R?, q(z,y) = qo(y—x). Tedy pro dané x je ndvrh Y = 2+ 7,
kde Z ma hustotu ¢g. Typicka volba pro qg je hustota d-rozmérného normélniho rozdéleni nebo
rovnomérné rozdéleni na d-rozmérné kouli. Je-li qo(z) = go(—=z), mluvime o symetrické ndhodné
prochézce (symmetric random walk) a «(z,y) = min{ f(y)/f (), 1}, tedy kandidata s vé&t$i hodnotou
cilové hustoty pfijmeme vzdy. Neni proto nutné vycislovat ¢q. Algoritmus se symetrickou navrhovou
funkci (q(z,y) = q(y,z)) se nékdy nazyva kratce Metropolistiv. Byl poprvé uvazovén v ¢lanku
Metropolise a kol. (1953), kde lze rovnéz nalézt heuristicky dikaz konvergence. P¥inos Hastingse
(1970) spociva v zobecnéni na nesymetrické navrhy, rigoréznim dikazu konvergence a zaméfeni na
statistické problémy.
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(b)
()

multiplikativni ndhodnd prochdzka (multiplicative random walk): X = R?, q(z,y) = iqo (log %)
Odpovida situaci, kdy navrh je Y = ze?, kde Z méa hustotu qq.

nezdvisly vgbér (independent sampler): q(x,y) = qo(y) pro vSechna x € X (ndvrhova hustota nezavisi
na soucasném stavu). Definujme w(z) = f(x)/qo(z), potom je a(z,y) = min{w(y)/w(x),1}. Je-li
qo = f, je w = 1 a algoritmus dava ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou f. Situace pfipominé
importance sampling, kazdému stavu je pfifazena vaha (podil cilové a pomocné hustoty). Navrhy
s vétsi vahovou funkei jsou Gastéji pfijimény. Opét je vhodné, aby vahova funkce byla omezena (jinak
fetézec miize po dlouhou dobu zistavat ve stavech s velkou vahou) a co nejblizsi konstantni jednicce.
Aby se zajistila omezenost w je dobré volit ¢g s tézkymi chvosty (napf. mnohorozmérné ¢-rozdéleni
pro X = R%).

autoregresni Tetézec (autoregressive chain): X = R%, q(z,y) = qo(y — a — b(x — a)), kde a € R?
a b€ R jsou pevné. Navrh je Y = a + b(x — a) + Z, kde Z m4 hustotu ¢g. Jedné se o prostiednika
mezi ndhodnou prochdzkou (b = 1) a nezavislym vybérem (a = b = 0). Pro 0 < b < 1 tato strategie
stahuje soucasny stav smérem k a. Volba b < 0 vede na zaporné korelace v Fetézci, coz snizuje rozptyl
odhadt stfednich hodnot funkci stava.

zamitact vijbér (rejection sampler): P¥ipomenme, Ze pfi simulovani zamitaci metodou (algoritmu 1)
potfebujeme, aby platilo f(z) < Mg(x) pro véechna z a n&jakou konstantu M. Casto je konstanta M
tak velkd, ze pravdépodobnost pfijeti je velmi mald. Pokud neplati f(z) < Mg(x) a pouZzijeme zami-
taci metodu, dostavame vybér z rozdéleni s hustotou go(x) o min(f(x), Mg(z)). Nyni mizeme uzit
Metropolistiv-Hastingstv nezavisly vybér s go. Ozna¢me C = {z : f(x) < Mg(z)}, pravdépodobnost
prijeti je potom

1 prox € C,
f(W)qo(z) 1) = Mg() prox g C,yeC,

T@a®) =) 1 e
mln{f(l)g(y),l} prox &€ C,y ¢ C.

afx,y) = min{

Hlavni ¢ast celého algoritmu se tedy sklada ze dvou krokti. V prvnim se generuje navrh z rozdéleni
s hustotou timérnou min(f(y), M g(y)) pomoci zamitacitho vybéru a v druhém se tento navrh pfijme
s pravdépodobnosti a(z, y).

Langeviniv algoritmus (Langevin algorithm): X = R4,

1 ly -« — o*Vlog f(z)/2]*
q(z,y) = WGXP{ 902 )

kde o je vhodny parametr a V oznacCuje gradient. Algoritmus uziva informace o gradientu cilové
hustoty f, navrh neni centrovan v soucasném stavu, ale je nasmérovan tam, kde bude pravdépodobné
cilova hustota nabyvat vyssi hodnoty.

hybridni algoritmus (hybrid algorithm): kombinace Metropolisova-Hastingsova algoritmu a Gibbsova
vybérového planu. Dejme tomu, Ze chceme simulovat ndhodny vektor (Xi, Xs), pFitom simulace
z X1 | X2 je jednoduché, ale z X5 | X7 nelze pfimo simulovat. Misto toho pouzijeme pro aktualizaci
druhé slozky Metropolisovo-Hastingsovo jadro se staciondrnim rozdélenim Xo | X;. Tento hybridni
algoritmus se nékdy také oznacuje jako Metropolis-within-Gibbs algorithm.

5. Markovovy retézce

V této kapitole zopakujeme zakladni vlastnosti markovskych fetézcti s diskrétni mnozinou stavi a poté
pfejdeme k situaci s obecnou mnozinou stavi. Stavovy prostor budeme opét znadit (X, X).

5.1 Diskrétni mnozina stavu

Predpokladejme, Ze mnozina stavi X = S je nejvyse spocetna.

Definice 3. Mg&jme posloupnost ndhodnych veli¢in {X,,,n € Ny} definovanych na pravdépodobnostnim
prostoru (€2, A, P) a nabyvajicich hodnot v prostoru S. Rekneme, ze {X,,n € Ng} je Markouviv retézec
(Markov chain) s mnoZinou stavi S, jestlize plati

P(Xn—i-l :j|Xn:i;Xn—1 :in—l---;XO:iO):]P)(Xn-i-l :¢7|Xn:z)
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pro v8echna n € Ny, 4,5,ip—1,...,50 € S, pro kterd P(X,, = i, X,—1 = in—1,...,X0 = i0) > 0. Kdyz
navic P(Xp4m+1 =7 | Xntm = 1) = P(Xp41 =7 | X» = i) pro libovolné m € N, n € Ny a ¢,j € 5, tak
mluvime o homogennim (homogenous) fetézci.

UvaZzujme homogenni Markoviv fetézec {X,,,n € No} a pfipometime zékladni definice a vlastnosti
z prednasky Ndahodné procesy, které rozsifime o nékteré dalsi poznatky.
Pro kone¢né rozmérna rozdéleni {X,,,n € Ny} plati

P(Xo =i0,--, Xn = in) = DigPigis *** Pin_vin> (6)

kde p; = P(Xo = j) jsou pocdtecnt pravdépodobnosti (initial probabilities) a p;; = P(Xp11 =7 | Xy = 1)
jsou pravdépodobnosti prechodu (transition probabilities).
Pravdépodobnosti prechodu fadu n jsou

P =P(X,=j| Xo=1), ije€S.
Chapmanova-Kolmogorova rovnost ma tvar

P =" pip ™, i€ Synom e Noym <.
kesS

Stav j fetézce {X,,} je:
o trvaly (recurrent), pokud P(7;; < c0) =1, kde 7;; = min{n > 0: X,, = j | Xo = j} je doba prvniho
(n) _

navratu do j. Ekvivalentng, kdyz plati Y 2 ( p;"’ = oo.

e trvaly nenulovy (positive recurrent), pokud E7;; < co.
e neperiodicky (aperiodic), pokud nejvétsi spoleény délitel prvkd mnoziny {n > 0 : p;;;) > 0} je roven
1.
Retézec {X,,} je merozloZitelny (irreducible), kdyz pro vSechna i,j € S existuje n € N tak, Ze
pz(-?) > 0. Rikdme, Ze nerozloZitelny fetézec je ergodicky (ergodic), pokud né&jaky stav j € S (a potom

v8echny stavy) je trvaly nenulovy a neperiodicky.

V nerozlozitelném ftetézci je existence trvalého nenulového stavu ekvivalentni existenci stacionar-
niho rozdéleni. Pravdépodobnostni rozdéleni 7 se nazyva staciondrni rozdélent (stationary distribution),
jestlize m; = > i g ﬂipl(?) pro viechna j € S a n € N. Pokud existuje {n; > 0,j € S} spliiujici
N = Zies m-pz(-?) pro vSechna j € S a n € N, pak se nazjva invariantni mira (invariant measure).
Pokud je pocéatedni rozdéleni staciondrni, tak {X,} je striktné staciondrni proces (specidlné X,, m4
rozdéleni 7 pro kazdé n).

Jsou-li v nerozlozitelném vSechny stavy trvalé nenulové a neperiodické (ergodicky Fetézec), tak sta-
cionarni rozdéleni existuje, je jediné a spliiuje

(n _

lim p;.” =m; pro vSechnai,j €S,

oot b
neboli je limitnd (limitting). Dokonce plati
; (n) _
dim Y |pi —ml =0,
JjeES

Navic pro ergodicky fetézec plati tzv. ergodickd véta. Je-li E|h(X)| = >, |h(i)|m; < oo, potom

lim %, =E,h(X) P-sj.,

n—oo

kde h je realnd méfitelna funkce na S, h, = L 37 | h(X;) a Exh(X) = > jes hj)m;.

Rekneme, ze markovsky Fetézec se staciondrnim rozdélenim 7 je reverzibilni (reversible), spliuje-li
TiDij = TjPji, Vi,j € S.
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Ergodicky Fetézec je geometricky ergodicky (geometrically ergodic), existuje-1i 0 < A < 1 a funkce V
tak, ze
ST — @ V(AT Vie S,neN. (7)
JjES
Nejmensi A, pro né7 existuje funkce V spliiujici (7), se zna¢i A* a nazyva se geometricky 7dd konvergence
(geometric rate of convergence).
Necht existuji vlastni ¢isla Ao, A1, ... a vlastni levé vektory eg, e1, ... matice P = (p;;), tj.

Z er(4)pij = Arer(d)-

€S

Ziejmé Ao = 1 a g = m. Pro geometricky ergodicky fetézec jsou {\;,i € N} stejnomérné odrazené od
+1 a plati \* = sup;cy |Ai] < 1, tj. A* je druhé nejvétsi vlastni ¢islo - SLEM (second largest eigenvalue
modulus). Toto tvrzeni je diisledkem Perronovy-Frobeniovy véty, kterd udava tvar matice P™.
Za predpokladu geometrické ergodicity plati centralni limitni véta pro ergodické priméry h, =
% Z?:l h(X;):
Vi (B — E-h(X)) = N(0,02),

n—oo

kde pro limitni rozptyl plati o2 < }fﬁ: var, h(X).

5.2 Obecna mnoZina stavu

Necht X je obecnd mnozina a o-algebra X je spocetné generovana. Podrobnosti k teorii markovskych
Fetézcl s obecnym prostorem stavi lze nalézt v [17].

Mnoho vysledkt pro diskrétni prostor stavi se da zobecnit na situaci s obecnym prostorem stavi.
Misto pravdépodobnosti prechodu je tfeba pouzivat markovska prechodova jadra. Nasledujici véta je
zobecnén{ vztahu (6), ve kterém jsou kone¢né rozmérnd rozdéleni vyjadfena pomoci pravdépodobnosti
prechodu.

Véta 7. Je ddno markovské jaddro P na (X, X) a pravdépodobnostni rozdéleni ¢ na X. Existuje ndhodny
proces {X,,n € No} takovy, ze

P(Xo € Ao, ..., Xn € Ay) :/ / P(yn—1, An)P(Yn—2,dyn—1) --- P(yo,dy1)o(dyo)  (8)
Ao An—1

pro vSechnan € Ng, Ag,..., A, € X.

Dikaz: (ndznak) Projektivnost se ovéfi poloZzenim A,, = X. Existence plyne z Danielovy-Kolmogorovovy
veéty.
Ul

Definice 4. Rekneme, Ze nahodny proces {X,} s obecnou mnozinou stavii X je homogenni Markoviv
fetézec (homogenous Markov chain) s pfechodovym jadrem P a pocateénim rozdélenim p, pokud jeho
koneéné rozmérnd rozdéleni spliiuji (8) pro kazdé n € Ny a pro vSechna Ay, ..., A, € X.

Pro libovolnou méfitelnou funkci f na A a o-konecnou miru p na X budeme psat

Pi(z) = /X f(y) Pl dy),  nP(A) = /X P, A) p(da),

neboli Pf je funkce na X a pP je mira na X.
Markovsky fetézec 1ze ekvivalentné zavést pomoci markovské vlastnosti.

Tvrzeni 8. Necht {X,} je homogenni markovsky fetézec generovany prechodovym jadrem P a h je
omezena méritelna funkce na X. Potom pro kazdé n € Ny plati

E[(Xns1) | X, ..., Xo] = Ph(X,).
Pozn.: Pravé strana je vlastné E[h(X,,4+1) | Xn].
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Definice 5. Polozme P%(x, A) = 6,(A). Prechodové jdadro n-tého Fddu (n-step transition probability
kernel) je ddno induktivné vztahem

P"(m,A):/ P(y, A) P" Y(z,dy), neN.
X

Tvrzeni 9. (Chapmanova-Kolmogorovova rovnost) Pro n,m € Ny a m < n plat{
P"(z, A) :/ P ™ (y, A) P (z,dy).
x

Diikaz: 'V (8) staci polozit 9 = 0., A; = X,i=0,...,n—1a A, = A. Definice P™ a P"™™ se pouZije
pro prvnich m a poslednich n — m integrandi.

U
Definice 6. Pravdépodobnostni rozdéleni 7 na X nazveme limitni rozdéleni (limitting distribution)

Markovova Fetézce {X,,} generovaného P, jestlize

lim P"(x,A) =7n(A) prom-s.v.xz € X, pro vSechna A € X.

n—oo

Pro dané pocatecni rozdéleni ¢ je P(X,, € A) = [, P"(z, A) o(dz), tedy P(X,, € A) — w(A).
Na definici stacionarniho rozdéleni jsme jiz narazili, viz (4).

Definice 7. Rekneme, 7e o-koneénd mira 7 na X se nazyvé invariantni (invariant), jestlize m = 7P, tj.
m(A4) = / P(z,A)n(dzx) VAe€ZX.
x

Pokud je 7 pravdépodobnostni rozdéleni, nazyva se staciondrni (stationary) rozdéleni Markovova Fetézce
s prechodovym jadrem P.

Pokud zvolime stacionarni rozdéleni 7 jako pocatecni, pak X, je striktné stacionarni proces.

Tvrzeni 10. Je-li 7 limitni rozdéleni, potom je staciondrni.
Diikaz: Pro A € X je

m(A) = lim P"(z,A) = lim P(y, A) P" Y (z,dy) = / P(y, A)n(dy) = nP(A).

— —

O

Definice 8. Markovsky fetézec generovany piechodovym jadrem P je reverzibilni (reversible) vzhledem
k 7, jestlize pro kazdé A, B € X plati

/A P(x, B) n(dz) /B Plz, A) n(dz). )

Tvrzeni 11. Je-li Markoviv Fetézec reverzibilni vzhledem k 7, potom 7 je stacionarni rozdéleni.
Diikaz: Staéi polozit A =X v (9).
Ul

Definice 9. Markovsky ¢as 74 = min{n € N: X,, € A} se nazyva doba prvniho ndvratu do A (first
return time on A). Oznaéme L(z, A) = P(74 < 0o | X¢ = ) pravdépodobnost navratu do A.

Definice 10. Necht ¢ je pravdépodobnostni mira na X. Rekneme, ze markovsky fetézec {X,} je ¢-
nerozloZitelny (p-irreducible), jestlize pro kazdé x € X a A € X s ¢(A) > 0 je P™(x, A) > 0 pro néjaké
n € N, neboli L(z, A) > 0.

Priklad: Retézec se spoetné mnoha stavy, kterj neni nerozlozitelny v diskrétni definici, mize byt ¢-
nerozlozitelny. Uvazujme ndhodnou prochdzku s absorpénim stavem 0, tedy poo = 1, pii+1 = p € (0,1)
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a p;i—1=1—pproi €N, p;; =0 jinak. Potom v diskrétni definici jsou stavy 1,2, ... pfechodné a stav
0 je nenulovy trvaly (absorpéni). Ve spojité definici je fetézec ¢-nerozlozitelny pro ¢ = dp.

Definice 11. Pro 0 < € < 1 a Markovav fetézec s prechodovym jadrem P definujeme rezolventu
(resolvent) jako K (x,A) = (1 —¢) Y .7 " P"(z, A).

Véta 12. Necht Markoviv fetézec {X,,} je p-nerozlozitelny, potom existuje pravdépodobnostni mira 1)
na X tak, ze

(i) {X,} je y-nerozlozitelny,

(ii) pro libovolnou pravdépodobnostni miru ¢’ na X plati: {X,,} je ¢’-nerozloZitelny pravé tehdy, kdyz

¢’ je absolutné spojitd k 1.

Diikaz: Bud A€ X a¢p(A) = [, K1(y, A) ¢(dy). Oznacme A(k) = {y: Zﬁzl P(y,A) > 1}. Proye X
takové, ze y & A(k) pro zadné k, je Z'IZ:I P(y,A) < % pro kazdé k € N, tedy P"(y, A) = 0 pro kazdé
n € N. Proto

PY(A) = /X > Pz, A)27 D p(dx) = / > Pz, A)27 D o(da).
n=0 U

kAK) o

Tedy 1(A) > 0 implikuje existenci k takového, ze p(A(k)) > 0. Potom (z (p-nerozlozitelnosti) je

S Pt (e, A) = /XZP”(y,A) P™(z,dy) > %Pm(x,fl(k)) >0

n=

pro néjaké m, a tudiz je Fetézec 1-nerozlozitelny.

Necht {X,} je ¢'-nerozlozitelny. Je-li ¢'(A) > 0, je Yo7  P"(y,A) > 0 pro kazdé y € X, tedy
o <.

Necht {X,,} je ¢-nerozlozitelny a ¢’ < 1. Je-li ¢'(A) > 0, je (A) > 0 a z ¢-nerozlozitelnosti plyne
Ky(z,A) > 0 pro kazdé z € X, tudiz {X,} je ¢'-nerozloZitelny.

O

Pozn.: Kdyz budeme mluvit o i-nerozlozitelném fetézci, mame na mysli, Ze Tetézec je p-nerozlozitelny
pro néjaké ¢ a mira ¥ je maximalni ve smyslu predchozi véty.

Pokud v nerozlozitelném fetézci existuje stacionarni rozdéleni, tak je jediné.

Véta 13. Necht 7 je staciondrni rozdéleni a existuje mira ¢ tak, ze {X,} je p-nerozlozitelny. Potom
{X,} je m-nerozlozitelny a 7 je jediné staciondrni rozdéleni.
Diikaz: [24]

O

Definice 12. Markovuv fetézec, ktery je 1-nerozlozitelny a ve kterém existuje stacionarni rozdéleni, se
nazyvéa nenulovy (positive).

Definice 13. Markovsky fetézec { X, } je periodicky (periodic), jestlize existuje ¢ € N, ¢ > 1 a neprazdné
disjunktni mnoziny Ao, ..., Ag_1, 4 = Ao € X tak, ze P(x, A;11) = 1 prokazdéx € A;,i € {0,...,¢—1}.
V opacném piipadé je {X,,} neperiodicky (aperiodic).

Definice 14. Necht v a v5 jsou dvé pravdépodobnostni miry na X. Definujeme jejich vzddlenost v totalni
variaci (total variation distance) jako

1 = v2|lrv = sup |v1(A) — va(A)].
Aex
Pozn.: Pokud existuji hustoty f1, fo mér vy, vs vzhledem k néjaké o-konecné mite u, tak

In = lry = 5 [ 151) = o)l ).

Véta 14. Méjme markovsky Fetézec se stacionarnim rozdélenim m, ktery je p-nerozlozitelny a neperio-
dicky, potom
||Pn(1'a ) - 7T(')||TV — 0 prow-s.v.x € X.
n—oo
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Dikaz: [24]
U

Abychom neméli vyjimecné body, pro které konvergence neplati, potfebujeme podminku na trvalost.

Definice 15. Pro A € ¥ polozme na =Y ., 1/x,e4) pocet navstiveni mnoziny A, tzv. cas okupace
(occupation time). Rekneme, ze mnozina A je trvald (recurrent), jestlize U(z, A) = E[na | Xo = 2] = o0
pro kazdé x € A. Markovsky fetézec {X,,} nazveme trvaly (recurrent), je-1i ¢-nerozloZitelny a kazda A
s (A) > 0 je trvala.

Pozn.: Nenulovy Markovuv fetézec je trvaly.

Definice 16. Rekneme, e mnozina A je harrisovsky trvald (Harris recurrent), kdyz L(xz, A) = P(3n :
X, € A| Xg =2) =1 pro kazdé © € A. Markovsky fetézec {X,,} nazveme harrisovsky trvaly (Harris
reccurent), jestlize je 1-nerozlozitelny a kazdé A € X spliiujici ¢/(A4) > 0 je harrisovsky trvald mnozina.

Pozn.: Ekvivalentné lze harrisovsky trvalou mnozinu definovat vlastnosti Q(x, A) = P(na = oo | Xo =
x) =1 pro kazdé = € A. Odtud je vidét, ze U(x, A) = E[na | Xo = x] = 00, a tudiz je A i trvala.

Pozn.: Pro harrisovsky trvaly fetézec je Q(z, A) =1 pro kazdé z € X a A s ¢(A4) > 0.

Definice 17. Je-li fetézec {X,,} harrisovsky trvaly, neperiodicky a nenulovy, nazyva se ergodicky (er-
godic).

Podle tvrzeni 10 je stacionarni rozdéleni prirozeny kandidat pro limitni rozdéleni. Pro ergodicky
fetézec je stacionarni rozdéleni limitni. Na rozdil od véty 14 mame konvergenci pro vsechna z.

Véta 15. Necht markovsky fetézec {X,,} se stacionarnim rozdélenim 7 je ergodicky, pak

|1P"(x, ) —m()|lrv — O pro vSechnax € X.
Diikaz: [17], Theorem 13.3.3.

Uvazujme méfitelnou funkei b : X — R. V praxi jsou casto vystupem MCMC priméry hn =

%2?21 X;, proto néas zajima vySetfovani asymptotickych vlastnosti h,. Uvedeme si limitni véty pro
konvergenci primeéri ke stiedni hodnoté E-h(X) = [ h(z) m(dz) vzhledem ke staciondrnimu rozdéleni.

Véta 16. (silny zdkon velkych éisel, ergodicka véta) Necht {X,,} je ergodicky Markoviiv Fetézec, potom
pro libovolnou funkci h spliiujici E,|h(X)| < oo plati

P(lim h, =E,h(X)) =1 pro libovolné pocateéni rozdéleni o.
Diikaz: [17]
U

Definice 18. Ergodicky fetézec {X,} nazveme stejnomérné ergodicky (uniformly ergodic), pokud
[P (x,-) — w(-)||7v konverguje k nule stejnomérné v x pro n — oo.

Definice 19. Rekneme, Ze ergodicky Markoviiv fetézec {X,} je geometricky ergodicky (geometrically
ergodic), existuje-li A € [0,1) a redlnd integrovatelnd funkce V na X tak, Ze

|1P™(x,-) —m()|lrv < V(z)A™ pro kazdéx € X, n € N.

Infimum takovych A se nazyva geometricky 7dd konvergence (geometric rate of convergence) Markovova
Tetézce.

Pozn.: Stejnomérna ergodicita je ekvivalentni tomu, zZe v definici geometrické ergodicity je V konstantni.
Proto stejnomérna ergodicita implikuje geometrickou ergodicitu a ta pro zménu implikuje ergodicitu.

Pro geometricky ergodické fetézce plati centralni limitni véta, kterd ndm umoznuje statistickou
inferenci vystupta z MCMC.

Véta 17. Necht {X,} je geometricky ergodicky markovsky fetézec. Bud E,|h(X)[**¢ < oo pro néjaké
e > 0 nebo {X,} je reverzibilni a Eh(X)? < oo, potom

Vi (B — E-h(X)) 2 N(0,07),

n—oo
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kde -
o? = vary h(Xo) + 2 Z covr(h(Xo), h(X3)).

i=1

Diikaz: [17]
U

Pozn.: Konecnost sumy v O'}% je zajisténa geometrickou ergodicitou.

Definice 20. Mnozina B € X je atom (atom) Fetézce {X,}, pokud existuje mira v na X tak, Ze
P(xz,A) = v(A) pro vSechna = € B. Je-li {X,,} ¢-nerozlozitelny a ¢(B) > 0, je B dosaZitelny atom
(accessible atom).

Pozn.: Jediny bod je vzdy atom. Pro diskrétni mnozinu stavii a nerozlozitelny fetézec je kazdy bod
dosazitelny atom.

Pozn.: Protoze pro atom B je pravdépodobnost P(z, A) stejnd pro vSechny x € B, muZeme ji zkracené
psat symbolem P(B, A). Totéz plati pro P™, protoze

Pt (x,A) = /P"_l(y,A) P(z,dy) = /P"_l(y,A) v(dy) = vp(A) prox € B.

Podobné piseme U(B, A) =5 -, P"(B, A).

n=1
Tvrzeni 18. Je-li B atom s ), P"(x,B) > 0 pro vSechna x € X, je B dosazitelny atom a {X,} je
v-nerozlozitelny, kde v(-) = P(B,").

Diikaz: 7 Chapman-Kolmogorovovy rovnosti je pro kazdé n € N

Pz, A) > / P(y,A) P"(z,dy) = P"(z, B)v(A).
B

Sectenim pres n plyne v-nerozlozitelnost.

O

Véta 19. Necht {X,,} je y-nerozlozitelny Fetézec a B je dosazitelny atom, ktery je trvaly (tj. U(B, B) =
00). Potom kazdg A s ¥(A) > 0 je trvald mnoZina.
Diikaz: 7 -nerozlozitelnosti plyne, ze pro kazdé z € X existuje k € N takové, ze P¥(z,B) >0al € N
takové, ze PY(B, A) > 0. Z tvrzeni 9 potom méme

S PR @, 4) > Z/ / P(y, A) P"(2,dy) P*(x,dz) = P'(B, A)P* (¢, B) Y P"(B. B).

n

Nyni uz si staci jen uvédomit, ze trvalost B znamend, ze prava strana diverguje.

O

Abychom zformulovali postacujici podminky pro geometrickou a stejnomérnou ergodicitu budeme
potfebovat zavést minoriza¢ni podminku a malou mnozinu.
Definice 21. Rekneme, 7e p-nerozlozitelny Markoviiv fetézec splituje minorizacni podminku (minori-
zation condition) M(m,e,C,v), jestlize pro m € N, ¢ > 0, mnozinu C € X a pravdépodobnostni miru v
plati P™(z, A) > ev(A) pro vSechnaz € C a A € X.

Definice 22. Rekneme, ze C € X je mald mnoZina (small set), kdy# fetézec splituje M (m, e, C,v) pro

néjaké m € N, pravdépodobnostni miru v a € > 0.
Pozn.: V diskrétni situaci jsou atomy malé mnoziny.

Véta 20. Necht {X,,} je v-nerozlozitelny, potom pro kazdé A € X s ¢(A) > 0 existuje mald mnoZina
C C A tak, ze (C) >0 av(C) > 0.
Diikaz: [17]

O
Priklad: Uvazujme ndhodnou prochazku na polopfimcee [0, 00): Xg 1 = max(Xx + Zk+1,0), k € Np, kde
Z), jsou nezavislé realné ndhodné veli¢iny s distribuéni funkci F' a X je nezéavisld na {Zx}. Pfedpokla-
dejme, Ze F(z) = & > 0 pro néjaké z < 0. Pro A C (0,00) je P(z, A) =P(Xo+Z1 € A| Xo=2) =P(Z, €
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A—z),kde A—z={y—z:y € A}. Déle P(x,{0}) =P(Xo+Z1 < 0| Xo=2) =P(Z; < —z) = F(—=x).
Potom pro kazdé x je P"(x,{0}) > €" > 0, kde n = [ 5] + 1. Tedy {Xn} je do-nerozloZitelny Markoviiv
fetézec. Podle véty 12 je y-nerozlozitelny s

=1
“32 "0

Protoze P(0,{0}) = F(0) > 0, je ¥/({0}) > 0 a {0} je dosazitelny atom. Kazdy kompakt [0,c], ¢ > 0,
je mald mnozina. Stac¢i zvolit m = L‘ ‘J + 1, pak P™(x, B) > &™dy(B) pro kazdé = € [0,c] a kazdou

l\)
l\')l»—\

) = [ Kyl A)soldy) = Ky (

borelovskou mnozinou B (pro 0 ¢ B plati trividlné, pro 0 € B plati diky F(z) = ¢ > 0).

Priklad: Nyni uvazujme ndhodnou prochézku na ptimce: Xy 11 = Xp+Zx11, k € Np, kde Z, jsou nezavislé
stejné rozdélené realné nahodné velic¢iny s distribu¢ni funkci F' a nezavislé na X(. Pfedpokladejme, ze F'
m4 absolutné spojitou slozku vzhledem k Lebesgueove mife A! s hustotou splnu31c1 f(z) =6 pro|z| < B
pro néjaké 4, 3 > 0. Potom P(Z;, € A) > [, f(x)dx. Polozme C = {x : |z]| < 2} Je-i BCCaxeC,
potom

Pe,B)=P(Z e B—n)> | fly)dy> o)\ (B), (10)

B—x

kde A zna¢i Lebesgueovu miru. Z libovolného z mtizeme dosdhnout C' v nejvys n = L%J krocich

s kladnou pravdépodobnosti, tedy A!|c je mira nerozloZitelnosti. Navic C' je mald mnozina diky (10),
splituje M (1,6, C, A\t|¢). Pokud ma F hustotu, tak neexistuje dosazitelny atom.

Definice 23. Necht V je méfitelnd nezdporné funkce na X. Operdtor driftu (drift operator) A pro V
a Markovuv Fetézec s pfechodovym jadrem P je definovan jako AV (z) = PV (z) —V (z). Hodnota AV (x)
se nazyva drift.

Definice 24. Nechtf C' je mald mnozina. Rekneme, Ze fetézec splituje podminku geometrického driftu
(geometric drift condition), pokud existuje funkce V' : X — [1, 00) takovd, ze

AV(z) < (A =1V (z) +blc(x), (11)

pro néjaké konstanty b >0a 0 < A < 1.

Véta 21. Markoviv fetézec je geometricky ergodicky, pravé kdyz spliuje podminku geometrického
driftu pro néjakou malou mnozinu C'. Je-li V omezena, pak je fetézec stejnomérné ergodicky.
Diikaz: [17], Chapter 15.

O

Véta 22. Markovsky fetézec je stejnomérné ergodicky pravé tehdy, kdyZ X je mald mnoZina. Rad
konvergence je mensi nebo roven nez (1 —g)'/™.

Dikaz: [24]

5.3 Ergodicita MCMC algoritmt

Vime, zZe pro ergodicky Markoviv fetézec méme konvergenci ke staciondrnimu rozdéleni. V kapitole
jsme uvedli pfiklady konstrukce fetézct s predepsanym stacionarnim rozdélenim. Abychom méli zajisténu
konvergenci tohoto Fetézce, potfebujeme ovérit nerozlozitelnost a neperiodicitu. Rovnéz muzeme zkoumat
rychlost konvergence (geometrickd ergodicita, stejnomérné ergodicita).

Pro diskrétni mnozinu stavi je zjisténi nerozlozitelnosti a neperiodicity dobfe znamou tilohou z pred-
nasky Ndhodné procesy. Vypoctem vlastnich ¢isel matice pravdépodobnosti pfechodu lze zjistit geomet-
ricky Fad konvergence (viz cviceni).

Uvedeme postacujici podminky, za kterych dostaneme konvergenci k cilovému rozdéleni v pfipadé
Gibbsova vybérového planu a Metropolisova-Hastingsova algoritmu.

Chceme simulovat z pravdépodobnostniho rozdéleni 7 na prostoru X s hustotou f vzhledem k o-
kone¢né mife u. P¥ipomenme, %e zna¢ime X = {z € X : f(x) > 0}.

Véta 23. Predpoklidejme, 7e XT = Hl (Xiap= ]_[Z 1 Wi, kde p;(X;) > 0. Potom markovsky retézec
generovany Gibbsovym vybérovym pldnem (algoritmus 2) je p-nerozloZitelny a neperiodicky.
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Diikaz: Podminénd hustota f(z; | x_;) je dobfe definovdno pro kazdé x € X+ a kazdé i € {1,...,d}.
Proto prechodova hustota Gibbsova jadra P je dobfe definovana a spliuje

d

p(z,y) = Hf(yz | Y1, Yim 1, Tig1, -, Ta) >0
i=1

pro kazdé z,y € XT. TudiZ pfislusny markovsky fetézec je p-nerozloZitelny a neperiodicky, nebot
P(z,A) = [,p(x,y)u(dy) > 0, jakmile pu(A) > 0. ProtoZe 7 je absolutné spojitd vici p, je pocho-
pitelné fetézec i m-nerozlozitelny. Podle véty je m stacionarni rozdéleni a podle véty 14 je rovnéz limitni.

O

Véta 24. Uvazujme Markoviiv Fetézec {X,} generovany Metropolisovym-Hastingsovym algoritmem

(algoritmus 4). Oznacme P piislu$né piechodové jadro fetézce a m stacionarni rozdéleni. Pfedpoklddejme,

#e hustota q ndvrhového jadra @ je nulovd mimo X+ x X ™.

(i) Necht ndvrhové jadro Q je neperiodické nebo w({x : P(x,{x}) > 0}) > 0, potom je {X,} neperio-

dicky Markoviiv retézec.

(ii) Pokud jidro @ je m-nerozlozitelné a q(x,y) = 0, pravé kdyz q(y,x) = 0, potom {X,} je m-
nerozlozitelny.

Diikaz: Cést (i) je ziejma. V ¢asti (ii) podminka g(z,y) = 0 < ¢(y, ) = 0 znamena, ze a(x,y) > 0 pro

vSechna x,y € X*. Piipomerime, ze P(x,A) = [, q(x,y)a(z,y) p(dy) pro x ¢ A a P(z,{z}) = r(z) =

1- fy;ém q(z,y)a(x,y) p(dy). Podobné pfechodové jadro n-tého fadu mé absolutné spojitou a atomickou

¢ast (P™(x,{z}) > 0). Nyni si sta¢i uvédomit, ze Q™(z, A) > 0 implikuje P"(x, A) > 0 pro libovolné

neN,ze Xt aAe X takové, %e m(A) > 0. Pro n = 1 je to zfejmé diky tomu, Ze a(x,y) > 0. Pron > 1

je tfeba si rozmyslet, ze sklddani jader nic nezkazi: Q™(x, A) znamend, Ze s kladnou pravdépodobnosti

se ze stavu x po n navrzich dostaneme do mnoziny A, pfitom pravdépodobnost, Ze prijmeme vSech n

navrhi je kladnd, proto i pravdépodobnost prechodu fetézce z z do A je kladna.

O
Pozn.: Pokud ¢(x,y) > 0 pro kazdé x,y € X, potom {X,,} je m-nerozlozitelny.

Priklad: Necht 7 je rovnomérné rozdéleni na [0,1]2 U [1,2]? a ¢ je definovéna na [0,2]? nésledovné:

proyr =21 a0 <y <2,
proys =z2 a0 <y <2

q((z1,22), (y1,12)) = {

NN T

Lehce se presvédcéime, ze Metropolisuv-Hastingstuv algoritmus je v této situaci rozlozitelny. Proto v pred-
chozi vété predpoklddame, Ze nosi¢ hustoty ¢(x,-) je obsazen v nosi¢i cilové hustoty.
V tomto ptipadé i Gibbsuv vybérovy plan dava rozlozitelny retézec.

Priklad: Piikladem nerozlozitelného a neperiodického Metropolisova-Hastingsova algoritmu je symet-
rickd ndhodna prochézka s hustotou qo, ktera je kladna véude na R? (napf. mnohorozmérné normalni
rozdéleni). Pokud je Xt oteviena souvisl4 podmnozina R? a ¢y je kladna na né&jakém okoli nuly, potom
Metropolistv-Hastingsiiv algoritmus symetrické ndhodné prochazky dava m-nerozlozitelny a neperiodicky
Tetézec.

Priklad: Nezavisly Metropolistiv-Hastingstiv algoritmus je m-nerozlozitelny a neperiodicky, pravé kdyz
qo(x) > 0 pro p-s.v. z € X*.

Abychom méli zajisténu konvergenci algoritmu pro vSechna pocéatecni rozdéleni, potfebujeme jesté
harrisovskou trvalost. Nastésti v naSich aplikacich se da ukazat, ze vétSina p-nerozlozitelnych Gibbso-
vych vybérovych plant a vSechny ¢-nerozlozitelné Metropolisovy-Hastingsovy algoritmy jsou harrisovsky
trvalé. K ovéreni tohoto tvrzeni se vyuziva nize uvedené tvrzeni.

Definice 25. Nezipornd funkce h je harmonickd (harmonic) pro markovské jiddro P, pokud h = Ph.

Véta 25. Trvaly fetézec je harrisovsky trvaly, pravé kdyz kazda omezena harmonicka funkce pro pre-
chodové jadro Fetézce je konstantni.

Diikaz: [24]
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Dusledek 26. Necht {X,,} je p-nerozlozitelny Markoviiv Fetézec se staciondrnim rozdélenim . Pokud
prechodové jadro P je
(i) Gibbsovo a P(z,-) je absolutné spojité vzhledem k m pro vSechna x € X,
(ii) Metropolisovo-Hastingsovo,
potom je fetézec harrisovsky trvaly.
Diikaz: [24]
O

Ke zkoumani rychlosti konvergence se v konkrétnich situacich pouziji vysledky uvedené v predchozi
podkapitole. Napriklad Metropolistiv-Hastingstiv algoritmus pro simulaci z hustot na kompaktni mnoziné
je stejnomeérné ergodicky.

Tvrzeni 27. Pokud pu(X+) < co a q i f jsou omezené a odrazené od nuly na X, pak fetézec ziskany

Metropolisovym-Hastingsovym algoritmem je stejnomérné ergodicky.

Dikaz: Existuji konstanty 0 < ¢1 < ¢a < 0o takové, Ze ¢1 < f(z) < c2 a ¢1 < g(x,y) < ¢a pro vSechna
2 2

z,y € X*. Proto a(z,y)q(z,y) > L a P(x, A) > u(A) pro viechna z € X*. Odtud vidime, Ze fetézec

Z
L. Y ; 2 u(xt . . P .
spliiuje minorizaéni podminku M (1,e, X T, v), kde ¢ = %2) av = uél?(()ﬂ’ co% znamena, 7e X7 je

mald mnozina a tvrzeni plyne z véty 22.

O

Tvrzeni 28. Nezdvisly Metropolisiv-Hastingsiiv algoritmus s omezenou vahovou funkci w = f/qo

spliiuje minoriza¢ni podminku M (1,6, X, 7), kde ¢ = m, a je tudiz stejnomérné ergodicky.

R4d konvergence je nanejvys 1 — e.
Diikaz: Vie plyne z véty 22 a faktu, ze P(z, A) > —~7(A) pro libovolné z € X+ a A € X.

w(z)

6. Dalsi algoritmy zalozené na MCMC metodach

6.1 Simulované Zihani

Simulované zihani (simulated annealing) je piikladem stochastického optimaliza¢niho algoritmu. Nézev
je odvozen z toho, Ze snahou je simulovat fyzikalni proces zithani. Tato technika se pouziva v metalurgii,
kde kontrolované chlazeni materidlti vede k zvétSeni velikosti krystali a zmenseni jejich defektt. Pri
velké teploté se atomy pohybuji viceméné volné, zatimco pii mensich teplotach jsou pohyby spise do
mist s nizsi energii.

Nasim cilem je nalezeni globalnitho minima (nebo maxima) redlné funkce h na prostoru X. Budeme
postupovat tak, ze nechame bézet Markovuv fetézec, jehoz stacionarni rozdéleni je soustfedéno na stavech
s malou (nebo velkou) hodnotou h. Po néjaké dobé pfeskodime na Fetézec, jehoZ stacionarni rozdéleni je
jesté vice koncentrovano na stavech s malou (nebo velkou) hodnotou h a takto pokracujeme dale. Volbu
Fetézcu kontrolujeme pomoci parametru 7', ktery ve fyzikalni interpretaci oznacuje teplotu. P¥i dané
teploté mame kladnou pravdépodobnost pfechodu do horsiho stavu (stavu s vétsi hodnotou funkce h),
tato pravdépodobnost vsak klesd se snizujici se teplotou. Moznost pohybt do horsich stavu je dilezita
v tom, ze nam zabranuje v uviznuti v lokalnim minimu.

Otéazkou zustava, jak pri dané teploté volit markovsky fetézec a jak prislusné stacionarni rozdéleni.
Pokud je h nezéporna a funkce h'/7T je integrovatelnd, lze uvazovat stacionarni rozdéleni s hustotou f
amérnou h/T. Pro velkd T je vétsina pravdépodobnostni hmoty rozlozena kolem maxima hustoty f.

Jind moznost (pro lohu minimalizace) je ddna néasledujici definici.

Definice 26. Boltzmannovo rozdéleni (Boltzmann distribution) mp v na X s funkci energie h: X — R
a parametrem teploty 7' > 0 je dano hustotou fj, 7(z) = — exp{—h(z)/T}, kde Z;  je normujici

Znh,T

konstanta.
Pozn.: Predpokladédme, Ze funkce exp{—h(z)/T} je integrovatelnd. Boltzmannovo rozdéleni lze jed-
noduse modifikovat, aby se dalo pouzit pro Glohu maximalizace h, sta¢i uvazovat hustotu fj, r(z) =

7 exp{h(2)/T}.

Nasledujici véta ik, Ze pro koneény prostor X Boltzmannovo rozdéleni s malou hodnotou 7" ma
pozadovanou vlastnost, Ze umistuje nejvic pravdépodobnosti na prvky minimalizujici .
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Véta 29. Necht S je konec¢nd, h : S — R libovolnd funkce. Pro T > 0 bud «(T) pravdépodobnost,
Ze nahodny element Y na S s Boltzmannovym rozdélenim mp p spliiuje h(Y) = mingeg h(s). Potom
limT_,0+ a(T) =1.
Diikaz: Predpokladejme, ze minimum £ je jediné, ozna¢me ho s. Necht a = h(s), b = ming», h(s’). Je
a < b, tedy limr_,oy exp{“T_b} = 0. Potom
1 exp(—a/T) e—a/T 1

0y s) = exp(—a/T) = > = ,

h,T( ) Zh,T P( / ) ZS’ES exp(—h(s’)/T) = e—a/T (k: _ 1)efb/T 14+ (k: _ 1) eXp{“T_b}
kde k je poCet prvki mnoziny S. Odsud limy_,o4 7, 7(s) = 1. Pro pfipad, Ze minimum se nabyva ve
vice bodech neni tézké dikaz pfislusné modifikovat.

O

Algoritmus simulovaného zihani spociva v konstrukci fetézce pro simulaci z 7, 7. Vétsinou se uziva
Metropolistiv-Hastingstv algoritmus, jeho vyhoda je, Ze neni nutné znat normujici konstantu Zj, 7. Zvoli
se klesajici posloupnost kladnych ¢isel (teplot) T, lim,, .o T, = 0 a posloupnost pfirozenych éisel N,, —
schéma Zihdni (annealing schedule). Retézec bézi (z libovolného poéateéniho stavu) Ny ¢asovych jednotek
pii teploté T1, Na pfi T» atd., dokud neni splnéna podminka ukonéeni (nap¥. probéhl zadany pocet iteraci
nebo nedoslo k zddnému zlepSeni po daném poctu iteraci). Stav fetézce, ve kterém byla dosazena nejmensi
hodnota, povazujeme za feSeni nasi optimalizacni tlohy. Existuji véty uvadéjici, jak rychle musi jit 7',
k nule (jak rychle musime ochlazovat), abychom méli zaruéenu konvergenci.

Véta 30. Necht S = {s1,...,s1} ah:S — R. Je-li T™) teplota v case n a

) > k (maxses h(s) — mingeg h(s))

logn
pro dostatecné velka n, potom lim,, .., a(T™) = 1, kde a(T™) = P(h(Y;,) = min.es h(s)) a ¥, je stav
fetézce v Case n.
Diikaz: 7]
t

Typicky ovsem splnéni podminky z piedchozi véty vede na extrémné pomalé algoritmy. V praxi uziti
rychlejsiho ochlazovani nese nebezpeci, Ze algoritmus skon¢i v lokalnim a nikoliv globalnim minimu. Nutné
kompromisy mezi pomalym a rychlym ochlazovanim se hledaji pfipad od pfipadi. K volbé schématu
zihani vétsinou neni lepsi doporuceni nez metoda pokusu a omylu.
Priklad: Tento piiklad by mél varovat pied rychlym ochlazovacim schématem. Necht S = {s1, s2, s3, 54},
h(Sl) = ]., h(Sz) = 2, h(Sg) =0a h(54) = 2.

S1 52

S4 53

Hledejme minimum metodou simulovaného zihani. Navrh v Metropolisové-Hastingsové algoritmu
volime tak, Ze rovnomérné ndhodné vybereme stav mezi sousedy soucasného stavu, tedy ¢;; = dii, pokud
s; je soused s;, kde d; je pocet sousedii s;. V nasem piipadé je d; = 2 pro vSechna ¢ a pravdépodobnosti
pfijeti zavisi pouze na podilu 7, 7(s;)/7h,7(s;). Celkové Dostaneme matici pravdépodobnosti pfechodu

1 — e~ UT %e—l/T 0 %e—l/T
L 0 1 0
PT — 2 2
0 %e—Q/T 1—e2/T %G—Q/T
3 0 2 0

Necht nehomogenni Markovtv fetézec {X,,} startuje v Xo = s1 a bézi dle néjakého zihaciho schématu.
Znacime T(™) teplotu v ¢ase n a A jev, Ze Fetézec zlstane v s, navzdy. Potom je

P(A) = ]P(Xl = 81,X2 = 81, .. ) = lim P(Xl = 81,.- .,Xn = 51)
= hm ]P)(Xl = 51 | XO = Sl)]P(XQ = 851 | X1 = 51) . P(Xn = 851 | Xn,1 = 81)

= lim ] (1 - e*l/T(“) -TI (1 - e*l/T(“) .
=1 =1
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Pro 0 < wu; < 1 plati [[52, (1 —w;) >0 32 u; < oo (viz [22], véta 15.5). Tedy pokud jde 7 k nule
dost rychle (tak, ze > o, e~ UTY < 00), potom je P(A) > 0 a Fetézec muze zlstat v s1 navzdy (napf.
pro T(™ = 1/n). Stav s; je lokalni minimum (ne globélni).

Prikladem pouziti simulovaného zihani jsou rtizné NP-tézké kombinatorické optimalizacni problémy
(napf. problém obchodniho cestujictho nebo bisekce grafu).

6.2 Perfektni simulace

Jedn4 se o algoritmus, ktery dava na vystupu presné stacionarni rozdéleni a navic je schopen urcit, kdy je
staciondrni rozdéleni dosazeno (kdy algoritmus zastavit). Tedy neni tfeba zabyvat se fadem konvergence
ani otazkou, jak dlouho nechat fetézec bézet.

Vylozime metodu perfektni simulace zaloZzenou na myslence CFTP (coupling from the past), kterou
navrhli Propp a Wilson [20]. P#i algoritmu nebé&zi pouze jeden ale vice fetézcii (coupling). Navic fetézce
nebézi od ¢asu 0 dopfedu, ale bé&zi z minulosti do ¢asu 0 (from the past).

Cilem je simulovat z rozdéleni m na kone¢ném stavovém prostoru S = {s1,...,si}. Necht P = {p;;}
je matice pravdépodobnosti pfechodu nerozlozitelného, neperiodického a reverzibilniho fetézce vzhledem
k 7. Funkce ® : S x [0,1] — S spliyjici p;; = P(®(s;,U) = s;), kde U ~ R(0, 1), se nazjva precho-
dovd funkce (update function). Takovato funkce existuje pro kazdy homogenni Markoviv fetézec ([12],
Proposition 8.6). Piechodova funkce se d4 vyuzit pfi simulaci markovského fetézce {X,}, pro n € N
totiz plati X,, = ®(X,,—1,Uy), kde U, je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s rovnomérnym roz-
délenim na [0,1]. Staéi tedy specifikovat pocéatecni stav Xg, simulovat z R(0,1) a dopoéitdavat hodnoty
vygenerovaného fetézce. Déle jesté uvazujme rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel N1, Na, ... (béZné se
voli N =21 k¢ N) a Up,U—_1,U_q,... posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s rovnomérnym
rozdélenim na [0, 1].

Algoritmus 5. CFTP perfektni simulace (CFTP perfect simulation):

1. polozm =1,

2. pro kazdy stav s € S simuluj Markoviv fetézec s matici pravdépodobnosti pfechodu P, ktery
startuje v ¢ase —N,, ze stavu s a béz do casu 0 uzitim ® a U_n,,+1,...,Uo (stejné pro vsech k
Fetézc), tj. X_n,, =sa Xy = ®(Xy—1,Us), t = —N,, +1,...,0,

3. pokud vsechny fetézce jsou v Case 0 ve stejném stavu, je tento stav vystupem a algoritmus kondi,
jinak zvétsi m o jedna a jdi na 2.

Pokud vSechny fetézce skondi ve stejném stavu, Fikdme, ze doslo ke koalescenci (coalescence). V dru-
hém kroku se vzdycky uzivé stejné posloupnost U;, coz vyzaduje jisté naroky na pamét pocitace.

Priklad: S = {s1,s2,83}, N1 = 1, chod z ¢asu —1 do 0: necht ®(s1,Up) = s1, P(s2,Upy) = 5o,
®(s3,Up) = s1, tedy nedoslo ke koalescenci. Jdeme na Ny = 2, necht ®(®(s1,U_1),Up) = ®(s2,Up) = sa,
CI)(CI)(SQ, Ufl), Uo) = <I>(Sg,, Uo) = 81, @(@(83, Ufl), U()) = CI)(SQ, U()) = 89, Opét neni koalescence. Jdeme
na N3 = 4 a dostavdme koalescenci (viz obrézek), vystupem je stav sa.

Kdybychom zaéinali v ¢asech —8, —16, ..., vzdy bude stejny vystup (jde o vystup z 7).

Problém je, Ze nemame zarudeno, Ze algoritmus skonéi v kone¢ném ¢ase (jsou tfeba né&jaké dodateéné
podminky na ®). Pokud ovSem skon¢i v koneéném case, dava spravny vystup.

Véta 31. Predpoklddejme, ze algoritmus skon¢i s pravdépodobnosti 1, bud'Y vystup algoritmu. Potom
pro kazdéi € {1,...,k} jeP(Y =s;) = m;, kde 7 je staciondrni rozdéleni.
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Dikaz: Pro s; € S ukdzeme, ze |P(Y = s;) — m;| < e pro libovolné € > 0. Z pfedpokladu existuje M tak,
7e P(algoritmus nepotiebuje startovat z ¢asu mensiho nez — Njs) > 1 — e. Uvazujme Markoviv Fetézec
od ¢asu —Nj; do 0 se stejnou ® a U_pn,,+1, - - -, Up, ale s pocateénim rozdélenim 7. Bud Y jeho stav v 0
(mé rozdéleni 7). Potom z naseho predpokladu plyne P(Y # Y) < &, a proto P(Y = s;) — m; = P(Y =
5)) —P(Y =8;) <P(Y =5,V #5;) <P(Y #Y) < e. Podobné se ukaze 7; — P(Y = s;) < ¢.

O

Priklad: Ukazeme, ze metoda nefunguje, pokud provadime coupling dopredu, ani pokud neuzivame stejna

Ui. Bud’
(12 1)2
r=("7 ).
Lehce zjistime, ze m = (2/3,1/3)7.

Uvazujme dva Fetézce (ze stavu s; a ze stavu sq) startujici ¢ase v nule. Necht koalescence nastane
v ¢ase N. V case N — 1 jsou rtizné, tedy jeden z nich je ve stavu so, z né€jz jde s pravdépodobnosti 1 do
stavu s1. Tedy s pravdépodobnosti 1 je koalescence ve stavu s1, coz neodpovida staciondrnimu rozdéleni.

Ozna¢me M = max{m : algoritmus se rozhodne simulovat fetézec startujici v ¢éase — N,,}. Necht
se generuji vzdy nova U; a Y je vystup algoritmu. Potom

P(Y =s1)=> P(M=mY =51) >P(M =1,Y =51) + P(M =2,Y = 51)

m=1

:]P’(M:I)P(Y:sl|M:1)+IP’(M:2)}P’(Y:51|M:2):%~1+g §:§>§
(s1,52)
/\
(s1,81) (s2,81)
( ‘ﬁ‘ ) ‘ﬁ‘ )

Pokud je prostor S obrovsky, je naroéné nechat bézet retézec ze vSech stavii. U nékterych tuloh to
neni nutné, pocet simulovanych fetézcl lze vyrazné snizit. Uvedeme si tzv. sendvi¢ovou vlastnost, ktera
se uplatiiuje pro markovské fetézce s usporadanim na mnoziné stavi.

Priklad: Uvazujme Zzebiikovou ndhodnou prochdzku na S = {1,...,k}, tj. pravdépodobnosti pfechodu
jsou piiv1 = piy1; = 1/2proi =1,....,k —1 a p11 = pgr, = 1/2. Stacionarni rozdéleni je m; = %,
i=1,..., k. Pfechodovou funkci lze vzit tvaru

1 z€[0,1/2), k—1 x€[0,1/2),
@(1,33):{2 xe{l/Q,/l]), (I’(k’x):{k: xe{l/Q,/l]),

) i—1 z€]0,1/2), .
P =9 . ’ Ta=1,...,k.
(@) {z—i—l vefly2,1, ‘TLook
Takto definovdna ® mé vlastnost monotonie: pro kazdé = € [0,1], i,5 € {1,...,k} plati i« < j =
®(1,2) < ®(j,z). To znamena, ze Fetézec, ktery startuje ze stavu i € {2,...,k — 1} vidy zlstane mezi

Fetézci startujicimi v 1 a k. Této vlastnosti se k& sendvidovd vlastnost (sandwich property). Kdyz dojde
ke koalescenci dvou krajnich fetézcli, nastava koalescence vsech a algoritmus mtzeme ukoncit. Staci tedy
spustit jen dva Tetézce — ze stavu 1 a k.

Sendvicova vlastnost umoziuje vyuziti algoritmu v problémech s obecnou mnozinou stavi, na které
existuje castecné usporaddani. Kromé Proppova-Wilsonova algoritmu existuji v literatufe rtizné dalsi
varianty CFTP metod. Jiny algoritmus perfektni simulace je tzv. prerusitelnd metoda (interruptible
method) — viz [4].
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7. Bodové procesy

Kromé bayesovské statistiky (kapitola 3) se metody MCMC na obecnych stavovych prostorech ¢asto vyu-
zivaji v prostorové statistice. Detailnéji je této problematice vénovana prednaska prof. Benese Prostorové
modelovant, prostorovad statistika.

Bud (E, o) separabilni plny metricky prostor, B borelovskd o-algebra na E a By C B systém
omezenych mnozin. Necht N' = {& C E : 2(B) < oo VB € By}, kde x(B) oznacuje pocet bodt z N B.
Symbol A tedy oznacuje systém vsech lokalné koneénych podmnoZin prostoru E. Na N lze zavést o-
algebru nasledovné: M = o{{zx € N : 2(B) = m},m € Ng, B € By}.

Definice 27. Bodovy proces (point process) na E je ndhodny element v méfitelném prostoru (N, N).
Necht A je diftzni (tedy A({¢}) = 0 pro £ € E) a lokdlné koneénd mira na E (tedy A(B) < oo pro
B € By). Bodovy proces X takovy, Ze

(i) X(B) mé Poissonovo rozdéleni s parametrem A(B) pro kazdé B € By,

(ii) X(B1),...,X(By) jsou nezavislé pro kazdé n € N a By,..., B, € By po dvou disjunktni,
nazveme Poissontv bodovy proces (Poisson point process) s mirou intenzity (intensity measure) A.
Pozn.: Obecnéji Ize bodovy proces definovat jako ndhodnou celociselnou lokalné kone¢nou miru. Tento
pristup pripousti, Ze nékteré body zapocitavame s vétsi ndsobnosti. Pokud mé kazdy bod miru nanejvys
1, nazyva se bodovy proces jednoduchy. V nasi definici uvazujeme jenom jednoduché bodové procesy.

Méjme Poissontiv bodovy proces X s diftizni (neatomickou) mirou intenzity A takovou, ze A(F) < oco.
Lze vyjadfit rozdéleni Poissonova procesu (F € N):

I(F) =P(X € F) ZIP’ nP(X € F| X(E) =n)

A<E>/ /1[{117 I EEITAE) TTTTA(E)

=1
1W)6F]JrZm/E"'/E1[{Ilv~~"$n}eF]A(dz1)"'A(dzn)
n=1

n=0

o A(B)

Budeme se zabyvat bodovymi procesy X s hustotou p vzhledem k II, tj. plati P(X € F) =
S p(x ). Takovy proces X je kone¢ny (diky podmince A(F) < o0) a jednoduchy (diky tomu, ze A
je neatomlcka). Casto se uvazuje, ze F je omezend podmnozina R? a A je Lebesgueova mira, hustota p
je potom vzhledem ke standardnimu Poissonovu procesu (homogenni proces s jednotkovou intenzitou na
E). Nejzndméjsim piikladem koneéného bodového procesu s hustotou vzhledem k rozdéleni Poissonova
procesu je Strausstiv proces, ktery je modelem pro odpudivé interakce mezi body.

Definice 28. Mgjme redlné parametry 8 > 0, 0 < v < 1 a R > 0. Strausstv proces (Strauss process) je
bodovy proces X s hustotou p(z) = af*F)y3®) kde S(z) = > it Yo(wies)<R)-

Pozn.: Normujici konstanta o = (IN [=(E)S (@) H(dx)) - je vétSinou neznédma. Lze ji spocitat napriklad
pro limitni p¥ipad v = 1, ktery odpovidd Poissonovu procesu s mirou intenzity SA. Pfipad v = 0
znamend, ze S(x) = 0 (pokladdme 0° = 1) a vysledkem je bodovy proces s pevhym jadrem (hard-core
process), tj. Zddné dva body v x nemtizou byt bliz nez R. Strauss nazval tento proces modelem shlukovani
[23], to by odpovidalo pfipadu v > 1, pro ktery vSak p(x) neni integrovateln4.

Pokud bychom vsak uvazovali podminény Strausstv proces (podminéné pfi daném poctu z(E) bodi
procesu), hustota p(z) uz nezévisi na parametru [ a je integrovatelna pro v8echna v > 0. Tedy pro v > 1
muzeme dostat model pro shlukovani bodi, ktery ovSsem neni moc vhodny, v praxi se pouzivaji lepsi
modely.

Pro simulaci bodovych procesti s hustotou vzhledem k Poissonovu procesu se s vyhodou uzije
Metropolisiiv-Hastingstiv algoritmus. Normujici konstanta se zkrati a navrh lze volit zménou jediného
bodu v realizaci soucasného stavu.

Algoritmus 6. Metropolisiv-Hastingsiv algoritmus zrozeni a zdniku (birth-death Metropolis-Hastings
algorithm)
Prot=0,1,... adané X; = x € N, generuj X;,1 nasledovné:
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1. s pravdépodobnosti Q(x) navrhni pfiddni bodu & s hustotou b(z, £) vzhledem k A, s pravdépodobnosti
1 — Q(x) navrhni ubrani bodu n s pravdépodobnosti d(z,n), n € x,

2. névrh pfijmi (bud X;11 = 2UE, nebo X1 = x\7n) s pravdépodobnosti a(z, 2UE) = min(1, h(z,§)),
a(r U, x) = min (1, ﬁ), kde

CpEUE 1-QEUE dwULE)
M) == Q) b d)

Poloz X;41 = x, pokud je navrh zamitnut.

[ . . A
Dale volime specialné Q(-) = 3, b(-,") = ﬁ, dzUE,-) = W, tedy h(z,&) = )\(m,f)ﬁ,
kde A(z, &) = % je podminénd intenzita (conditional intensity).

Definujeme podminku stability, kterd je postacujici pro geometrickou ergodicitu algoritmu.

Definice 29. Rekneme, Ze kone¢ny bodovy proces X s hustotou p je lokdlné stabilni (locally stable),
kdyz A(z, &) < K pro néjakou konstantu K, neboli

p(xU&) < Kp(z), pro viechnax € N,£ € E. (12)

Pozn.: Z podminky (12) plyne, Ze pro p(z) = 0 je i p(x U ) = 0, podminéna intenzita A(z,§) je tedy
dobfe definovana (poklddame 0/0 = 0). Neni tézké ukazat, Ze lokalni stabilita implikuje integrovatelnost
hustoty p vzhledem k rozdéleni Poissonova procesu.

Uvazujme markovsky fetézec { X;} generovany algoritmem zrozeni a zaniku popsanym vyse. Protoze
fetézec prechazi vzdy jen do piipustnych stavii, stavovy prostor je N = {z € N : p(z) > 0}.
Tvrzeni 32. Pokud p spliiuje podminku (12) lokalni stability, potom Markovuv Fetézec {X} je ¢-
nerozlozitelny na N* a pro kazdé k € Ny je C = {x € NT : 2(E) < k} mald mnoZina.

Diikaz: M&me déno k € Ng a z € N7, 0 < z(F) = n < k. Oznacme N,, = {x C E,z(E) = n}.
Pravdépodobnost ubrani bodu z x je

P Nt) = (1= Q) Y d(ama(e.r \n) = 3 3 - minl.

n 1

S\ nmA(E) © IKA(E)

=cC
2
nex nex

za predpokladu, Ze K z definice je zvoleno dostatecné velké, aby #(E) < 1. Tedy prox € Cam >k
je P™(x,{0}) > ¢™. Zvolme miru v = dy, potom P™(x, A) > ¢"v(A) pro kazdé z € C a A € N. Pro
n=ux(E)=0je P"0,A) > (1—-Q)™6(A) = (1/2)™v(A) > c™v(A). Celkem tak dostdvame, ze C
je mala (¢ = ¢™). Podobné polozime-li ¢ = dy, tak P™(z, A) > ¢™ > 0 kdykoli m > z(F) a ¢(A) > 0.
Retézec je proto y-nerozlozitelny.

O

Véta 33. Markoviv Fetézec pro simulaci bodového procesu s lokélné stabilni hustotou p(x) MH-
algoritmem je stejnomérné ergodicky pravé tehdy, kdyz existuje m tak, ze N' = U N,,.
Diikaz: Je-li N = UM N, pak je fetézec stejnomérné ergodicky podle véty 22 a tvrzeni 32. Naopak
necht Fetézec je stejnomérné ergodicky, tedy N je mald (véta 22). Existuje proto pravdépodobnostni
mira v a m € N tak, ze P™(x, F) > v(F) pro kazdé x € N a F € 9. Pfedpoklddejme, 7e neexistuje m
takové, ze N' = U™ N,. UkdZeme, ze pak v(N}) = 0 pro kazdé k, coz bude spor. Kdyby v(N}) > 0, tak
vezmeme = € Nyimi1 a P™(z, Ng) > v(Ng) > 0, coZ je spor, nebot P™(z, N}) = 0.

O

Véta 34. Je-li p lokalné stabilni hustota, je prislusny Metropolisiiv-Hastingstuv algoritmus neperiodicky
a geometricky ergodicky.

Diikaz: Ziejmé P(0,{0}) > 1 —Q(0) = 2 > 0 a odtud plyne neperiodicita. K ovéreni geometrické
ergodicity pouzijeme vétu 21 s V(z) = ¢, kde n = z(FE) a ¢ > 1 je konstanta. Z pfedpokladu véty je
Az, &) < K. Pron > 1 plati

PV(z) = //\/ V(y) P(z,dy) = "' P(x, Npyi1) + "1 P(2, Nyy_1) + " P(z, {2}).
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Odhadneme jednotlivé ¢leny:

P(a.Npi1) = Q(x) [E 1ueen, b Oz, z U €) Ade)

1 ) AE) AdE) 1, KA(E) €
=—/1 1, A <= 1 <=
2/E [zU&ENnJrﬂmln{ ) (I,g)n—f—l} A(E) = 2m1n ) n4+1 =9
kde n—&-lz%@),
1 1 n
Pz, Nn—1) =(1—-Q(x d(z,n)a(x,z\n) == —min{l,—}
1 (1 1 1
52“““{?7;(“;3)}5
nex
pfin > KA(E),
1
Pz, {z})=1— P(x,Nyt1) — P(x,N,—1) <1 — P(z, n,l)zi pfin > KA(E).
Polozme Nk . = KAa(E),potom pron>Ng.a0<e<lje

1 1 ce 1 1
V() Plz,dy) < " pon-1op o —en (S0 4 2.
/ W) Pledy) g ety = 3Tt
Protoze o= + 3 < 1, existuje 3 < 1 tak, Ze pro € dost malé je [V (y)P(z,dy) < BV (z) pro z & C,
kde C = {z € N : 2(E) < Nk} je mald mnozina (tvrzeni 32). Déle pro z € C je [V (y) P(x,dy) <
cNet1 = b, Je proto splnéna podminka geometrického driftu.

I
8. Ruzné na zaveér

8.1 Rozsifeni dat

Rozsifeni dat (data augmentation) je technika, na kterou se d4 divat jako na specidlni pfipad Gibbsova
vybérového planu. D4 se vyuzit pfi praci s chybé&jicimi pozorovanimi (missing data) nebo v situacich, kdy
vérohodnost je v komplikovaném tvaru, ale podminéné pii nepozorovanych datech se stava jednoduchou.

V praxi se ve statistickych problémech ¢asto setkdvame s chybéjicimi pozorovanimi. Necht x jsou
pozorovand data, y jsou chybéjici data a jejich sdruzend hustota je f(z,y | 8). Chybéjici data mohou
byt skuteénad chybéjici pozorovéni nebo pfidané hodnoty (napf. skryté nepozorované veli¢iny), které
zjednodusi statistickou inferenci.

Pro dané pozorovéani x je marginalni hustota f(z | §) funkce nezndmého parametru 6 (vérohodnostni
funkce). Problém je, Ze vyintegrovani chybéjicich pozorovani

fw16)= [ Gy 0)utay)
byvéa slozité nebo vétsinou nemozné. Pokud apriorni rozdéleni parametru 6 je w(0), miZeme vSak psat

™0,y | z) oc f(z,y | O)m(0), (13)

tedy y povazujeme za dal$i nezndmé parametry a pomoci MCMC generujeme z 7(0,y | ), aproximaci
aposteriorniho rozdéleni 7(f | =) dostaneme ,vynechanim“ y. Pfislusny Gibbstv vybérovy plan pro
rozsifeni dat je zaloZen na plné podminénych rozdéleni (6 | z,y) a w(y | 0, ), kterd dostaneme z (13).

Priklad: Smé3ovaci model (mixture model): Necht f1,..., fx jsou pravdépodobnostni hustoty a p1, ..., pk
jsou nezdporna ¢isla, p; + -+ + pr = 1. Uvazujme ndhodnou veli¢inu X s hustotou f(z) = p1fi(x) +
-+ prfe(z), neboli X ma hustotu f; s pravdépodobnosti p;. Pro ndhodny vybér Xi,..., X, tak dosté-
vame sdruzenou hustotu f(x1)--- f(z,), kterd po roznasobeni obsahuje k™ ¢leni, coz znemoziuje pFimy
vypocet pro vétsi rozsah vybéru.

Na celou situaci mizeme pohlizet jako na problém chybéjicich dat. Chybéjici pozorovani v tomto
ptipadé odpovidaji indexu pouzité hustoty, neboli X | Y = j ~ f;(z) a P(Y = j) = p;. Kdybychom méli
informaci o chybéjicim pozorovani Y, byla by inference pfimocara. Nahodny vybér se v takovém piipadé
rozpadé na podvybéry z piislusnych hustot f;.
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8.2 MCMC a maximalni vérohodnost

V klasické statistice existuje mnoho pfistupt k inferenci zalozené na vérohodnosti (maximalné vérohodné
odhady, testy pomérem vérohodnosti apod.), MCMC nabizi jeden z moznych p¥istupti.
Piedpoklddejme, ze mame pozorovani x z hustoty fo(x) = ﬁhe (z), kterou zndme az na normujici
konstantu ¢(f). Parametr 6 je nezndmy. Potom logaritmicka vérohodnost je {(6) = log hg(x) — log c(6).
Vyhodnéjsi bude uvazovat pomér vérohodnosti vzhledem k néjakému pevnému parametru :

he(x) o
1(0) = log —log . 14
0) gt (14)
Zatimco prvni ¢len je znadmy, druhy ¢len obsahuje nezndmé normujici konstanty. Pokud hg(2) = 0 kdykoli
hy(x) =0, tak

W - [ ol utan) = [ DA )

(0~ o) Ty () ()
_ [ he@) .y — g (XD
/M@mmmm Eo 3 )

Tuto stfedni hodnotu muZeme pfiblizné spocitat pomoci MCMC metod. Pokud {X,} je markovsky
Fetézec s limitnim rozdélenim danym hustotou fy, pak (14) aproximujeme pomoci

1,(0) =log ZZ((?) —log (% Z ZZ(())E))> .

Maximalizace [,,(6) vzhledem k 6 ddva MCMC aproximaci §,, maximalné vérohodného odhadu § para-
metru 6.

Pozn.: Je zde vidét spojitost s importance samplingem. Procedura funguje dobre, kdyz 1 je blizko 0.
Jako 1 se vétsinou voli hruby odhad 6 ziskany néjakou jednodussi ale méné efektivni metodou. Celou
proceduru lze iterativné opakovat.

8.3 Vybér modelu

Ulohou je na zékladé pozorovanych dat z, které povazujeme za realizaci nahodného elementu X, vybrat
jeden model z koneéné mnoziny M moznych modelt. Kazdy model m urcéuje rozdéleni X pomoci vektoru
parametrii 6,,, pfislusnou vérohodnost ozna¢ime f(x | m,0,,). Pokud apriorni rozdéleni pro model m je
m(m), pak aposteriorni rozdéleni je

m(m)f(z | m)
Zme]\/j m(m) f(w | m)’

m(m|z) = m e M,

kde marginlni vérohodnost f(z | m) = [ f(x | m,0,,)m (0, | m) v (d6,,).

Pfi vypoctu aposteriornich pravdépodobnosti w(m | z) je hlavnim problémem nutnost vypoctu
integrélu v marginalnich vérohodnostech f(x | m). Pokud pracujeme s velkym po¢tem modeli, stavé se
tento vypocet pro vsechny modely prakticky neproveditelny. Metody MCMC nabizeji vhodny nastroj
pro vyporadani se s témito problémy, navic je pomoci nich mozné zkonstruovat algoritmy pro hledani
modelu zaloZené na generovani z aposteriorniho rozdéleni w(m, 6,, | «). Uvedeme jeden piiklad takového
algoritmu, ktery ,skace“ mezi modely s riznou dimenzi parametri a pfitom zarucuje splnéni detailni
podminky rovnovahy.

Algoritmus 7. Reverzibilni skok (reversible jump):
Necht soucasny stav Fetézce je (m,0,,), kde dimenze 6,, je d(0,,).
1. navrhni novy model m’ s pravdépodobnosti j(m,m’),
2. generuj y (mize byt nizsi dimenze nez 0,,/) z ndvrhové hustoty q(y | 0, m, m’),
3. poloz (0/..,y") = gmm (Om,y), kde Gm. m je dand invertovatelnd funkce (odtud d(0,,) + d(y) =
d(Omr) +d(Y') a gmrm = g;L,lm'%
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4. pfijmi pfechod do m’ s pravdépodobnosti

o =i (1, L L O ()l s )|t o)

F@ 1 m, 0)7 (0 | m)m(m)j(m,m’)q(y | Om, m,m’) (O, y)

Pozn.: Existuje nékolik jednodussich verzi algoritmu. Napfiklad pokud transformacni funkce g, m: je
identita, tak (0.,.,y") = (y,0m), d(0n) = d(y'), d(0.,,) = d(y) a ¢len s jakobidnem v pravdépodobnosti
prijeti je roven 1.

Vsimnéme si, ze pro m = m’ se jedna o krok klasického Metropolisova-Hastingsova algoritmu.

Algoritmus 7 (podobné jako pfibuzny algoritmus 6 a na rozdil od Gibbsova vybérového plinu nebo
klasického Metropolisova-Hastingsova algoritmu) funguje pro situace s ménici se dimenzi stavi.
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