Domaci tlohy ke cvicéeni STP139

1. (hard-core model) Mé&jme graf G = (V, E), kde V zna¢i mnozinu vrcholii a F mnozinu hran grafu.
Ptitfadime kazdému vrcholu hodnotu 0 nebo 1. Vsechna takové pfifazeni (prvky mmoziny {0,1}") se
nazyvaji konfigurace. Takové konfigurace, Ze sousedni vrcholy (vrcholy spojené hranou) nejsou soucasné
1, nazveme piipustné konfigurace.

Bud 7g pravdépodobnostni mira na {0,1}"" definovana vztahem

1 vs
_ ) 75 Dpro & pripustnou,
ma () { 0 ‘ jinak,

kde Z¢ je celkovy pocet piipustnych konfiguraci. Chceme zjistit stfedni pocet jednic¢ek n(€) v ndhodné
konfiguraci & (s rozdélenim 7¢), tedy

1

En(§) = Za Z ”(77)1{77 pripustné}-

ne{0,1}V
Problém je, Ze zjistit Zg je vypocetné nemozné. V aplikacich je pocet moznych konfiguraci astronomicky
velky a pFimy vypocet En(£) pfesahuje moznosti poéitaci. Postupujeme tedy pies simulace, pfimé si-
mulace z m¢ neni mozné (nezndme Z¢), a tak zvolime MCMC metodu.

Zkonstruujeme nerozlozitelny neperiodicky Markoviv Fetézec { X} se staciondrnim rozdélenim 7
na kone¢ném stavovém prostoru pripustngch konfiguraci. Potom En(§) odhadneme ze zakona velkych
¢isel pro markovské fetézce. V case t + 1:

1. rovnomérné ndhodné vybereme vrchol v,

2. s pravdépodobnosti % polozme X;11(v) = 1, pokud maji v8ichni sousedé v hodnotu 0 v X, jinak
polozime X;41(v) =0,

3. ostatni vrcholy w # v maji hodnotu nezménénu: X, 41 (w) = Xy (w).

Ukoly:

a) Ukazte, Ze takto definovany Fetézec je nerozlozitelny a neperiodicky. Ovéite, Ze Fetézec je reverzibilni
vzhledem k 7, a proto je wg stacionarni rozdéleni. Uvédomte si, Ze se vlastné jedna o algoritmus
nahodného prochazeni v Gibbsové vybérovém planu.

b) Implementujte algoritmus pro étvercovou miiz m x m. Pro m = 10, 20, 30 simulujte nékolik Fetézct
z ruznych pocatecnich stavi. Dle chovani posloupnosti a empirickych autokorelaci v fetézci urcete
burn-in (jako sledovanou veli¢inu pouzijte n(¢)). Pomoci nasimulovanych hodnot (mozno pouzit
podposloupnost, napt. kazdy sty krok algoritmu) odhadnéte En(€) i rozdéleni n().

¢) Odhadnéte En(§) pro graf se 100 vrcholy a 200 ndhodné umisténymi hranami.

Soucésti feseni by mél byt i priklad realizace hard-core modelu.

2. (ndhodna g¢-obarveni grafu) Necht G = (V, E) je graf, kde V' je mnoZina vrcholt a E je mnoZzina
hran grafu. Pro pfirozené ¢islo ¢ > 2 definujeme g-obarveni grafu G jako pfifazeni hodnot z S =
{1,...,q} (barev) vrcholtim grafu s vlastnosti, ze z4dné dva sousedni vrcholy nemaji stejnou barvu.
Néahodné g-obarveni je vybrané rovhomérné ndhodné z mnoziny () vSech g-obarveni pro G. Pfislusnou
pravdépodobnostni miru na S" ozna¢me TG,q. Piedpokladejme, ze Q # (0 (podle véty ¢tyt barev k tomu
pro rovinny graf staci ¢ = 4).

K tomu, abychom sestavili Gibbstiv vybérovy plan pro simulaci z 7g 4, je dilezité si uvédomit, ze
pro vrchol v € V' a pfifazeni barev vrcholim jinym nez v je podminéné rozdéleni rovnomérné na mnoziné
vSech barev, které nejsou obsazeny néjakym sousedem wv.

Simulace ndhodného g-obarveni ndm umozni najit pribliznou odpovéd na nésledujici otazku: Kolik
existuje raznych g-obarveni pro dané ptirozené ¢islo ¢ a dany graf G7

Necht G = (V, E) ma k vrcholt a k hran. O&islujme hrany ey, . . ., ej. a definujme podgrafy Go, ..., G},
nasledovné: Go = (V,0) a G; = (V,{e1,...,e;}) proj =1,.. ., k. To znamena, 7e graf Gj vznikl z G
vynechdnim hran s indexem vétSim nez j. Oznac¢me Z; pocet g-obarveni grafu G;, j =0,..., k. Ziejmé
G = G a hledany pocet, ktery chceme najit (nebo aproximovat) je

Z i B 4
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Protoze G nemé zadné hrany, kazdé piifazeni barev vrcholtim davéa g-obarveni, a tudiz Z, = ¢*. Nyni
o Z; A . . P

sta¢i odhadnout zlomky 7 Necht e; = {z;,y;}, potom g-obarveni G; jsou presné ty konfigurace,

které jsou g-obarveni Gj_; a navic pfifazuji rizné barvy vrcholim z; a y;. To znamen4, Ze

= ﬂGjilﬁq(X(l’j) # X(yj))a

ZJZi - je rovno pravdépodobnosti, Ze ndhodné g-obarveni X grafu G;_; spliuje X () # X(y;).

Tuto pravdépodobnost mizeme odhadnout z realizace fetézce generovaného pomoci Gibbsova algoritmu
jako relativni cetnost konfiguraci, pro které jsou barvy z; a y; rzné.

neboli

Ukoly:

a) Implementujte algoritmus Gibbsova vybérového planu pro ¢tvercovou miiz 10 x 10 a ¢ = 8. Simulujte
fetézce z riznych pocatecnich stavi.

b) Provedte pfislusny vypocet poctu rtznych g-obarveni pro vami zvoleny graf a ¢ (tak, aby to bylo
vypocetné zvladnutelné). Pro odhad pravdépodobnosti uréete tsek zapéleni (burn-in) a uzijte pod-
posloupnost nasimulovaného Fetézce (napt. kazdy sty krok).

Pozn.: Uvédomte si, Ze pfimy naivni algoritmus, ktery spociva v prohledani vSech moznych konfiguraci
a rozhodnuti, které tvori g-obarveni, sice dava teoreticky presny vysledek, ale je nepouzitelny, napr. pro
k =100 a ¢ = 8 je viech konfiguraci 81%° = 10%°, proto jsme se uchylili k MCMC metodam.

. (simulované Zihani) M&jme graf G = (V, E), kde V je mnozina vrcholii a E je mnoZina hran grafu.
Vrcholim grafu pfifadime hodnoty 0 nebo 1 tak, aby Zadni dva sousedé nemély hodnotu 1. Prvky
{0,1}V se nazgyvaji konfigurace. Takové konfigurace, kde je splnéna podminka na sousedy, jsou piipustné
konfigurace. Ptame se, jaky maximalni pocet jednicek muzeme dosdhnout.

K feSeni pouzijeme simulované zihani. K nalezeni vhodného markovského fetézce uvazujme modifi-
kované Boltzmannovo rozdéleni definované na prostoru S vsech pfipustnych konfiguraci £ pfedpisem

mhr(€) = 5 — exp{h(€)/T,

P

kde Zp, 1 =3 ccgexp{h(§)/T} a T je parametr teploty. Funkce h piifazuje konfiguraci £ pocet jednicek.

Zvolime posloupnost teplot a zihaci schéma. Dale pouzijeme algoritmus Gibbsova vybérového planu.
Pii dané teploté T probihd krok nésledovné: nechf soucasnd konfigurace je £, rovnomérné ndhodné
vybereme vrchol v. Pokud vsichni sousedé v maji v € hodnotu 0, polozime s pravdépodobnosti e'/” /(1+
el/ 7Y v nové konfiguraci «f hodnotu vrcholu v rovnu 1, jinak rovnu 0, ostatni hodnoty vrchold ziistavaji
nezmeéneény.

Ukoly:
a) Ukazte, ze pro kazdy vrchol v € V' je podminéné pravdépodobnost, Ze hodnota vrcholu je 1 podmi-
néné pri vSech ostatnich vrcholech, rovna

exp{1/T'}
1+ exp{1/T}

pokud maji vSichni sousedi v hodnotu 0 a rovna 0 jinak. To zdavodiuje tvar kroku Gibbsova
algoritmu, ktery je uveden vyse.
b) Pomoci simulovaného zihani feste maximaliza¢ni tlohu pro regularni ¢tvercovou sit 10 x 10.
c) Reste tlohu pro graf se 100 vrcholy a 200 ndhodné umisténymi hranami.
Soucasti feSeni by méla byt diskuse voleného schématu zihani a graf chovani funkce A v priabéhu simulaci.

. (Isingav model) Mé&jme graf G = (V,E), kde V je mnozina vrcholii a F je mnoZina hran grafu.
Vrcholiim grafu piitadime hodnoty —1 nebo 1. Prvky mnoziny {—1,1}" se nazjvaji konfigurace. Necht
B > 0 je tzv. inverzni teplota a energie konfigurace £ je definovana jako

HE=- > &@)Ey).

{z,y}eE
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Isingtiv model na G pfi inverzni teploté § je ndhodné konfigurace s pravdépodobnostnim rozdélenim

7TG7[3 = Z

L exp{—BH(€)}.
163

)

kde Zg 3 je normujici konstanta.

Ukolem je simulovat Isingtiv model pomoci Proppova-Wilsonova algoritmu perfektni simulace. Jako
zéklad pouzijeme Gibbstv vybérovy plan s ndhodnym prochézenim: pii dané konfiguraci X,, vybereme
ndhodné vrchol = € V, polozime X,,11(y) = X, (y) pro y # = a hodnotu X,,41(x) generujeme z pod-
minéného rozdéleni ¢ g za podminky, zZe hodnoty vrchold riiznych od z jsou stejné jako v X,,. Toto
podminéné rozdéleni je pro z € V a & € {—1, 1}V\{z} dano predpisem

eXp{Qﬁ(k+($, 5) — k—(‘ra E))}
exp{2B(k1 (2,€) — k(2. E)} + 1

kde k4 (z, &) znadi pocet sousedt vrcholu z, ktefi maji v £ spin 1 a k_(z, ) znaci pocet sousedt se spinem
—1 v &. Neboli

mep(X(2) =1 X(V\{z} =¢) =

(*)

exp{26(k (2, Xn) — k- (2, Xn))}
exp{20(k4(x, Xp) —k—(z, X))} + 1

Xnt1(x) =1 s pravdépodobnosti

a prechody v generovaném fetézci 1ze brat jako

5 exp{2B(ky (z,Xn)—k_(2,Xn)}
XnJrl(.T) = { 1_1 ii;]i U"+1 < exp{28(k+ (z,Xn)—k_(z,X,))}+1° (&)

kde {U,} je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s rovnomérnym rozdélenim na [0, 1].

Abychom nemuseli spoustét paralelné 2* fetézct (k zna¢i pocet vrcholi grafu), vyuzijeme sendvicové
vlastnosti. Na stavovém prostoru {—1,1}" definujeme uspofadani: & < n pravé, kdyz &(z) < n(x) pro
vSechna x € V. V tomto uspofadani mame maximalni konfiguraci £™** takovou, ze £ =< £™** pro
kazdé ¢ € {—1,1}V. Podobné minimalni konfigurace £ spliiuje £™" < ¢ pro vsechny konfigurace &.
Pochopitelné €M% (z) = 1 a ™" (z) = —1 pro viechny z € V.

Nyni uvazujme 2* rtiznjch markovskych Fetézcti generovanych podle algoritmu perfektni simulace.
Zbyva ovétit, ze pro kazdé dva Fetézce {X_,} a {X’,} startujici ze stavii £ a &’ takovych, ze £ < &,
plati X_,, < X’ pro kazdé n. Kdyz £ < n, pak

ma,8(X(x) =1[ X(V\{z}) =) < map(X(x) =1[ X(V\{z}) =n). #)

Potom z (&) plyne, ze X_,11(x) < X', 1(x) kdykoli X_,(x) < X', (x) a protoze se zbylé hodnoty
vrchold neméni, dostavame pozadovanou sendvi¢ovou vlastnost. Staci tedy spoustét fetézce ze stavu £
a £™n g ovérovat, zda doslo ke koalescenci u téchto dvou fetézcti (potom nutné dochazi ke koalescenci
u viech 2% fetézci).

Ukoly:
a) Ukazte, Ze plati vztahy (%) a (1).
b) Implementujte algoritmus perfektni simulace pro simulaci z Isingova modelu na étvercové miizi
m x m. Pouzijte pro rizné hodnoty m (napf. 10, 20, 30) a rtizné hodnoty § (napf. 0, 0.15, 0.3, 0.5).
c¢) Pro kazdou hodnotu parametri provedte vétsi pocet nezavislych realizaci algoritmu (100 & vice,
pokud to bude vypocletné zvladnutelné) a z nich odhadnéte jednak pravdépodobnostni rozdéleni
energie pro Isingiv model se zadanymi parametry, jednak rozdéleni casu, kterych je pro pouzité
hodnoty treba pro koalescenci.
Soucasti reseni tlohy by mély byt i pfiklady realizaci Isingova modelu pro rtzné hodnoty parametria m
a .
Pozn.: Onsagerova kritickd hodnota je pfiblizné 0.441, pro vétsi hodnoty ¢as koalescence roste s m
exponencialné.

5. (GARCH model) Uvazujme ¢asovou fadu
Yi=ao+a1Yy_1+e, t=1,....T,
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kde e; | Y1,...,Y;—1 ~ N(0,07) a

U? =aqp+ a1€t2_1 + ﬁlof_l.
Parametry g, a1 a 1 jsou nezdporné (aby rozptyl o7 nebyl zéporny) a oy + 31 < 1 (podminka stacio-
narity). Jedna se o tzv. GARCH(1,1) model.

Ozna¢me 0 = (ag, a1, ap, a1, 1) vektor nezndmych parametrii. Pro data y = (y1,...,yr) ma véro-

hodnost tvar
Flu16) = cew {35 €
t:l t

Model se ¢asto pouziva ve finanéni matematice k modelovani logaritmickych vynost. Pfedpoklidejme,
Ze ze zkuSenosti s podobnymi finanénimi daty miZzeme uvaZovat toto apriorni rozdéleni: ag ~ N(0, 3),
a; ~ N(0,3), ag ~ LN(—-2.3,5), oy ~ LN(—2,5) a 1 ~ LN(—-0.2,5), kde LN znaci lognormalni
rozdéleni (tj. log g ~ N(—2.3,5)) a vSechny parametry jsou apriorné nezavislé.

Ukazuje se, ze tato volba apriorniho rozdéleni vede na komplikovana plné podminéna rozdéleni, proto
nemuzeme pouzit Gibbstv vybérovy plan. Zvolime tedy Metropolisiv algoritmus symetrické ndhodné
prochéazky.

Jako data y pouZijeme data s némeckymi akciovymi indexy DAX, kterd jsou soucasti R. Nacteni
a potfebna transformace dat se provede nasledovné:

data(EuStockMarkets)

dax <- diff (log(EuStockMarkets[,1]))

Ukoly:

a) Ovéfte, Ze plati vztah (%).

b) Implementujte Metropolisiv algoritmus pro simulaci z aposteriorniho rozdéleni. Jako navrhové roz-
déleni berte mnohorozmérné normalni. ProtoZe parametry v definici rozptylu (ap, a1, B1) jsou
obvykle silné korelované, lze v ramci zvétSeni efektivity algoritmu uvazovat korelace v navrhové
hustoté. Provedte nékolik priizkumnych béhti fetézce (z riznych pocatecnich stavi a s diagondlni
varian¢ni matici ndvrhové hustoty) a na jejich zdkladé najdéte empirické korelaéni koeficienty mezi
prislusnymi parametry. Pro samotny vysledny algoritmus pak pouZijte navrhy generované v neza-
vislych blocich: ag, a1 z jednorozmérného normalniho a (ag, @1, 81) z trojrozmérného lognormélniho
s odhadnutymi korela¢nimi koeficienty. Volte vhodné rozptyly navrhového rozdéleni tak, aby celkova
priamérnd pravdépodobnost prijeti byla kolem 25%.

c¢) Pomoci nékolika pribéhu fetézce z riznych pocatecnich hodnot volte vhodny burn-in. Na zdkladé
autokorelacnich koeficientd pro marginalni fetézce vyberte vhodny krok pro podposloupnost fetézce
a tu pouzijte k vykresleni jadrovych odhadi aposteriornich hustot parametria g, a; a (1. Vysledky
porovnejte s maximalné vérohodnymi odhady, které v R ziskate pomoci funkce garch v knihovné
tseries.

Pozn.: Misto s parametry (ag, a1, 31) bude jednodussi pracovat s jejich logaritmy.

. (GARCH-t model) Uvazujme ¢asovou fadu
Yi=ao+ a1 1 +oe, t=1,...,7T,
kde &; | Y1,...,Yi_1 ~ t; a
o} = ag+aie? | + Biot ;.

Parametry ag, a1 a 31 jsou nezdporné (aby rozptyl o2 nebyl zdporny) a a1 + 31 < 1 (podminka staciona-
rity). Jednd se o tzv. GARCH(1,1) model s ¢-rozdélenymi inovacemi. Ozna¢me 6 = (ag, a1, ag, a1, 51, k)
vektor nezndmych parametr. Pro data y = (y1,...,yr) a poet stupnid volnosti & > 2 ma vérohodnost

tvar
H k+1) ( 5152 —(k+1)/2
= 1+ —) . (%)
il \/ﬂ'kat k

Model se ¢asto pouziva ve finanéni matematice k modelovani logaritmickych vynost. Pfedpoklidejme,
Ze ze zkuSenosti s podobnymi finanénimi daty miZzeme uvaZovat toto apriorni rozdéleni: ag ~ N(0, 3),
ai ~ N(0,3), ag ~ LN(-2.3,5), a1 ~ LN(-2,5), 1 ~ LN(-0.2,5) a k ~ Exp(0.1), kde LN znaci
lognormalni rozdéleni (tj. log g ~ N(—2.3,5)) a vSechny parametry jsou apriorné nezavislé.
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Ukazuje se, ze tato volba apriorniho rozdéleni vede na komplikovana plné podminéna rozdéleni, proto
nemuzeme pouzit Gibbstv vybérovy plan. Zvolime tedy Metropolisiv algoritmus symetrické ndhodné
prochéazky.

Jako data y pouzijeme data s londynskymi akciovymi indexy FTSE, ktera jsou souc¢asti R. Nacteni
a potfebna transformace dat se provede nasledovné:

data(EuStockMarkets)

dax <- diff (log(EuStockMarkets[,4]))

Ukoly:

a) Ovéite, Ze plati vztah ().

b) Implementujte Metropolisiiv algoritmus pro simulaci z aposteriorniho rozdéleni. Jako névrhové roz-
déleni berte mnohorozmérné normalni. ProtoZe parametry v definici rozptylu (ap, a1, $1) jsou
obvykle silné korelované, lze v ramci zvétSeni efektivity algoritmu uvazovat korelace v navrhové
hustoté. Provedte nékolik prizkumngch b&ht Fetézce (z riznych pocatecnich stavii a s diagonalni
varian¢ni matic{ ndvrhové hustoty) a na jejich zdkladé najdéte empirické korelaéni koeficienty mezi
prislusnymi parametry. Pro samotny vysledny algoritmus pak pouZijte navrhy generované v nezavis-
Iych blocich: ag, a1, k z jednorozmérného normélniho a («g, @1, 81) z trojrozmérného lognormélniho
s odhadnutymi korela¢nimi koeficienty. Volte vhodné rozptyly navrhového rozdéleni tak, aby celkova
primérnd pravdépodobnost pfijeti byla kolem 25%.

¢) Pomoci nékolika priibéhu fetézce z riznych pocatecnich hodnot volte vhodny burn-in. Na zékladé
autokorela¢nich koeficientli pro marginalni fetézce vyberte vhodny krok pro podposloupnost fetézce
a tu pouzijte k vykresleni jddrovych odhadi aposteriornich hustot parametria g, oy a 31 a aposte-
riorniho rozdéleni parametru k.

Pozn.: Misto s parametry (ag, @1, 1) bude jednodussi pracovat s jejich logaritmy.

. (sméSovaci modely) Necht f1, ..., fi jsou pravdépodobnostni hustoty a p1, . . ., pr jsou nezdporna ¢isla,
p1+ -+ + pr = 1. Uvazujme nédhodnou veli¢inu X s hustotou f(z) = p1f1(z) + -+ + prfr(x), neboli X
ma hustotu f; s pravdépodobnosti p;. Pro ndhodny vybér X1, ..., X,, tak dostavame sdruzenou hustotu
f(x1) - f(zn), kterd po roznasobeni obsahuje k™ ¢lentl, coz znemozituje pFimy vypocet pro vétsi rozsah
vybéru.

Méjme hustotu f; parametrizovanu vektorem 60;, j = 1, ..., k. Na celou situaci mtizeme pohlizet jako
na problém chybéjicich dat. Chybéjici pozorovani v tomto pfipadé odpovidaji indexu pouzité hustoty,
neboli X | Z =j ~ fi(z]0;) a P(Z = j) =p;. V bayesovském p¥istupu je pfirozenou volbou apriorniho
rozdéleni pro vektor p = (p1, ..., px) tzv. Dirichletovo rozdéleni:

Dl + -+ ak)palfl okl
D(ar) - Tlax) ™ b

m(p) =

kde a1, ..., ak jsou dané hyperparametry. Volba apriorniho rozdéleni pro vektor § = (61, ..., 6x) vétsinou
z&visi na daném problému. V nasi situaci nemame k dispozici f(z | 0, p), ale mtzeme vyjadiit f(z | 2,0, p).
Vektor z tedy povazujeme za mnozinu parametrt a vyuzijeme vztahu

m(0,p,z | x) o f(x, 2 | 0, p)m(p)m(0).
Z hustoty 7(0,p, z | ) pak dostaneme hledané aposteriorni rozdéleni parametrii 6 a p jako marginalni.

Ukoly:

a) Uvazujte jako f; hustoty normalniho rozdéleni s parametry p;, 0]2-, 7 =1,... k. Sestavte Gibbstiv
vybérovy plan pro simulaci z aposteriorniho rozdéleni. Apriorni rozdéleni pro 6, = (u;, 0]2-) volte
vhodné (napf. jako konjugovany systém).

b) Pro k = 2 a zvolené hodnoty parametrii (p, ) nasimulujte vybér o rozsahu 100. Na zékladé téchto
nasimulovanych dat generujte fetézec Gibbsovym vybérovym plidnem. Z priubéhu fetézce urcete
vhodny burn-in. Poté z grafu empirickych autokorelaci vyberte vhodny krok pro podposloupnost
fetézce (napf. kazdy sty krok). Tuto podposloupnost pouzijte k odhadu aposteriorniho rozdéleni.
Vysledky porovnejte se skuteénymi hodnotami parametri.

c¢) Pro stejnd data pouzijte Metropolistiv-Hastingstv algoritmus ndhodné prochazky pro odhad aposte-
riorniho rozdéleni. Parametr navrhového rozdéleni volte tak, aby jste dostali rozumnou primérnou
pravdépodobnost ptijeti (kolem 25%).



8.

10.

11.

(Straussuv proces) Straussiv proces na mnoziné E je koneény bodovy proces s hustotou p(z) o
3% (F)4S5(®) yzhledem ke standardnimu Poissonovu procesu. Symbol S () znadi pocet dvojic bodt realizace
x, jejichz vzdalenost je mensi nez R.

Pro simulaci pouzijeme Metropolistiv-Hastingstiv algoritmus zrozeni, zédniku a migrace. Necht 0 <
g < 1 a nechf soucasny stav algoritmu je z = {&;,...,&,}. S pravdépodobnosti ¢ navrhneme migraci
jednoho bodu: generujme i z R({1,...,n}), poté & z hustoty ¢;(z,-) a ndvrh nového stavu y vznikne z x
zdménou bodu &; za bod &. Pravdépodobnost pfijeti je min(1, h(z,£)), kde
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S pravdépodobnosti 1 —q naopak provedeme krok z Metropolisova-Hastingsova algoritmu zrozeni a zaniku
(viz pfednaska).

Ukoly:

a) Implementujte Metropolistv-Hastingstiv algoritmus zrozeni, zaniku a migrace pro simulaci Straus-
sova procesu na E = [0,1]2. Volte ¢ = 1/3, ¢;(z,-) = ﬁ, a parametry zrozeni a zaniku stejné jako
na prednésce.

b) Provedte simulace pro nékolik voleb parametra R > 0,0 <y < 1 a § > 0. Dle chovani fetézce urcete
burn-in (jako sledovanou veli¢inu pouZzijte z(FE)). Pomoci iteraci fetézce (pouzijte napt. kazdy tisici
krok algoritmu) odhadnéte Ex(E).

Soucasti feseni by mély byt i priklady realizace bodového procesu pro nékteré volby parametri.
Pozn.: Jedna se odpudivymi interakcemi mezi body.

. (saturaéni proces) Bodovy proces se nazyva saturacni proces, jestlize ma vzhledem k standardnimu

Poissonovu procesu hustotu
pa) oc By,

kde
u(zx) = Z min(c, me(x))
Eex
a
me(x) =Y Lje—ni<n.
USISS

D4 se ukazat, ze saturacni proces je lokalné stabilni pro vsechna >0, v>0a R > 0.

Ukoly:
a) Navrhnéte Metropolisiv-Hastingstiv algoritmus zrozeni a zéniku pro simulaci satura¢niho procesu
na E = [0,1]2

b) Provedte simulace pro nékolik voleb parametrit R > 0, v > 0 a 3 > 0. Dle chovani fetézce urcete
burn-in (jako sledovanou veli¢inu pouzijte z(E)). Pomoci iteraci Fetézce (pouzijte napf. kazdy tisici
krok algoritmu) odhadnéte Ex(E).

Pozn.: Pro v > 1 se jednd o model shlukovani bodi, pro v < 1 se body odpuzuji. Piipad v = 1 odpovida
Poissonovu procesu (iplné nezavislost).

(filtrovani OUCP) Pro vybrany Lévyho proces (napf. inverzni gaussovsky) se simuluje na ¢asovém
intervalu realizace pfislusného procesu Ornstein-Uhlenbeckova (OU) typu a bodového Coxova procesu
fizeného OU procesem. Odsud se metodou MCMC provede filtrovani OU intenzity Coxova procesu.

(statistika OUCP) Pro vybrany Lévyho proces (napf. Gamma) se simuluje na ¢asovém intervalu
realizace pFislusného procesu Ornstein-Uhlenbeckova (OU) typu a bodového Coxova procesu fizeného OU
procesem. Odsud se uzitim MCMC provede odhad parametri modelu metodou maximalni vérohodnosti.



