Neparametrické odhady charakteristik bodovych procesu

Budeme se zabyvat odhadovanim nasledujicich dvou druhti charakteristik bodovych procesii: charakter-
istikami druhého fadu (K, L, g) a vzdélenostnimi charakteristikami (F, G, J). Zaméfime se na odhady,
které jsou implementovany v bali¢ku spatstat. V literatufe je mozno najit nékolik jinych metod.

Uvazujme stacionarni bodovy proces X na R s intenzitou A (0 < A < oo). Pedpokladejme, 7e
méme realizaci X v okné W € Bg, [W| > 0. V nasledujicim textu budeme pouzivat imluvu a/0 = 0 pro
a > 0.

K-funkce

Definice: Druhé redukovand momentovd mira K je ddna vztahem MC(B) = [z(B) Pj(dz), B € B2
Pokud je navic X isotropni, tak K je rota¢né invariantni a definujeme funkeci K(r) = K(b(0, 7)), r > 0.

0. nepouzitelny odhad: Z prednasky vime, Ze
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Teoreticky bychom tak mohli uvazovat nestranny odhad A\2K (r) tvaru
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Tento odhad je ale pouzitelny pouze, pokud mame dodatecnou informaci z vnéjsku okna W o bodech
7, které lezi ve vzdalenosti nejvyse r od bodi procesu & lezicich v okné (tzv. plusovy vybér). Problém
spo¢iva v okrajovych efektech: nejsme schopni vyéislit X (b(&,r) \ €) jenom z informace uvnité okna W.

1. border: Nejjednodussim postupem, jak se vyhnout okrajovym efekttim, je uvazovat X v mensim okné
Wer ={n e W :b(n,r) C W} (tzv. minusovy vybér). Pak
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je nestranny odhad \2K (7).

2. translate: Jind moznost je vyuzit korekénich faktord, coz jsou jakési vahy prifazené tomu, ze pozoru-
jeme dva body v urcité vzdalenosti. Na prednasce byl zminén tzv. translan¢ni korekéni faktor.
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Bylo ukézéno, Ze je nestranny, pokud |[W N (W + &)| > 0 pro vSechna ||£|| < r (véta 10). Pfedpoklad na
isotropii procesu zde neni podstatny, podobné muzeme definovat
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3. isotropic/Ripley: Jiny korekéni faktor navrhl B. Ripley:
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Lze ukazat, Ze se jedna o nestranny odhad pro r < 7o = inf{t > 0: [W®| < |W|}, kde W) = {¢ € W :
Ob(&,t) N W £ 0}, Nekdy se uvadi Ohserova modifikace tohoto odhadu:
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Tento odhad je nestranny pro r < r* = sup{s > 0: [W)| > 0}. Pro W = [0,1]2 je 7o = v/2/2, 7" = /2
a W) =W pro viechna s < .

Vlastnosti: Pti odhadovani K (r) je tfeba délit odhadem druhé mocniny intenzity, coz mé za nésledek
poruseni nestrannosti. Vychyleni a rozptyl se typicky zvétsuji s rostoucim r. Pro obdélnikové okno se
doporucuje odhady pocitat pro » mensi nez ¢tvrtina kratsi strany obdélniku. Vysledné odhady nemusi
byt monoténni funkce v r (na rozdil od teoretické funkce).

S rostoucim r a dimenzi prostoru dochézi u okrajové metody k vyznamné ztraté informace z dat.
Statisticky lepsi vlastnosti maji odhady zalozené na korekénich faktorech. Na druhou stranu vypocet K,
je rychlejsi.

Poznamka: Lze zavést K-funkci i pro nestacionarni bodovy proces. Odhady jsou pak opét zaloZené na
uvedenych korekénich faktorech.

L-funkce

wd

1/d
Definice: L(r) = (M) )
K odhadu L-funkce vyuzijeme néktery z odhadt K-funkce

Vlastnosti: Diavodem pro zavedeni L-funkce je snaha o stabilizaci rozptylu. Pro stacionarni Poissontv
proces je L(r) = r pro v8echna r > 0.

Parova korelac¢ni funkce
. S , C .. . K’
Definice: Pro stacionarni isotropni proces souvisi parova korelaéni funkce s K-funkei: g(r) = Wr(ﬁl'

Lze pouzit jadrovy odhad s transla¢nim nebo Ripleyho korekénim faktorem:
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kde k je vhodna jadrova funkce. V literatuie se doporucuje napf. Epanec¢nikovova jadrova funkce:
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s vhodné zvolenou §itkou pasma (vyhlazovaciho okénka) h.
Dalsi moznost je vyuzit néktery z odhadia K-funkce a aproximovat derivaci numerickymi metodami
(napf. pomoci splinil). To obvykle neni snadné, protoze odhad K-funkce je po ¢astech konstantni funkce.

Distribué¢ni funkce nejbliZsiho souseda

Definice: G(r) = P§(d(0,X) <r), r > 0.
1. raw: Kdybychom pro kazdy pozorovany bod procesu znali vzdalenost k nejbliz§imu sousedu, tak
muZzeme odhadnout distribu¢ni funkci nejbliz§itho souseda klasickym zpusobem jako empirickou dis-
tribu¢ni funkci )
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kde e(§) = d(&, X \ &) je vzdalenost £ k nejbliz§imu sousedu. Z Campbellovy véty plyne, Ze tento odhad
je podilové nestranny. Opét diky okrajovym efekttim nejsme schopni ziskat e(§) pro kazdé £ € X N W.
Pokud nahradime e(§) vzdalenosti e* (&) = d(&, (X \ £) N W), kterou jsme schopni pozorovat, dostavame
nasledujici naivni odhad
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2. reduced sample: Prejdeme-li opét k erodovanému oknu Wg,., dostaneme podilové nestranny odhad

3. Kaplan-Meier: Okrajové efekty lze chapat jako druh cenzorovani. Muzeme zavést odhad Kaplan-

Meierova typu:
R B #{é‘eX ()—86() ()}
GMMﬂlilo #{EEX 1 e(€) > s,c(8) > }>’

kde ¢(§) = d(&§,0W) je vzdalenost £ od hranice okna. Uvédomme si, Ze k vypoétu tohoto odhadu nam
sta¢i informace, kterou méme z okna W.

4. hazard: Pokud méame absolutné spojitou distribu¢ni funkci H (t) s hustotou h(t), tak rizikova funkce
je definovana jako A(t) = h(t)/(1 — H(t)). Prostorovd Kaplan-Meierova metoda umoziiuje odhadnout
rizikovou funkci A(r) distribuéni funkce G(r). Musime v8ak byt opatrni, protoze G nemusi mit nutné
hustotu.

Vlastnosti: Odhady G nemusi byt distribu¢ni funkce: G}, nemusi byt monoténni a maximalni hodnota
muZe byt vétsi nebo mensi nez 1, G s je neklesajici, ale maximalni hodnota mtze byt mensi nez 1.
Kaplan-Meiertiv odhad je vydatnéjsi nez minusovy odhad.

Kontaktni distribuéni funkce
Definice: F(r) = P(d(0,X) <r), r > 0.
1. raw: Zvolme v okné W mfiz I, a pro kazdy bod mfize uvazujme nejblizsi bod procesu, ten muze lezet
mimo okno. Tento okrajovy efekt potlacime opét naivnim zptisobem:
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2. reduced sample: Zvolme v okné Wg, miiz I.. Oznacme d(§) = d(&, X) vzdélenost £ od nejblizsiho
bodu procesu. Potom
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je nestranny odhad F(r), nebot vzhledem ke stacionarité P(d(¢) < r) = F(r). Spojitd verze tohoto
odhadu m4 tvar
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kde X, = {€ € R 1 d(§, X) <7} = Ugex (&, 7).
3. Kaplan-Meier:
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kde ¢(§) = d(&,0W) je vzdélenost £ od hranice okna.

4. hazard: Kontaktni distribu¢ni funkce F'(r) staciondrniho procesu je absolutné spojité a rizikova funkce
A(r) existuje. Odhad je zalozen na Kaplan-Meierové odhadu Fix (7).

Vlastnosti: Odhady F' nemusi byt distribu¢ni funkce: F}, nemusi byt spojita ani monoténni a maximéalni
hodnota muze byt vétsi nebo mensi nez 1, Fxps je neklesajici, ale maximalni hodnota mtze byt mensi
nez 1. Kaplan-Meiertv odhad je vydatnéjsi neZz minusovy odhad.

J-funkce

Definice:
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Odhad J-funkce vychézi z jeji definice:
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Rozligime nasledujici odhady (podle toho, jaké odhady G a F pouZijeme): uncorrected (raw), reduced
sample, Kaplan-Meier.

Vlastnosti: I kdyz nekorigované odhady Grak, jsou vyrazné vychylené, tak jejich podilem se dostane
pfiblizné nestranny odhad (alespont kdyz dany bodovy proces je blizko Poissonovu procesu). Vyhodou
tohoto odhadu je necitlivost vzhledem k okrajovym efekttim, mél by se tedy pouzit, pokud jsou okrajové
efekty vyznamné.

Dalsi dva odhady jsou mirné vychylené (podil dvou pfiblizné nestrannych odhad®). Logaritmus
Kaplan-Meierova odhadu je nestranny odhad log J.



