Ulohy ke cvi¢eni MAIO10

1. Normalni rozdéleni a rozdéleni od normalniho odvozené

. (lognormAlni rozdéleni) Nechf X je nadhodné veli¢ina s normalnim rozdélenim N (u,0?). Spoctéte

hustotu a stfedni hodnotu nahodné veli¢iny Y = eX.

. S vyuzitim toho, ze stfedni hodnota F-rozdéleni s k a m stupni volnosti je —™5 (pro m > 2), urcete

rozptyl ndhodné veli¢iny se Studentovym t-rozdélenim o n stupnich volnosti (n > 2).

. Oznacme U = %, kde X, Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny, X mé normované normalni rozdéleni a Y
mé x2-rozdéleni o n stupnich volnosti. Uréete varU.

. Nechf nadhodn4 veli¢ina X m4 normované normalni rozdéleni, ndhodn4 veli¢ina Y mé y2-rozdéleni s 20
stupni volnosti a obé veli¢iny jsou navzajem nezavislé. Pomoci tabulky kvantili urcete konstantu k tak,

aby platilo
P(|IX| > kVY) = 0,05.

2. Nahodny vybér, vybérovy prumér a rozptyl, bodové odhady parametri

. Necht X3,..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s normovanym normalnim rozdélenim. Oznaéme X,
jejich aritmeticky pramér. Najdéte ¢islo y takové, ze

P(|Xn| > y) = 0,05.

. Uvazujte ndhodny vybér z rozdéleni s koneénym rozptylem o2. Urcete konstantu c tak, aby statistika
> o(X; — Xi—1)? byla nestrannym odhadem rozptylu o2.

. Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N (u,0?). Spoctéte var 52, kde 52 = —L- 3" (X; — X)?
znaci vybérovy rozptyl.
Ndvod: Jaky rozptyl mé y>2-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti?

. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni s hustotou f(x) = Ae **. Uvazujme
odhad intenzity A ve tvaru
=T
Z?:1 Xz'

Rozhodnéte, zda je tento odhad nestranny a konzistentni.
. Nahodné veli¢iny X1, ..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené s hustotou

_ 363 proz >0,
f(x){O pro x < 6,

kde 6 > 0 je parametr. Pokuste se odvodit vlastnosti (nestrannost a konzistenci) nasledujicich dvou
odhadt parametru 6 a zjistit, ktery z nich je lepsi (mé& mensi stfedni kvadratickou chybu).

a) é" = %% Z?:l Xi,

b) én = 3731’7:1 minlgign Xz
3. Metoda maximalni vérohodnosti a metoda momentu
. Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z normalniho rozdéleni N (u,0?). Uréete odhad metodou maximalni

vérohodnosti a metodou momentti pro 2. Nejprve predpokladejte piipad znamého u a poté nezndmého
1. Rozhodnéte o nestrannosti a konzistenci nalezenych odhadi.
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. Najdéte maximalné vérohodny odhad parametru p v binomickém rozdéleni pro ptripad, kdy parametr n
je znamy.

. Mé&jme geometrické rozdéleni P(X = k) = p(1 — p)*, k = 0,1,2,.... Najdéte maximalné vérohodny
a momentovy odhad parametru p. VysSettete vlastnosti téchto odhadi.

. Necht X1, ..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny spliiujici pro kazdé i = 1,...,n:
PX;,=0)=1-p—gq, P(X;=1)=p, P(X;=2) =g,

kde p, g € (0, 1) jsou parametry takové, ze p+q < 1. Urcete odhad p a ¢ metodou maximalni vérohodnosti
i metodou momentt. Lisi se odvozené odhady?

. Uvazujme ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni na intervalu (6 — 1,60 + 1). Odhadnéte parametr 6
metodou maximalni vérohodnosti a metodou momentt.

4. Intervaly spolehlivosti

. V roce 1961 byla zjisténa vyska u 15 ndhodné vybranych chlapct z populace vSech desetiletych chlapct
Zijicich v Ceskoslovensku. Uréete 95% interval spolehlivosti pro stiedni vysku, pokud vite, Ze v roce
1951 byla zjisténa smérodatna odchylka o = 6,4 cm a je znamo, Ze variabilita vysek postavy se v rtiznych
generacich pfili§ neméni. V roce 1951 byla stiedni vyska 136,1 cm, doslo za 10 let ke zméné populacniho
pruméru?

130 140 136 141 139 133 149 151
139 136 138 142 127 139 147

. Zéakladni soubor tvofi deset miliént lidi, z nichz kazdy hodl4 hlasovat bud pro variantu A nebo B.

a) Zkonstruujte intervalovy odhad pro podil p = N4 /N lidi, ktefi hodlaji hlasovat pro variantu A,
jestlize z 1000 lidi, ktefi byli vybrani na zakladé prostého ndhodného vybéru, 300 hodla hlasovat
pro variantu A. Koeficient spolehlivosti volte 1 — a = 0,99.

b) Jaky rozsah m4 mit prosty ndhodny vybér, aby intervalovy odhad s koeficientem spolehlivosti 1 —a =
0,95 pro podil p mél sitku nejvyse 0,037

. Pii kontrolnich zkouskach 16 zarovek byl stanoven odhad stfedni hodnoty jejich zivotnosti £ = 3000h a
smeérodatné odchylky ¢ = 20 h. Za predpokladu, zZe zivotnost kazdé nahodné zarovky je ndhodna veli¢ina
s normalnim rozdélenim urcete:
a) interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu pfi a = 0,1,
b) s jakou pravdépodobnosti lze tvrdit, ze absolutni hodnota chyby pfi uréovani & nepfekro¢i 10 hodin
(vyjadiete pomoci distribuéni funkce zndmého rozdéleni).

. U 100 ndhodné vybranych vyrobki z produkce urc¢itého zavodu byla zjisténa spotfeba materialu na
jeden vyrobek. Z vybérovych dat byla spoétena priimérna spotfeba z = 150 a vybérovy rozptyl s2 = 16.
Stanovte intervalovy odhad pro pramérnou spotiebu se spolehlivosti 0,99!

. Pro zacvik laboranta na urc¢itém optickém pristroji je dilezitym méfitkem variabilita pfi méreni ur¢itého
objektu. Za ptredpokladu normality rozdéleni sestrojte interval o spolehlivosti 1 — o = 0,95 pro rozptyl,
jestlize pokus vedl k vysledktim

6,42 6,44 6,38 621 6,38 6,60 6,51.

5. Testovani hypotéz

. Dle vyrobce ma mit auto na 100 km primérnou spotiebu 91. U 20 ndhodné vybranych aut byla zjisténa
nasledujici spottfeba:
8.8 89 9.0 87 93 9.0 87 88 94 86

89 92 94 89 91 88 94 93 91 89



Potvrzuji namérené hodnoty tvrzeni vyrobce? Volte hladinu testu o = 0,05.

. Mé&jme ndhodny vybér z norméalniho rozdéleni N(u, 1) a pfedepsané pravdépodobnosti chyb 1. a 2. druhu
a a 1— (. Testujme nulovou hypotézu Hy : u = po proti alternativni hypotéze Hy : p = p1, kde pg < 1.
Jaky je tfeba zvolit rozsah vybéru?

. Pro porovnéni dvou metod uéeni nazpamét bylo mezi 18 pokusnymi dvojicemi vybrano 9 pari se stejnou
nebo velmi podobnou hodnotou IQ. Nahodné zvolena osoba z kazdého paru pouzila pfi uc¢eni metodu A,
druhd osoba metodu B.

A: 90 8 72 65 44 52 46 38 43

B: 8 87 70 62 44 53 42 35 46
Testujte hypotézu, ze obé metody jsou stejné dobré. Volte hladina testu a = 0,05.

. Vazenim jsme ziskali idaje o presném mnozstvi automaticky balenych potravinaiskych vyrobki uréitého
druhu ndhodné vybranych pied a po sefizeni baliciho automatu.

Pred sefizenim: 243,2 2448 2531 2475 2510 251,7 254,0
252,5 2528 250,1 2473 250,9 2532 2527
Po sefizeni: 2504 250,2 251,1 2493 2499 250,2 2511

Zjistéte, zda je mozné na hladiné o = 0,05 prokazat, ze:
a) pred sefizenim automatu stfedni hodnota ptekracuje 250 g,
b) pfed sefizenim automatu smérodatna odchylka pfekracuje 1g,
¢) kolisavost mnozstvi se sefizenim automatu snizila,
d) stfedni hodnota se sefizenim zménila.
Doplrite predpoklady.

. Byla sledovana Gé¢innost léku na snizeni tlaku krve. Snizeni tlaku nastalo u 140 z 225 pacientu. Rozhod-
néte, zda je lé¢ba efektivni! Volte hladinu testu o = 0,01.

Ndvod: Pouzijte centralni limitni vétu. Oznacime-li p pravdépodobnost snizeni tlaku u jednotlivého
pacienta, pak p = 1/2 znamen4, Ze 1é¢ba neni efektivni, p > 1/2 znamen4, Ze 1é¢ba je efektivni.

6. Korelaéni koeficient

. Necht X je pocet licii pfi tfech hodech korunovou minci, necht Y je pocet lict pfi ¢tyfech hodech
pétikorunovou minci. Oznac¢me celkovy pocet lici v téchto pokusech jako W. Urcete korela¢ni koeficient
XaW.

. Nahodné velicina X mé rovnomeérné rozdéleni
a) na intervalu (0, 2),
b) na intervalu (—1,1).
Ozna¢me Y = X2. V obou pifipadech spoététe kovarianci a korela¢ni koeficient veli¢in X a Y.

. V tabulce je uvedena mira nezaméstnanosti a mira inflace v roce 2003 v zemich EU (v procentech).

Zemé Nezam. Inflace Zemé Nezam. Inflace
Belgie 8,1 1,5 Malta 8,2 2,5
Ceské republika 7,8 —-0,1 Némecko 9,6 1.0
Dansko 5,6 2,0 Nizozemsko 3,8 2,2
Estonsko 10,1 14 Polsko 19,2 0,7
Finsko 9,0 1.3 Portugalsko 6,3 3,3
Francie 9,4 2,2 Rakousko 4,1 1.3
Irsko 8,6 4.0 Recko 9,3 3,4
Italie 8,6 2,8 Slovensko 17,1 8,5
Kypr 4.4 4,0 Slovinsko 6,5 5,7
Litva 12,7 -1,1 Spojené kralovstvi 5,0 14
Lotyssko 10,5 2,9 Spanélsko 11,3 3,1
Lucembursko 3,7 2,5 Svédsko 5,6 2,3
Madarsko 5,8 4,7




Spoctéte vybérovy korelacni koeficient.

4. U 20 rodin byl sledovan jejich mési¢ni prijem a mési¢ni vydaje za stravu. Oznacime-li X; pfijem i-té
rodiny a Y; jeji vydaje (v tisicich), tak bylo zjisténo, ze > X; = 546, > Y; = 95,58, > X,;Y; = 3331,98,
> X2 =18830,88, > V2 = 605,5812. Odhadnéte korela¢ni koeficient a na hladiné 5% testujte hypotézu,
Ze je roven nule.

7. Regresni pirimka, linearni model

1. Prodej daného vyrobku byl nasledujici (v tis.)

1998 30
1999 34
2000 39
2001 47
2002 53
2003 57
2004 65

Na zékladé regresni pfimky odhadnéte prodej v letech 2005 a 2006.

2. V roce 2003 byl v jednotlivych krajich Ceské republiky zjistén nasledujici pocet lidi starsich 15 let, kteii
maji doma p¥istup k internetu (tidaje jsou v tisicich):

Kraj Obyvatel  Internet Kraj Obyvatel  Internet
Hl. m. Praha 1018 354 Kralovehradecky 464 84
Stredocesky 962 231 Pardubicky 426 92
Jihocesky 528 80 Vysocina 434 89
Plzensky 468 73 Jihomoravsky 954 227
Karlovarsky 256 57 Olomoucky 538 75
Ustecky 689 87 Zlinsky 502 98
Liberecky 359 61 Moravskoslezsky 1061 189

Zkoumejte zavislost poctu obyvatel starsich 15 let s internetem na poc¢tu vSech obyvatel starsich 15
let. Pouzijte model jednoduché linearni regrese a odhadnéte jeho parametry. Spoctéte rezidualni soucet
Ctvercu a koeficient determinace.

3. Sledujme zéavislost spotieby benzinu na vykonu motoru u riznych znadek aut. Necht Y; znaci pocet
ujetych kilometrt na 1 litr pohonné hmoty a x; je vykon v kW.

@ 77 1379 1155 76,3 994 1337 80,5 178,5 108,5 140 49 56,7
Y, 144 92 80 116 84 11,2 120 10,0 124 108 172 13,2

Nejprve uvazujte linedrni model ve tvaru Y; = By + S1x; + o¢; a najdéte odhady parametra.

Ze zkuSenosti se dd ocekavat, Ze se silnéjsim autem roste spotieba (pfevracena hodnota Y;). Zkuste
nyni zvolit model Y; = Gy + % + og;. Opét odhadnéte parametry. Lze na 5% hladiné prokazat zavislost
Y; na x;7 V kterém pripadé jé reziduélni soucet ¢tverct mensi (koeficient determinace vétsi)?

4. Pii bézeckych testech byl kromé dosazeného ¢asu (v sekundéch) zaznamenan i vék a hmotnost daného
cloveéka.

Cas Vek Hmotnost
481 37 84
297 24 65
359 31 73
313 26 76
438 42 69
419 19 82
386 33 74
463 49 81

Vysetiete zavislost dosazeného ¢asu na dvojici veli¢in hmotnost a vék.
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8. Multinomické rozdéleni a testy dobré shody

. Ve mésté je k hospod, n lidi si ndhodné vybird nezéavisle na sobé jednu hospodu, kterou navstivi.
Pravdépodobnost, Ze si vyberou j-tou hospodu je pro vSechny lidi stejné a rovna p;, pfitom Z?Zl p;j =1.
Urcete sdruzené rozdéleni poctu lidi v jednotlivych hospodach a margindlni rozdéleni poctu lidi v jedné
zvolené hospodé (naptiklad v prvni).

. Sto vybranych lidi urcilo svou oblibenou ¢islici.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 14 9 19 10 v 8 17 5 8

Posudte, zda je néktera ¢islice preferovana.

. P1i 600 hodech hraci kostkou byly zjistény nasledujici cetnosti jednotlivych stran: 103, 99, 91, 108, 119,
80. Lze na 5% hladiné povazovat tuto hraci kostku za symetrickou?

. Uvazujme néasledujici dvé realizace ndhodnych vybéra:
-8,77 —6,52 -706 —-436 574 771 =391 2,68 2,42 2,22
—8,91 9,34 —695 —265 9,32 5,88 —0,85 229 —4,38 4,95

0,77 0,64 0,37 -267 443 —-393 032 -266 063 —084
-1,77 0,73 -1,15 048 1,04 -287 -124 -081 066 —2,56

Nejedna se o realna ale o nasimulovana data z dvou riaznych rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou.

Lze pomoci Kolmogorovova-Smirnovova testu na 5% hladiné zamitnout nulovou hypotézu tvrdici,
7e vybéry pochazeji ze stejnych rozdéleni?

Vsimnéte si, ze dvouvybérovy t-test v tomto pripadé vede k chybnému zavéru, neni schopen rozeznat
odlisnost vybéri (ve skutecnosti prvni skupina dat nepochézi z normélniho rozdéleni, a proto nejsou
nesplnény predpoklady dvouvybérového t-testu).



