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Empiricka distribuéni funkce, intervalové odhady

Doporuceny postup prace (pro ty, kteri si s R-em jesté netykaji)

1. Spustte program R a nastavte si pracovni adresaf, ktery jste si vytvorili na minulém
cviceni, napt. H: /NSTP097.

2. Ze stranky www.karlin.mff.cuni.cz/"omelka/Vyuka_stp097.php stdhnéte soubor
cviceni2.RData a ulozte jej do pracovniho adresare z bodu (1).

3. Pomoci File/Load_Workspace. .. si nactéte do R-ka soubor cviceni2.RData.

4. Pomoci File/New script... si zalozte novy zdrojovy soubor a ulozte si jej napi. jako
cviceni2.R. Do tohoto souboru si piste prikazy, které se Vam osvédcily pro feseni zada-
nych tkold.

5. V pripadé jakychkoliv nejasnosti se nebojte obratit na cviciciho.

Poznamka k napovedée: Bohuzel v pocitacové ucebné pod operacnim systémem Windows ne-
funguje standardni napovéda, kdy do fadku napisi pfimo ?plot nebo help(plot) . Jde vyuzit
html napovéda, kterou vyvoldme pomoci help.start() , anebo se k ni lze proklikat pomoci
menu Help/...Ta v8ak neni prili§ Sikovna, pokud znadm piesny nazev funkce. Jde vSak pouzit
ukrok stranou. Pomoci programu putty (bude asi ve skupiné Internet) se ptihlasite k serveru
artax.karlin.mff.cuni.cz. Zde zadate sviij login a heslo a po tspésném piihlaseni se ocitnete
na svém unixovém Uc¢tu na serveru artax. Program R spustite jednoduse tim, Ze napisete do
konzole R a date Enter. Na takto spusténé instalaci programu R by méla napovéda fungovat jiz
standardné, tj. ndpovédu k prikazu plot ziskate jako ?plot nebo ekvivalentné help(plot).

Touto barvou budou psany véci, nad kterymi byste se méli zamyslet. Touto barvou budou psany
vysvétleni k nékterym piikaztim z R.

Uloha 1: Empiricka distribu¢ni funkce

Zopakovdni: Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér. Potom empiricka distribu¢ni funkce je déna

vzorcem
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a je odhadem teoretické distribuc¢ni funkce
F(r) = P(X; < x),

kterou zpravidla nezname.



Empirickou distribu¢ni funkci pocita funkce ecdf (x). Jeji argument x je vektor predstavujici
nadhodny vybér. Jejim vysledkem je objekt, ktery miizeme pod né€jakym jménem uschovat a
dale zpracovavat. Vzpomente si na presnou definici empirické distribuc¢ni funkce F,. Uvédomte
si, ze jde o ndhodnou veli¢inu. Jaké rozdéleni ma Fn(x)? Co vite o jejim limitnim chovani?

Spoctéte a nakreslete si empirickou distribucni funkci ndhodného vybéru z normovaného
normalniho rozdéleni, tj. N(0, 1), o rozsahu 25 pozorovani. Postupujte nasledovné:

1. Vygenerujte a uschovejte si nahodny vybér z normovaného normalniho rozdéleni
X = rnorm(25)
Tento ptikaz generuje vybér z normalniho rozdéleni (vime z minula). Jestlize neupfesnime
parametry mean a sd, tj. stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku, bere R defaultné N(0, 1).
Ptipominam moznost nastaveni parametru set . seed pted volanim pseudonahodnych cisel.
2. Spoctéte empirickou distribuéni funkei tohoto vybéru. Oznacéim ji napt. eF (mizete pouzit
jiny nazev)
eF = ecdf (x)
3. Objekt eF se chova jako funkce, tj. mizeme spocitat hodnoty v libovolném bodé nebo
bodech. Zkuste spocitat hodnotu této empirické distribu¢ni funkce v bodé 0
eF(0)
Jaka je hodnota skutecné distribuéni funkce rozdéleni N(0,1) v bodé 07 (Uvédomte si, Ze
je toto rozdéleni symetrické.)

4. Nakreslete obrazek: plot (eF).

Nyni vSe zopakujte pro beta rozdéleni s parametry o = § = 0.5 a rozsah vybéru n = 35.
Abychom védéli, s jakym rozdélenim pracujeme, vykreslete si nejprve hustotu B(0.5,0.5)
curve (dbeta(x,alpha,beta) ,from=0,to=1)

Néhodny vybér z B(«, 5) o rozsahu n dostanete piikazem

x=rbeta(n,alpha,beta).

Nezapomerite za parametry alpha, beta dosadit, anebo je definovat.

Spoctéte opét distribucni funkci a nakreslete obrazek.

Chovani distribuc¢ni funkce pfi rostoucim poc¢tu pozorovani:

Ukol: Podivejme se, jak se pii vzristajicim po¢tu pozorovani piiblizuje empiricka distribu¢ni
funkce skutecné distribuc¢ni funkci. Nakreslime si empirickou distribuc¢ni funkci pro ¢tyii vybéry
z N(0,1) o rozsahu 10, 50, 500 a 2000. Kazdym obrazkem prolozime skutec¢nou distribuc¢ni
funkci a dame si je na jeden list. Taktéz spoc¢itAme maximalni absolutni rozdil mezi skutec¢nou
a empirickou distribu¢ni funkeci.

Resent: Jadrem vypoctu je piipravend funkce gnp, kterou jste si natahli ze souboru
cviceni2.RData. Vypiste si, jak vypada tato funkce.

print (gnp)

Jejim jedinym argumentem je rozsah vybéru n. Funkce vygeneruje data z N(0,1) a vyrobi
obrazek empirické distribu¢ni funkce a skutecné distribuc¢ni funkce, pritom vraci maximéalni
rozdil mezi empirickou a skutec¢nou distribuc¢ni funkci. Pokuste se z kédu pochopit, co vlastnée
tato funkce déld. Chceme-li pocitat rozdil sup, g |F,(z) — F(z)|, na které body z se miZeme
omezit?



Obrazky zakreslime do jednoho panelu tak, ze pied volanim funkce gnp napiSeme piikaz

par (mfrow=c(2,2)). MEéli jsme uz minule. Nastavuje okno pro obrazky, aby se do né€j nakres-
lily 4 obrazky v matici 2x2. Tento prikaz Vam otevie prazdné grafické okno, které nezavirejte.
Pak c¢tytikrat zavolame gnp s argumentem 10, 50, 500 a 2000

gnp(10); gnp(50); gnp(500); gnp(2000)

Co pozorujete na obrazku? Co o tom vite z teorie? Z které véty vyplyva, ze Fn(x) — F(z) pfi
n — oo pro vsechna = € R? A kterd véta hovoii o chovani sup, g |Fy,(z) — F(x)|?

Nakonec uvedeme grafiku do ptivodniho stavu
par (mfrow=c(1,1)).

Uloha 2: Odhady

Data pneu obsahuji méfeni zivotnosti pneumatik (v tisicich km jizdy) dvéma metodami: méfeni
pomoci ubytku hmotnosti pneumatiky (veli¢ina met . v) a méfeni pomoci ubytku hloubky dezénu
(veli¢ina met.d).

Zobrazte si cela data: Prosté napiste pneu . Uvédomte si, ze jde o méfeni stejné véci dvéma
riznymi zpusoby. Tj. jeden fadek odpovida vzdy méreni na jedné pneumatice. Podle toho, co
vidite, co soudite o danych dvou zptisobech méteni?

Kolik bylo celkem pneumatik? Staci napsat dim(pneu) .

Jednotlivé veli¢iny (sloupce) mizete ziskat jako pneu$met.v a pneu$met.d. Abychom k nim
meéli pfimy piistup, zavolame

attach(pneu)

Nyni uz staci psat jen met.v a met.d.

Toto je mnohem pohodlnéjsi. Uz nemusime psat ndzev dat a $. Pokud by Vam to prestalo
vyhovovat, napiSete detach(pneu) .

Spocitejte primeéry a vybérovou rozptylovou matici obou velic¢in:

mean (pneu)

var (pneu).

Co odhaduji prvky vybérové rozptylové matice?

Spocitejte také vybérovou korela¢ni matici

cor (pneu).

Interpretujte tyto hodnoty. Co ,,méri“ korelace? Ocekavali jsme takové hodnoty nebo ne?

Graficky porovnejte empirické distribuc¢ni funkce obou méfteni:

a = ecdf (met.v)

b = ecdf(met.d)

plot(a)

lines(b,1ty=2, col.hor="blue", col.points="blue")

Nejprve vykreslime graf empirické distribu¢ni funkce prvniho méfeni a pak do néj pomoci
funkce lines pridame druhou distribuc¢ni funkci. Parametr 1ty voli typ ¢ary — 1 je plna, 2 je
prerusovana, 3 teckovana atd. Parametr col.hor udava barvu ¢ar a col.points barvu bod.



Spocitejte asymptotické intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu obou méfeni. Pouzijte
funkci ci.asym(x), kterd pocita tii ¢isla:

Xyt X, aX O

n Ul—a/2 \/ﬁ’ ny & AXp+ ul—a/Q\/ﬁ

pro a = 0.05. Ujistéte se, ze vite, co znamenaji vSechny uvedené znaky a pismena, a ze je umite
pocitat v R. Jak spoctete napi. hodnotu u;_q /57
Zavolejte
ci.asym(met.v); ci.asym(met.d)
Jakd je pravdépodobnost pokryti skutecné stiedni hodnoty timto intervalem?
Pozor, jedna se o asymptoticky interval spolehlivosti, proto je potieba vse interpretovat ,asympto-
ticky“. V jakych situacich umite pocitat presny interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu?
Presvédcte se (graficky) o tom, Ze v tomto nasem piipadé tyto predpoklady nejsou splnény.

Uloha 3: Intervaly spolehlivosti

Vygenerujte ndhodny vybér o rozsahu n = 20 z normalniho rozdéleni s parametry y = 2 a
o2 =1, tj. N(2,1), piikazem

smp = rnorm(20,2,1).

Sestrojte asymptoticky interval spolehlivosti pro x4 pomoci funkce ci.asym. Libi se Vam tento
interval? Co od néj ,,cekame”?

Nyni ziskdme N = 100 ndhodnych vybért o rozsahu n = 20 a sestavime je do matice:

nobs = 20
nvyb = 100
data.mat = matrix(rnorm(nobs*nvyb,2,1) ,nrow=nobs,ncol=nvyb)

Parametr nobs je n, nvyb je V. V fadcich matice data.mat jsou pozorovani, ve sloupcich jsou
jednotlivé vybéry. Tj. rozmeér této matice je nobs fadki a nvyb sloupci.

Nyni spoéitame intervaly spolehlivosti (pro EX = p = 2) pro kazdy ze 100 vybéru:
vs.ci = apply(data.mat,2,ci.asym)

Funkce apply pouzije na matici data.mat po sloupcich (volba 2, volba 1 by odpovidala fadktim)
funkeci ci.asym.

Miizete si tyto intervaly vypsat (pozor, je toho hodné)

vs.ci

a nakreslit pomoci funkce plotCI (kterou jste ziskali zavolanim cviceni2.RData na zacatku
této hodiny):

co = 1:100

plotCI(vs.ci[2,co] ,uiw=(vs.ci[3,co]l-vs.cil[1,co0])/2,gap=0.15,sfrac=0.002,
ylab="Int. spol. pro str. hodnotu",xlab="Vyber")

abline(h=2,col="red")



Funkce abline kresli linedrni funkce (tj ¢ary). Pfi volbé h=2 kresli horizontélni, tj. vodorovnou,
c¢aru v bodé 2. Dalsi volby zjistite vyvolanim napovédy 7abline.

Vodorovna cervend Cara vyznacuje skutecnou stfedni hodnotu. Kolik intervalt by ji mélo po-
kryvat? Mtzeme spocitat, jaké procento intervaltl ji skutec¢né pokryva:

sum(vs.ci[1,]<2 & 2<vs.ci[3,])/nvyb

Nejdiive pomoci funkce sum spocitame, kolik intervalii spliiuje podminku, ze dolni mez je mensi
nez 2 a zaroven horni mez je vétsi nez 2. Tim méame pocet takovych intervalti. Chceme-li
procento, musime to jesté vydeélit poctem vsech intervali, tj. nvyb.

Jak to tedy je s pokrytim skutecné stfedni hodnoty? Jak byste vysvétlili rozdil mezi tim, co
vidite, a tim, co ocekavate?

Také si mizeme odhadnout stfedni délku intervalu spolehlivosti:
mean(vs.ci[3,]-vs.ci[1,]).

Nyni opravte pocet vybéri z N(2,1) na N = 1000 (abychom lépe odhadli jejich pokryti a
stfedni délku) a udélejte 1000 intervalt spolehlivosti pro vybéry o rozsahu 20, 100 a 1000. To
znamena, Ze pro nobs rovno postupné 20, 100 a 1000 a nvyb = 1000 provedte

data.mat = matrix(rnorm(nobs*nvyb,2,1) ,nrow=nobs,ncol=nvyb)
vs.ci = apply(data.mat,2,ci.asym)

sum(vs.ci[1,]<2 & 2<vs.ci[3,])/nvyb
mean(vs.ci[3,]-vs.ci[1,])

Skutecné pokryti a primérnou délku interval spolehlivosti pro rizné rozsahy vybért prijdte
napsat na tabuli.

Jak se méni pokryti a délka téchto intervalti v zavislosti na velikosti vybéru? Pfipomete si,
jaka je skutecnd délka intervalu pro konkrétni n (viz vzorec vyse). Jaké bude jeji chovani pfi
n — oo?

Nyni zménte rozdéleni a opakujte celou tlohu s exponencidlnim rozdélenim Exp(5) misto
N(2,1). Vybér z exponencialniho rozdéleni o rozsahu n dostanete pomoci piikazu
x=rexp(n,b).

Spoctéte nejdiiv interval spolehlivosti pro jeden vybér o rozsahu n = 20. Jaka je skutecna
stfedni hodnota tohoto rozdéleni?

Spocitejte si opét 100 intervald spolehlivosti a nakreslete obrazek, t;.

nobs = 20

nvyb = 100

data.mat = matrix(rexp(nobs*nvyb,5) ,nrow=nobs,ncol=nvyb)

vs.ci = apply(data.mat,2,ci.asym)

co = 1:100

plotCI(vs.ci[2,co] ,uiw=(vs.cil[3,co]l-vs.ci[1,co0])/2,gap=0.15,sfrac=0.002,
ylab="Int. spol. pro str. hodnotu",xlab="Vyber")

abline(h=1/5,col="red")



Podivejte se opét, jak se méni pokryti a délka intervall spolehlivosti pro stfedni hodnotu v
zavislosti na velikosti vybéru n = 20,100, 1000. Je situace v nécem jina nez u normalniho
rozdéleni? Pro¢? Na c¢em je zalozen asymptoticky interval spolehlivosti?

Presny interval spolehlivosti. Pro normélni rozdéleni N(u, 0%) zname piedpisy pro presné in-
tervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu p. V pripadé, Ze nas ndhodny vybér pochazi z normal-
niho rozdéleni, pouZijeme tento ptesny interval spolehlivosti (a nikoliv asymptoticky). Z pied-
nasky vite, Ze jiny interval pouZijeme v situaci, kdy o2 zndme, a jiny, jestliZe rozptyl nezname.
V praxi vétsinou rozptyl nezname, proto se budeme divat na druhy zminény piipad.

Pfi neznamém o? je interval spolehlivosti pro p na hladiné spolehlivosti 1 — o dan jako

S Sn > Sn
(Xn — tn—l,l—a/?%; Xy + tn—l,l—a/Q%)

Opét se ujistéte, Ze vite co jednotlivé hodnoty znamenaji. Jak byste v R pocitali t,,_11_q/27

Vygenerujte si vybér z normalniho rozdéleni N(3, 1) o rozsahu n = 25

x=rnorm(25,3,1)

Interval spolehlivosti pro a = 0.05 mizeme dostat zavolanim

t.test(x)$conf.int[1:2].

Funkce t.test provadi jednovybérovy a dvouvybérovy t-test, s tim se jesté blize sezname
pozdéji. Ted si z toho pouze vytahneme interval spolehlivosti, tj. conf.int.

Pro rozsahy n = 25,100, 1000 a 5000 postupné vygenerejtu vybér z N(3,1) a spocitejte presny
i asymptoticky interval spolehlivosti a porovnejte.

Co vidite? V ¢em se lisi pfesny a asymptoticky interval (co se tyc¢e vzorce)? Co vite o chovani
t,-rozdéleni pii rostoucim n?



