Datum posledni aktualizace: 15. zari 2013

NSTP022 PRAVDEPODOBNOST A MATEMATICKA STATISTIKA
POZNAMKY O ZKOUSCE

Zkouska méa pisemnou a ustni ¢ast. Nejdiive je pisemné ¢ast, ktera se dale déli na pocetni ¢ast
(90 min) a teoretickou ¢ast (75 min). Pro pfipusténi k tstni zkousce je tfeba zvldadnout obé ¢asti
pisemné zkousky alesponi na 50 % moznjch bodd.

Doporuéujeme nejdrive kazdou otézku alespon struéné zodpovédét (tj. napf. zformulovat
tvrzeni, uvést definici, apod.) a az kdyz Vam zlstane ¢as, tak se poustét do podrobnéjsi odpovédi
(tj. napt. dtikazu tvrzeni, odvozovani, apod.).

1. PRIPRAVA KE ZKOUSCE

1.1. Pocetni ¢ast. Jako pfipravu na pocetni ¢ast zkousky lze doporudit
e aktivni ticast na cvicCeni;
e samostatné propocitani prikladi pocitanych, resp. zadanych na cviceni;
e propocitani prikladu ze skript;
e propocitani prikladi z doporucené cvicebnice.

Pro pocetni ¢ast budete mit k dispozici vzorce pro intervalové odhady a testy a déle ta-
bulky s hodnotami distribué¢ni funkce N(0, 1) a dileZitymi kvantily. Oboji je ke staZeni napf. na
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~omelka/Vyuka_stp022.php. Na rozdil od zapoctovych pise-
mek vSak nelze pouzivat list A4 popsany vzorci, natoz jakékoliv jiné tahaky.

1.2. Teoreticka €ast. Doporucduji vénovat pozornost nasledujicim pojmim, definicim, vétam a
tlohdm. Upozornuji vsak, Ze se nejedna o seznam otazek, natoz aby to byl iplny seznam vsech
moznych otazek.

1.2.1. Zdklady.

e definice pravdépodobnostniho prostoru, co je to sigma-algebra, co je to pravdépodobnost
a jaké jsou jeji vlastnosti;

e definice podminéné pravdépodobnosti, véta o nésobeni pravdépodobnosti, véta o Uplné
pravdépodobnosti, Bayesova véta;

e nezavislost systému ndhodnych jevi;

e definice ndhodné veli¢iny — co zarucuje métitelnost? Co je to sigma algebra indukovana
nédhodnou veli¢inou?;

e distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny a jeji vlastnosti;

hustota ndhodné veli¢iny, jeji vztah k distribuéni funkci a jeji vyuziti pro vypocéet P(X €

B);

diskrétni vs. spojita rozdélent;

stfedni hodnota nadhodné veli¢iny a jeji vlastnosti;

momenty ndhodné veli¢iny (absolutni, centrélni);

rozptyl ndhodné veli¢iny a jeho vlastnosti;

Cebysevova nerovnost;

momentova vytvorujici funkce a jeji vyuziti pro vypocet moment;

definice ndhodného vektoru a jeho distribuc¢ni funkce;

sdruzend versus marginalni distribu¢ni funkce ndhodnych vektort;

vlastnosti sdruzené distribu¢ni funkce (podrobné si to rozmyslete pro d = 2);

sdruzend a marginalni hustota;

kovariance, koeficient korelace, varian¢ni matice a jeji vlastnosti;

nezavislost ndhodnych velicin;

konvoluce;

rozdéleni linearni kombinace nezavislych normalnich rozdélent;
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1.2.2. Limitni véty.

Cantelliho véta, Borelova véta;

konvergence skoro jisté a konvergence v pravdépodobnosti a jejich vztah;

definice silného (slabého) zdkona velkych éisel;

Kolmogorovova nerovnost a jeji vyuziti;

SZVC pro stejné a nestejné rozdélené ndhodné veli¢iny, porovnani nutnych predpokladi;
Centrélni limitni véta (Ljapunovova) a jeji disledek pro stejné rozdélené ndhodné veliciny;
pouziti CLV na binomické rozdélent;

véta o asymptotickém rozdéleni Z,,+Y,, (resp. Z, Y, ), kde Z,, ma asymptoticky normované
normélni rozdéleni a Y,, konverguje k nule (resp. k jedniéce) v pravdépodobnosti;

1.2.3. Teorie odhadu a testovdni hypotez.

formulace tlohy bodového odhadu;

nestrannost a konzistence bodového odhadu;

nestrannost a konzistence vybérového priiméru a vybérového rozptylu;
definice intervalového odhadu (oboustranny, horni, dolni),

definice y2-rozdéleni a t-rozdéleni — neni t¥eba znat hustoty, ale jejich reprezentaci pomoci
nahodnych veli¢in;

kvantily ¢-rozdéleni a x2-rozdéleni pro velky pocet stupiiii volnosti;
metoda maximalni vérohodnosti;

tloha testovani hypotéz, chyba prvniho a druhého druhu, kriticky obor;
Neymanova-Pearsonova véta a jeji vyuziti pii testovani hypotéz;

test podilem vérohodnosti;

Otazky z této Casti u¢iva mohou vypadat nasledovné:

1. Necht Xi, ..., X,, je ndhodny vybér z N(u,c?). Uréete rozdéleni vybérového priiméru. Piedpo-
kladejte, ze 02 je znamé. Vyuzijte této znalosti ke konstrukei intervalového odhadu pro parametr
a k testovani nulové hypotézy Hy : p = pg proti oboustranné ¢i jednostranné alternative.

2. Nechf X7i,...,X, je ndhodny vybér z normélniho rozdéleni N(u,o?). Oznaéme X, vybérovy
primér a S2 je vybérovy rozptyl. Uréete rozdéleni ndhodné veli¢iny V = M a podrobné
vysvétlete, pro¢ tomu tak je. Vyuzijte znalosti rozdéleni nahodné veliciny V' ke konstrukei inter-
valového odhadu pro parametr p a k testovani nulové hypotézy Hy : © = po proti oboustranné ¢i

jednostranné alternative.

3. Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z N (u, 02). Uréete rozdéleni ndhodné veli¢iny (n—1)S2 /o>
Vyuzijte této znalosti ke konstrukei intervalového odhadu pro parametr ¢? a k testovani nulové
hypotézy Hy : 02 = 02 proti oboustranné ¢i jednostranné alternative. .

4. Necht X7i,...,X,, je ndhodny vybér z N(u1,02) a Yi,...,Y,, je ndhodny vybér z N(us,o?).
Oba vybéry jsou vzajemné nezavislé. Urcete rozdéleni ndhodné veli¢iny
Xy =YV, = (1 — pi2) 2 1 2 2
, kde S = ——— - 1)S —-1)S .
S /L 4 L ¢ ny+ng —2 ((nl ) Ly T (2 ) 2»”2>

ni n2

Vyuzijte této znalosti ke konstrukci intervalového odhadu pro parametrickou funkei p; — ps a k
testovani nulové hypotézy Hg : 1 — o = 6 proti oboustranné ¢ jednostranné alternativé.

5. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s koneénym nenulovym rozptylem. Odvodte

asymptotické rozdéleni ndhodné veliciny w Vyuzijte této znalosti ke konstrukci inter-

valovému odhadu (o asymptotické spolehlivosti 1 — «) pro stfedni hodnotu E X; a k testovani
nulové hypotézy Hy : E X7 = o proti oboustranné ¢i jednostranné alternative.

6. Nechf Xi,..., X, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni s parametrem p. Odvodte
Vi(Xn—p)
VX.(1-X,)"

valovému odhadu (o asymptotické spolehlivosti 1 — a) pro parametr p.

asymptotické rozdéleni ndhodné veliciny Vyuzijte této znalosti ke konstrukci inter-
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7. Necht Xi,...,X, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni s parametrem p. Odvodte

asymptotické rozdéleni ndhodné veli¢iny Y—=2—=". Vyuzijte této znalosti k testovani nulové hy-
totické rozdéleni ndhodné velici %)V te této znalosti k test lové h
pl=p

potézy Hy : p = pg proti oboustranné ¢i jednostranné alternative.

8. Nechf X1,..., X, je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni s parametrem A. Odvodte asympto-
tické rozdéleni ndhodné veliciny % Vyuzijte této znalosti ke konstrukci intervalovému

odhadu (o asymptotické spolehlivosti 1 — ) pro parametr \.
1.2.4. Regresni analyza.

e formulace modelu linearni jednoduché regrese, metoda nejmensich ¢tverci;
e nestrannost a rozptyl odhadd parametria 81 a 82 v modelu linearni regrese;
e specialni pfipady regresni analyzy — primka prochazejici pocatkem, dvouvybérovy t-test.

2. CASTE CHYBY — POCETNI GAST

1. V prikladech na klasicky pravdépodobnostni prostor se mnozina elementarnich jeva §2 zvoli tak
nestastné, ze jednotlivé elementarni jevy nemaji stejnou pravdépodobnost.

2. Hustotu spojité ndhodné veli¢iny vypocteme jako derivaci distribu¢ni funkce. Jelikoz je distri-
buéni funkce neklesajici, hustota musi byt (skoro vSude) neziporna.

3. Pri dokazovéani zavislosti nahodnych veli¢in X, Y nestaéi ukazat, ze fx y(x,y) # fx(z) fy (v)
v néjakém jednom vybraném bodé, ale alespon na néjaké mnoziné nenulové Lebesgueovy miry.
Naopak, pfi dokazovani nezdvislosti je tfeba ukazat, ze fx vy (x,y) = fx(z) fy (y) pro skoro vSechna
(x,y) € R2.

4. Pfi vypoctu marginln{ hustoty (distribu¢ni) funkce musi tato byt definovdna na celém R.

5. Jelikoz je rozptyl definovany jako stiedni kvadratickd odchylka, tj. var(X) = E(X — E X)?,
nebude jisté spravné, pokud vyjde zaporny. Pokud vyjde nulovy, tak je to také krajné podezielé,
protoze by to znamenalo, ze nahodné velicina X je rovné konstanté skoro jisté. Pokud Vam vyjde
zaporny rozptyl, je dobré piiznat, ze nékde bude asi chyba. V opatném piipadé nabude zkousejici
nevalné minéni o Vasich znalostech.

6. Obecné jisté neplati: var(aX) = a var(X).

7. Pro vypocet stfednich hodnot ve tvaru Eh(X), kde h je méfitelnd funkce, neni zapotiebi
odvozovat rozdéleni ndhodné veli¢iny h(X). V piipadé diskrétni, resp. spojité ndhodné veliiny X
lze zpravidla s ispéchem vyuzit vzorct

ER(X) =) h(zx)P(X =), tesp. Eh(X)= /h(x)fx(:v) dz.
k

8. Pozor vyjma specidlnich ptipadt obecné neplati E % = ﬁ Naopak, d4a se ukazat, ze pro g
ryze konvexni na borelovské mnoziné D a ndhodnou veli¢inu X, takovou ze X neni konstantni
skoro jisté a P(X € D) =1 plati Eg(X) > g(EX) (tzv. Jenssenova nerovnost).

9. S vyjimkou velmi specidlnich degenerovanych ptipadii jisté neplati

E max X; = max EX;.
1<i<n 1<i<n

Chceme-li tedy vypocitat Emax;<;<, X; je tieba zpravidla najit distribuéni funkei max;<;<y, X;,
derivaci dostat hustotu, ...

10. Hustota maxima dvou ndhodnych veli¢in neni maximem jejich hustot.
11. Pfi pouziti Borelovy véty se ¢asto nezdivodni, pro¢ jsou uvedené jevy nezavislé.

12. Pii pouziti CLV ¢i SZVC nezapomeiite uvést vechny predpoklady - tj. nezavislost, piipadnou
stejnou rozdélenost, podminky na momenty (stfedni hodnota, rozptyl, ...).

3



13. Zapis
lim (X, —EX,) =0,

n—oo
neni v poradku, protoZe neni feceno, o jaky druh konvergence se zde jednd (bodova, skoro jisté,
v pravdépodobnosti, ... ).

14. Pfedpoklad E X < oo nezarucuje kone¢nost E X, nebot nevylu¢uje moznost E X = —oc.

15. Konzistenci se v tomto pfedmétu rozumime silnd konzistence, ktera vyzaduje konvergenci s.j.
Konzistenci tedy nelze dokazovat pomoci Véty 4.3 ze skript, ktera za platnosti

n

1
lim — Zvar(X,») =0

n—oo N 4 1
1=
dava slaby zdkon velkych cisel.

16. V piikladech na maximalné vérohodny odhad je dobré psat si hustoty vcetné indikatort.
Pokud indikator zavisi na parametru, ktery chceme odhadovat, nelze hledat maximum pomoci
derivace vérohodnosti.

17. Reseni piikladu na testovani hypotéz by mélo obsahovat: formulaci modelu véetné pied-
pokladii, nulovou hypotézu, alternativni hypotézu, obor zamitnuti (kriticky obor) nebo interval
spolehlivosti, zavér (zda jsme hypotézu zamitli nebo nezamitli a na jaké hlading).

18. V predpokladech dvouvybérového t-testu chybi shodnost rozptylt.

19. Kdyz pfi testovani nezamitneme nulovou hypotézu, tak z toho nelze vyvodit, ze nulova hypo-
téza plati.

Koneckonct i lékati Tikaji, Ze neexistuje zdravy pacient (tj. nulovd hypotéza je, Ze pacient je
zdravy), ale pouze $patné vysetieny pacient.
20. Ackoliv spolu intervaly spolehlivosti a testovani hypotéz tizce souvisi, nelze zameétovat pojmy
spolehlivost (pouziva se pro intervalové odhady) a hladina (pouziva se pii testovani).

3. CASTE CHYBY — TEORETICKA CAST

21. V definici nezavislosti ndhodnych jevi se zapomene, ze prislusna rovnost plati pro kazdou
konecénou k-tici jevu.

22. V definici nezévislosti ndhodnych veli¢in pomoci distribuénich funkei (hustot) neni napséano,
Ze prislusné rovnost plati pro (skoro) vSechna x1,xo, ...

23. Aby se piedeslo nedorozuméni, je zapotiebi poctivé vypisovat indexy.

24. Pro nezavislé ndhodné veli¢iny X; a X5 neplati: var(X; — X5) = var(X;) — var(Xs).

25. Neplést ndhodné jevy a ndhodné veli¢iny. Nahodny jev je (méfitelnd) mnozina a ndhodnd
veli¢ina je (méfitelnd) funkce. Nejcastéji tuto chybu vidame pii formulaci Borelovy, resp. Cantelliho
vety.

26. V dukazu Borelovy véty se nezavislost vyuziva na prunik spocetné mnoha jevi. Z definice
nezavislosti vSak pouze vime, jak pocitat pravdépodobnost priniku konec¢né mnoha jevi.

27. Obéas lze vidét nasledujici kritéria pro SZVC pro nestejné rozdélené nahodné veliciny, ktera
jisté nejsou spravné.
var(X;)

n? ;
1 =1

< 00, nebo Z M < o0

2'2

H'Mg

<

28. Matematicky zna¢né podeztely je zapis

lim X, =EX,, [P]-s].

n— oo
Pokud E X,, se neméni s rostoucim n, tak pro¢ tuto zavislost na n zduraznovat? Pokud se vSak
E X ,, s rostoucim n méni, pak je vySe uvedeny zapis vylozené Spatné.
4



29. Centralni limitni véta (CLV) pro nestejné rozdélené ndhodné veli¢iny je ve skriptech formulo-
vana pro tzv. trojuhelnikové schéma. Jelikoz vyuziti této véty je az v regresi (Véta 7.3 ze skript),
tak studenti casto spravné nepochopi to trojithelnikové schéma nahodnych veli¢in, Spatné pisou
indexy a celd formulace CLV jde do haje. Proto spiSe doporucuji se naucdit jednodussi verzi CLV
z prednasky.

30. V centrélni limitni vété (CLV) pro nestejné rozdélené ndhodné veli¢iny je podminka na tieti
absolutni centralni momenty, tj. E|X; — E X|?, nikoliv na obycejné tfeti centralni momenty
E(Xy. — EXyp)3.

31. Nenapise se, ze konvergence v centralni limitni vété P(Z,, < z) — ®(x) plati pro véechnax € R.
Také je zde nesmysl psat, ze vySe uvedena konvergence plati skoro jiste.

32. Pii formulaci silného zakona velkych ¢isel ¢i centralni limitni véty se Spatné zformuluji kritéria.

33. Casto se zejména pii formulaci silného zékona velkych é&isel ¢ centralni limitni véty opomdiji
predpoklad nezavislosti zucastnénych ndhodnych velicin. Také je nevyhovujici psét, Ze napf.
X, —EX, — 0 [P]-s]., aniz se fekne, ze X, = %Z?Zl X; a co jsou to X;.

34. Pfi definovani tlohy bodového odhadu by mélo byt feceno, co je to ta parametricka funkce g
(zobrazeni odkud kam). Podobné, co je to za zobrazeni ta funkce ¢(X).

35. Obcas se plete, ze zatimco funkéni predpis ¢(X) bodového odhadu nesmi zaviset na odha-
dovaném parametru, tak rozdéleni ¢(X) by naopak na odhadovaném parametru zaviset mélo.
Napft. konzistence odhadu (vulgarné feceno) pozaduje, aby se rozdéleni odhadu s rostoucim rozsa-
hem vybéru koncentrovalo ve ,stale vétsi blizkosti“ odhadovaného parametru (resp. odhadované
parametrické funkce).

36. V definici intervalového odhadu neni napsano, ze pozadovand vlastnost musi platit pro vsechna 6
z prislusného parametrického prostoru. Totéz by mélo platit pfi definici nestrannosti a konzistence
bodového odhadu.

37. V definici t-rozdéleni se zapomene, Ze Citatel i jmenovatel maji byt nezavislé ndhodné velic¢iny.
38. V definici x2-rozdéleni se zapomene, Ze jednotlivé s¢itance jsou nezavislé nahodné veli¢iny.

39. Studenti se ¢asto nau¢i Neymanovu-Pearsonovu vétu i jeji dikaz, nicméné neumi ji pouzit
v konkrétnich ptipadech a jeji vyznam pro testovani hypotéz ziistava utajen.

40. Castym zdrojem zmatk je §patné porozuméni pravdépodobnosti chyby prvniho druhu a dru-
hého druhu.

41. Vénujte pozornost terminologii pro intervaly spolehlivosti a testovani hypotéz. Nelze napii-
klad tikat, Ze:

Pravdépodobnost, ze nulova hypotéza plati ...

Intervalovy odhad na hladiné « (Sprdvné: Intervalovy odhad o spolehlivosti 1 — «) ...

Parametr p nélezi do intervalu spolehlivosti s pravdépodobnosti 1 — a (Sprdavné: Intervalovy
odhad pokryje skute¢nou hodnotu parametru p s pravdépodobnosti 1 — «).

42. Kamen trazu byva Casto test pomérem vérohodnosti.

4. ZAVEREM

Casto se u teoretickych otazek stava, Ze student ma o problematice piedstavu velmi mlhavou.
V takovém prfipadé doporucuji psat jen to, co opravdu vite a ¢emu rozumite. VSechno co v ma-
tematice napiSete, by mélo mit hlavu a patu. VSechny symboly, které pouzivate, byste méli umét
vysvétlit. Pokus ,,obkreslit“ ve vizualni paméti objevené utrzky ze skript ¢i prednasky
bez jakékoliv zpétné kontroly, Ze symboly psané na papir davaji néjaky smysl, zkouse-
jiciho vétsinou pouze popudi. Matematik by mél radéji pfiznat neznalost, neZ psit nesmysly.
V tom by se mél matematik lisit napt. od politika.

Autori tohoto dokumentu dékuji vSem, kteri upozornili na chyby v ,céastych chybdch*.
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