Cviceni z NSTP022
25.3.—29.3.2013

Nahodné vektory II.

1. Necht X a Y jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny. Uréete rozdéleni, stfedni hodnotu
a rozptyl veli¢iny Z = X + Y, jestlize
(a) X,Y maji exponencilni rozdéleni Exp(\),
(b) X,Y maji rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,1).
(Na rozmysleni: Jakd je hustota Z = ;| X;, kde X; ~ Exp(\) jsou nezdvislé?)

2. Néhodny vektor (X,Y) v pfikladé 2 z minulého cviceni udéval ttratu za jidlo a piti na rodinné
oslavé a mél sdruzené rozdéleni s hustotou f(z,y) =z +ypro0<z<1l, 0<y<la f(x,y) =0
jinak. Oznacte W =X —-Y aZ=X+Y.

(a) Jaka je stfedni hodnota a rozptyl ndhodnych veli¢in W a Z7?7
(b) Spoctéte korela¢ni koeficient cor (W, Z).
y o . R sin(mX)
(c¢) Urcete stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny U = iy
(d)* Urcete hustotu ndhodné veli¢iny Z.
Navod: Spoctéte nejdrive distribucéni funkci G(z) ndhodné veli¢iny Z jako pravdépodobnost jevu
[X +Y < z|. Vhodny obrdzek pomize.

3. V dany den prijde do Skoly X divek a Y chlapci, kde X,Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny
s Poissonovym rozdélenim s parametry A > 0 a pu > 0.

(a) Urcete rozdéleni a ocekavanou hodnotu celkového poctu zaki ve skole v dany den.

(b) Jaké je rozdéleni poctu divek, jestlize vime, Ze je ve $kole v dany den celkem n zaka?

4. Necht I4,..., I, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s alternativnim rozdéleni, tj.
P(IiZI):p, P(IZZO):l—p
Ozna¢me X = ) ", I;,. Jaké ma ndhodnd veli¢ina X rozdéleni? Pomoci vzorci (Al) a (A2)
z ,Opakovani. .. “ spocitejte jeji stfedni hodnotu a rozptyl.

5. Necht X a Y jsou nezévislé ndhodné veli¢iny, které spliuji:
PX=k=0-p)p, k=0,1,..., Py =0=1-p)lps, 1=01,...

Urcete rozdéleni ndhodné veli¢iny Z = X + Y.

6. Najdéte rozdéleni hustotu sou¢tu nahodnych veli¢in X a Y, jestlize tyto jsou nezavislé a X ~
Exp(A), Y ~ R(0,0), Urcete sttedni hodnotu a rozptyl X + Y.

7. Necht X a Y jsou nezéavislé ndhodné veli¢iny s normalnim rozdélenim N(0, 1). Urcete rozdéleni,
stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny Z = X + Y.

8. Necht X,Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim na intervalu [0, 1]. Najdéte
hustotu ndhodné veli¢iny Z = X Y.

9. Necht X,Y jsou nezévislé ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdéleni Exp()), Najdéte hustotu

. . e _ X
nahodné veli¢iny Z = <.



Opakovani z prednasky

Rozdéleni souétu ndhodnych veli¢in. Nechf mé& ndhodny vektor (X,Y’)" sdruzené spojité roz-
déleni s hustotou f(x,y). Potom ma nadhodnd veli¢ina Z = X + Y rozdéleni s distribuéni funkei

6= [ __ S@pardy

Hustotu ndhodné veli¢iny Z pak dostaneme jako g(z) = G'(z2).
Specialng, jsou-li X,Y nezavislé ndhodné veliCiny se spojitym rozdélenim s hustotami fx, fy,
pak ma veli¢ina Z = X + Y rozdéleni s hustotou

9(z) = /_OO Ix(z)fy(z — z)dz.

Jestlize X, Y jsou ndhodné veli¢iny, které nabyvaji pouze nezapornych celociselnych hodnot, potom
pro rozdéleni ndhodné veli¢iny Z = X + Y plati

P(Z=n)=) P(X=FkY =n—k).

n

k=0
Jsou-li X,Y navic nezavislé, pak plati
n
P(Z=n)= PX=k)PY =n—k).
k=0
Dalsi (moZnd) uzZiteéné informace. Jestlize X1,...,X,, jsou ndhodné veli¢iny a aq,...,a, € R,

pak plati (za pfedpokladu existence danych momentit)
o E(X aiXi) =31 aiEX;, (Al

o var (Y0 a;iX;) =30 avar (X;) + Y > iz aiajcov (X, X;)  (A2).

Rozdéleni souéinu a podilu. Nechf X, Y jsou nezavislé veli¢iny s hustotami fx, fy. Pak
(a) veliéina V = XY ma rozdéleni s hustotou

o) = [ Ix(2)fria) B do
- L e X .
(b) je-li fy(y) =0 proy <0, ma veli¢éina W = v rozdéleni s hustotou

h(w) = /000 zfx(wz) fy (x) dz.



Vysledky
1.(a) EZ =2/\, var(Z) = 2/)\2, hustota Z: g(z) = N2ze™ ™, 2 > 0, a g(2) = 0 jinak,
(b) EZ =1, var(Z) = 1/6, hustota Z:

z z € (0,1),
g(z) =¢2—2 z€(1,2),
0 jinak.
2.(a) EW =0, var( )=1/6,EZ =7/6, var (Z) = 5/36,
(b) cor (W Z)
(c) E
(d) hustota Z
22 z € (0,1),
9(z) =1 2(2—-2) z€(1,2),
0 jinak,

3.(a) Z =X +Y mé Poissonovo rozdéleni s parametrem \ + pu, EZ = X\ + p,

(b) rozdéleni poc¢tu divek X za podminky Z = n je binomické s parametry n a ﬁ/\u

4. X ma binomické rozdéleni. E X = np, var (X) = np(1 — p).

5.
(1 _ pz)"ﬂ _ (1 —p1)n+1
2

b1 — P2

pro p1 # p2 a
P(Z=n)=(n+1)p*(1—p)", n=0,1,...

pro p1 = p2 (= p).
6. Hustota nadhodné veliciny Z = X + Y

0 z <0,
g(z) =451 —e™)  2€(0,0),
e*@kz (6)\0 _ 1) = (07 OO),

EZz%%—g, varZz%—{—%.
7. Néahodn4 veli¢ina Z ma normalni rozdéleni N(0,2), EZ =0, var (Z) = 2.
8. Hustota nahodné veli¢iny Z (napf. véta o rozdéleni soucinu):
-1 €(0,1),
h(z) = n(z) z : (0,1)
0 jinak.
9. Hustota nahodné veli¢iny Z (napf. véta o rozdéleni podilu):

1
hz)={ @ 270
0 jinak.



