Cviceni k zdkladum pravdépodobnosti
Pripomenite si: klasicky pravdépodobnostni prostor, elementdrni jev, ndhodny jev, doplnkovy
jev, pravdépodobnost, véta o inkluzi a exkluzi, podminénd pravdépodobnost, nezdvislé jevy, véta
o ndsobeni pravdépodobnosti, véta o celkové pravdépodobnosti, Bayesova véta

Komentar: Nekteré priklady jsou snadné, nékteré tézsi, pripadné vyzadujici vice pocitani.
Hlavnim jejich tkolem je umoznit ,osahat si“ dukladné nékteré principy a premyslet nad jejich
podstatou.

Piiklad 1 (klasicky pravdépodobnostni prostor—sestisténnd kostka). Uvazujme hod Sestisténnou
symetrickou kostkou.

e Jaky je pravdépodobnostni prostor? Co jsou elementarni jevy?
e Jakd je pravdépodobnost, ze padne sudé ¢islo, liché ¢islo?

Piiklad 2 (klasicky pravdépodobnostni prostor — hod dvéma desetisténnymi kostkami). Uvazujme
hod dvéma symetrickymi desetisténnymi kostkami, bilou a ¢ernou, pricemz vysledek hodu na jedné
kostce neovlivni vysledek na kostce druhé.

e Jak vypada pravdépodobnostni prostor? Kolik ma prvka?

e Jakd je pravdépodobnost, ze na bilé kostce padne sudé ¢islo, pokud na ¢erné padlo liché
¢islo?

e Jakd je pravdépodobnost jevu, Ze soucet ¢isel na obou kostkach je mensi nez 57 A jaka je
pravdépodobnost, Ze soucin je alespon 607

e Jaka je pravdépodobnost, ze padne sudy soucet a lichy soucin?

e Jakd je pravdépodobnost, ze padne sudy soucet nebo lichy soucin?

Piiklad 3 (Narozeniny). Predpoklddejme, Ze pravdépodobnost narozeni v urcity den v nepfestupném
roce je 1/365. Pro skupinu nepifbuznych lidi narozenych v roce 1989 urcete

e pravdépodobnost, ze alespon dva lidé slavi narozeniny ve stejny den, je-li velikost skupiny
n.

e nejmensi velikost n takovou, aby pravdépodobnost, ze dva lidé maji narozeniny ve stejny
den byla alespon 1/2.

e nejmensi velikost n takovou, aby pravdépodobnost, ze dva lidé maji narozeniny ve stejny
den byla alespon p.

e pravdépodobnost, ze tTi lidé slavi narozeniny ve stejny den, je-li velikost skupiny n.

Piiklad 4 (Losovan{). Uvazujme hru, pii které se tahd ndhodné pét ruznych ¢éisel z dvaceti.
Najdéte vhodny pravdépodobnostni prostor a urcete jeho velikost. Jakd je pravdépodobnost vytazeni
urc¢ité konkrétni pétice? Urcete déle pribliznou pravdépodobnost, ze ve 2 000 hodech se libovolna
vytazena pétice bude opakovat.

[uzijte néjakou vhodnou aproximaci]

Piiklad 5 (Satniika). Do satny divadla si n navstévniki ulozilo kabat. Nepofadna satnaika
Spatné pripichla ¢isla ke kabatum a po skonceni predstaveni vydava kabaty ndhodné. Navrhnéte
vhodny pravdépodobnostni prostor pro tuto tlohu.
e Jaka je pravdépodobnost, ze alespon jeden navstévnik dostane piimo od Satnaiky svij
kabat?
e Jakd je limita pfedchozi pravdépodobnosti, pokud n — co?
e Jakd je pravdépodobnost, ze navstévnik s listkem [ dostane kab&at navstévnika s listkem
m a naopak (alespoii dva lidé budou mit prohozeny kabdt).

Piiklad 6 (Maxwellovo-Boltzmanovo schéma). Mame-li r rozlisitelnych pfedmétu a n prihradek,
kolik je moznosti jak rozdélit pfedmeéty do prihradek (jak velky je pravdépodobnostni prostor)?
e Urcete pravdépodobnost, ze dana prihradka obsahuje pravé k predmeétu.
e Jakd je limita pFedchozi pravdépodobnosti, pokud n — oo a r,/n — A > 0?7
e Jakd je pravdépodobnost, ze zadnd prihradka neni prazdnd?
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Piiklad 7 (Boseovo-Einsteinovo schéma). Méme-li r nerozlisitelnych predmeétu a n piihradek,
kolik je moznosti jak rozdélit pfedméty do prihradek (jak velky je pravdépodobnostni prostor)?
o Urcete pravdépodobnost, ze dand piihrddka obsahuje pravé k predmétu.
e Jakd je limita predchozi pravdépodobnosti, pokud n — co a r,/n — A > 07
e Jakd je pravdépodobnost, ze zadna prihradka neni prazdna?

Piiklad 8 (Pdlyovo schéma). Mame-li v osudi b bilych a ¢ éernych kouli, jakd je pravdépodobnost,
ze vytahneme bilou kouli?

e Predstavme si, ze po kazdém tahu pfiddme do urny A kouli stejné barvy jako byla vytazena
v poslednim tahu (A = 0 znamend, Ze kouli pouze vrétime do osudi, A = —1 znamena,
ze kouli odebereme a do osudi nevracime). Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi n tazenymi
koulemi bude B bilych?

e Jakd je pravdépodobnost, ze i-ta tazend koule bude bil4?

e Dovedete si predstavit vhodny pravdépodobnostni prostor pro popis tohoto pokusu? Jak
vypadé klasicky pravdépodobnostni prostor pro popis jednoho tahu? Dal by se popsat
jeden tah pomoci pravdépodobnostniho prostoru s dvouprvkovou mnozinou elementarnich
jevu Q = {B,C}

Piiklad 9 (Variace na Pdlyovo schéma). V osudf jsou ti bilé a tii ¢erné koule. Po lichém tahu
ptidame vzdy 1 bilou kouli, po sudém tahu vzdy 1 ¢ernou kouli.

Jakd je pravdépodobnost, ze ve druhém tahu vytdhneme bilou kouli?

Jakd je pravdépodobnost, ze v k-tém tahu vytdhneme bilou kouli?

Jaké je pravdépodobnost, Ze po patém tahu (pfed pfidénim) nebude v osudi zddnd bild
koule?

e Jakd je pravdépodobnost, ze po Sestém tahu nebude v osudi zaddna bila koule?

Piiklad 10 (Dva hraci I). Dva hraci hraji stiidevé proti sobé hru v kostky. Zac¢ind hrac A, ktery
vyhraje, padne-li jednicka, poté néasleduje hra¢ B, jemuz k vyhie musi padnout pétka ¢i Sestka.

e Urcete pravdépodobnost vyhry hrace A.

e Urcete rozdéleni poctu vSech hodu do vyhry jednoho z hraca.

e Urcete rozdéleni poc¢tu hodu hrace B az do vitézstvi jednoho z hréca.

Piiklad 11 (Dva hraci II). Dva hraci stiidavé hraji hru, v niz hrdc A (zacéinajici) zvitézi s
pravdépodobnosti p a hré¢ B (druhy v potadi) s pravdépodobnosti g.
e Jaké musi byt p a g aby pravdépodobnosti vyhry hrice A i hrace B byly stejné? [staci
jedno Tesent]
e Jaké je pak rozdéleni poc¢tu hodu hréce A i hrace B? Je (muze byt) stejné?

Piiklad 12 (Nové a staré micky). Pied hrou médme v krabici 9 mi¢u, z toho jsou tii jiz difve
pouzité. Pro hru si vezmeme nahodné z krabice ¢tyti mice.
e Jaké je rozdéleni po¢tu pouzitych mi¢u po hie?
e Zopakujeme-li za tyden opét hru (opét se ¢tyimi mici), jaké bude rozdéleni po¢tu pouzitych
micu poté?
e Jak se zméni rozdéleni z predchoziho bodu, pokud si za tyden vybereme ke hie jen tii
mice?

Piiklad 13 (Uplné pravdépodobnost). V osudi je ndhodny pocet kouli, jedna bild a N ¢ernych.
Pritom N se idi Poissonovym rozdélenim s parametrem 1. Jaka je pravdépodobnost, ze z osudi
vytédhneme ¢ernou kouli?

Piiklad 14 (Skifnika a mince). Ve skiifice jsou tii zdsuvky. Jedna z nich (nevime kterd) obsahuje
dvé zlaté mince, druhd obsahuje dvé stiibrné mince a tfeti obsahuje zlatou a stifbrnou minci.
Néhodné vybereme zasuvku a z ni ndhodné vytdhneme minci. Je zlata. Jaka je pravdépodobnost,
Ze 1 druhd vybrand mince je zlatd? [zkuste si také predstavit vhodny pravdépodobnostni prostor
pro tento experiment)
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Piiklad 15 (Studenti a tahdky). Studenty ¢ekd pisemnd prace a tak si pripravi tahdky, aby zvysili
svou Sanci na uspéch. Test obsahuje celkem pét otazek a pravdépodobnost tispésného zodpovézeni
otazky bez tahdku je 1/2. Pouzitim tahdku k dané otdzce zvysi student Sanci na tspésné zod-
povézeni otdzky na 4/5. Predpoklddejme, Ze student si vyrobi ¢ tahdku, kde ¢ = 0,1,...,5 a tos
pravdépodobnostmi p; = 0,1 pro ¢ =0,1,4,5 a ps = p3 =0, 3.
e Jaké je rozdéleni poc¢tu spravné zodpovézenych otazek bez pouziti tahdka?
e Jaké je rozdéleni poctu spravné zodpovézenych otézek s pouzitim tahdku? [pocet tahdku
je ndhodné &islo]
e Jaké je rozdéleni poctu pouzitych tahaku, pokud student spravné odpovédél vSech pét
otazek?

Piiklad 16 (Skupiny studentu). TFi skupiny studentu fesf obtizny pifklad. Ve skupiné A jsou 3
velmi chytii studenti a kazdy z nich vyfresi ptriklad s pravdépodobnosti 0.8. Ve skupiné B jsou 4
prumérni studenti a kazdy z nich vytesi piiklad s pravdépodobnosti 0.6. Ve skupiné C jsou 2 slabi
studenti a kazdy z nich vytesi priklad s pravdépodobnosti pouze 0.4.

e S jakou pravdépodobnosti ndhodny student vytesi piiklad?

e Nahodné vybrany student priklad nevyfesil. Ze které skupiny nejpravdépodobnéji byl?

e Studenti pracuji nezavisle. S jakou pravdépodobnosti bude ptiklad vyiesen?

Piiklad 17 (Dvé kostky). Hodime pravidelnou Sestisténnou kostkou. Podle vysledku C (&islo od
jedné do Sesti) si vybereme druhou kostku. S pravdépodobnosti C'//10 si vezmeme desitisténnou
kostku, s pravdépodobnosti dopliikovou si vezmeme Sestisténnou kostku.

e Jakd je pravdépodobnost, ze ve druhém hodu jsme héazeli desetisténnou kostkou, pokud
vysledkem druhého hodu je ¢&islo 57

e Jakd je pravdépodobnost, ze ve druhém hodu jsme héazeli desetisténnou kostkou, pokud
vysledkem druhého hodu je ¢islo i € 1,2,...,107

e Jaké je rozdéleni vysledku prvniho hodu, pokud nam po druhém hodu padlo éislo 87

Piiklad 18 (Nezavislé jevy). DokaZte, nebo vyvratte, pro ndhodné jevy A a B jejichZ pravdépodobnost
je nenulova a mensi nez jedna néasledujici tvrzeni:

Je-li P[A|B] = P[A] pak A a B jsou nezdvislé.

Je-li P[A|B] = P[A|B¢] pak A a B jsou nezévislé.

Je-li P[A|B] = P[B|A] pak A a B jsou nezdvislé.

Jsou-li A a B disjunktni, pak A a B jsou nezavislé.

Je-li P[A] = P[B], pak P[A|B] = P[B|A4].

Jsou-li A a B nezdvislé, pak P[A] = P[B].

Cviceni k ndhodnym veli¢inam
Pripomerite si: ndhodnd veli¢ina, rozdéleni nahodné veli¢iny, distribucéni funkce, hustota, diskrétni
ndhodnd velicina, stredni hodnota, rozptyl, momenty, CebySevova nerovnost, vybrand diskrétni a
spojitd rozdélent, normdlni rozdélent, funkce ndahodné veliciny a jeji rozdélent.

Piiklad 19 (Dvé kostky). Hodime dvéma Sestisténnymi kostkami. Ozna¢me X ndhodnou veli¢inu
udévajici soucet vysledku na kostkach.
e Jaky je vhodny (klasicky) pravdépodobnostni prostor?
e V jaké mnoziné M mé ndhodnd velicina X hodnoty [uvédomte si tedy, odkud kam je X
méritelné zobrazeni)?
e Jak vypadd (indukované) rozdéleni ndhodné veliciny X na mnoziné M [zde si uvédomdte,
jak vypadd indukovand mira Px wve vztahu k mite P na klasickém pravdépodobnostnim
prostoru]?

Piiklad 20 (Tii kostky). Hodime tfemi Sestisténnymi kostkami, bilou, zelenou a ¢ernou. Ozna¢me
X néhodnou veli¢inu udévajici soucet vysledku na bilé kostce a na zelené kostce, zatimco Y udava
soucet vysledku na bilé kostce a na cerné kostce



e Jaky je vhodny (klasicky) pravdépodobnostni prostor?
e V jakych mnozindch (Mx, My ) maji ndhodné veliciny X a Y hodnoty?
e Jak vypadd (indukované) rozdéleni ndhodnych velicin X a Y'?

Piiklad 21 (Test). Test obsahuje 8 otazek, ke kterym je nabidnuto 5 moznosti odpovédi a, b, c,
d, e, z nichz pravé jedna je spravna.
e Jaké je rozdéleni poctu spravnych odpovédi pii ndhodné volbé odpovédi? Jak se toto
rozdéleni nazyva? Nacrtnéte distribuéni funkci tohoto rozdéleni.
e Jakd je pravdépodobnost, ze alespon 4 otézky odpovime spravné?
o Jaky je stiedni pocet spravné zpodpovézenych otazek?

Piiklad 22 (Dvé urny). Na stole lezi dvé uwrny A a B. V urné A jsou dvé bilé a dvé Cerné
kulicky. V urné B jsou dvé cerné a jedna bild kulicka. Nahodné vybereme z kazdé urny jednu
kulicku a z téchto dvou kulicek pak ndhodné zvolime jednu. Definujme mahodnou veli¢cinu X jako
identifikdtor toho, Ze jsme takto obdrzeli bilou kulicku (tj., X = 1, je-li vyslednd kulicka bild
a X =0 jinak).

e Urcete rozdéleni ndhodné veliciny X.

e Urcete stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné velic¢iny X.

e Jak se nazyva rozdéleni ndhodné veli¢iny X7

Piiklad 23 (Loterie). Uvazujme loterii, ve které je kazdy stiraci los vyhern{ s pravdépodobnosti
p € (0, 1) a nevyherni s pravdépodobnosti 1 — p. Predpoklddejme, Ze jsme se rozhodli kupovat
losy, dokud nevyhrajeme (a pak uz zaddné dals{ nekoupime).

(1) Urcete rozdéleni a ocekdvany pocet zakoupenych nevyhernich losu.

(2) Urcete, s jakou pravdépodobnosti bude vase strategie ziskova.

(3) Urcete ocekdvany zisk, je-li vyherni vzdy jeden los ze sta.

Piiklad 24 (Objem krychle). Hrana krychle ma ndhodnou délku X s rovnomérnym rozdélenim
na intervalu [0, 10], tj. X m4a hustotu

1
o= {f g

Urcete stfedni hodnotu a rozptyl objemu krychle.

Priklad 25 (Cekém’ na autobus). Doba mezi pifjezdy autobust ma exponencidlni rozdéleni ve
tvaru .

l—e 0 x>0,

0 z < 0.

(1) Urcete hustotu doby mezi pifjezdy autobust.

(2) Spoctéte sttedni hodnotu doby ¢ekani na autobus.

(3) Jakd je pravdépodobnost, ze budeme na autobus ¢ekat déle nez 25 minut?

F(z) = P(X < 2) :{

Priklad 26 (Distribuéni funkce). Necht F' a G jsou distribu¢n{ funkce, Dokazte, Ze
(1) pro a € (0, 1) je oF + (1 — )G téz distribuén{ funkce,
(2) F -G je distribuéni funkce,
(3) pror € N je F" téz distribu¢ni funkce (¢eho?),
(4) pror € Njel—(1— F)" téz distribu¢ni funkce (¢eho?).

Piiklad 27 (Posloupnost distribuénich funkci). Necht {F,}°; je posloupnost distribuénich
funkcf tak, ze F, () je cauchyovskd Va. Obecné lim F), neni distribuéni funkce. Naleznéte piiklady,
n—0o0

kdy existuje H = lim F,,, ale
n—oo
(1) H nespliuje lim H(z) =1,
r—00
(2) H nespliuje lim H(z) =0,
rT——00
(3) H neni zprava spojita.
Naleznéte déle priklady, kdy



(1) F,, jsou distribu¢ni funkce spojitych ndhodnych veli¢in, ale H je distribu¢ni funkei diskrétni
nahodné veli¢iny,
(2) F, jsou distribu¢ni funkce diskrétnich ndhodnych veli¢in, ale H je distribuéni funkef spojité
nahodné veli¢iny.
Priklad 28 (Geometrické rozdéleni). Nezdvislé pokusy reprezentuji ndhodné velic¢iny X7, Xo, ...
s rozdélenim P(X; = 1) = p, P(X; =0) =1—p (i = 1,2,...). Na tspéch v fadé nezdvislych
pokusii miZzeme &ekat libovolné dlouho, pokud P(X; = 1) = p < 1 (i = 1,2,...). Nechf X je
pocet nedspéchu pfed prvnim utspéchem.
e Urcete rozdéleni ndhodné velic¢iny X.
e Spoctéte stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X.
(1) Pocitejte z definice.
(2) Pocitejte pomoci momentové vytvorujici funkce.

Piiklad 29 (Negativné binomické rozdéleni). Nezdvislé pokusy reprezentuji ndhodné veliciny
X1, Xo, ... srozdélenim P(X; =1)=p, P(X; =0)=1—p (i =1,2,...). Na M-ty tispéch v radé
nezdvislych pokusti muzeme ¢ekat libovolné dlouho, pokud P(X; = 1) =p < 1 (i = 1,2,...).
Necht X je poéet netispéchti pfed M-tym tispéchem.

e Urcete rozdéleni ndhodné veliciny X.

e Spoctéte stiedni hodnotu a rozptyl nahodné veli¢iny X.

Piiklad 30 (Poissonovo rozdéleni). Poissonovo rozdéleni muze modelovat pocet jevi, které nastavaji
s malou pravdépodobnosti v kratkém casovém tseku, za néjaky delsi casovy interval. Oznacme
A > 0 intenzitu vyskytu sledovanych uddlosti (napf. pocet spamu doslych do e-mailové schranky

za 1 den, pocet telefonnich hovoru pfislych za 1 hodinu do tustfedny, ...). Ndhodnd veli¢ina X
tidici se Poissonovym rozdélenim nabyva hodnot 0, 1, ... s nasledujicimi pravdépodobnostmi:
e MNP

e Spoctéte z definice stfedni hodnotu nahodné velic¢iny X.
e Urcete momentovou vytvorujici funkci ndhodné veliciny X.
e Urcete rozptyl ndhodné veli¢iny X.

Priklad 31 (Rozdéleni sinu). Nechf ndhodnd veli¢ina X mé rovnomérné rozdélenf na intervalu
[0, 7]. Jaké rozdéleni{ ma ndhodnd veli¢ina Y = sin X7

Priklad 32 (Rozdéleni kosinu). Nechf ndhodna veli¢ina X m4 rozdéleni popsané predpisem
1

P(X =kr/4) =e! o

k=0,1,2,....
Jaké rozdéleni ma ndhodné velicina Y = cos X.

Piiklad 33 (Ndhodny pocet kostek). Na stole lezi N Sestisténnych kostek, kde N je ndhodna
veli¢ina s rozdélenim P(N =4)=1/6,i=1,...,6.

e Spoctéte stfedni hodnotu a rozptyl veli¢iny N.
Urcete rozdéleni N za podminky, ze soucet ¢isel na vSech kostkach dohromady je roven 5.
Urcete rozdéleni N za podminky, ze na kostkach padly pravé 4 Sestky.
Porovnejte (napt. graficky) puvodni pravdépodobnosti P(N = i) s podminénymi pravdé-
podobnostmi z pfedchozich bodu.

Piiklad 34 (Cekanf na vyhru). Hézfme dvéma hracfmi kostkami najednou dokud nepadne souéet
5 nebo soucet 7 (na obou kostkdch dohromady).
e S jakou pravdépodobnosti padne diive soucet 5 nez soucet 77
e Urcete rozdéleni, otekdvanou hodnotu a rozptyl celkového poctu hodu kostkou.
e Urcete rozdéleni, o¢ekdvanou hodnotu a rozptyl celkového poctu hodu kostkou za podminky;,
ze hra byla ukoncena pétkou (totéz se sedmickou).

Piiklad 35. Méjme dan pravouhly trojihelnik s odvésnami a,b a preponou ¢ = 1. Uhel mezi
odvésnou b a preponou ¢ je ndhodnd veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0, 7/2).



S jakou pravdépodobnosti je dany trojuhelnik rovnoramenny?

Jaké je rozdéleni tihlu, ktery svirda odvésna a s pfeponou ¢? S jakou pravdépodobnosti lezi
tento thel v intervalu (7/6,7/3)?

Urcete rozdéleni délky odvésny a. Nacrtnéte graf hustoty a distribucni funkce tohoto
rozdéleni. S jakou pravdépodobnosti je odvésna a delsi nez 1/27

Spoctéte sttedni délku odvésny a a jeji rozptyl.

Urcete ocekavany obsah trojihelniku.

Piiklad 36 (Normaélni rozdéleni). Nechf ndhodnd velicina X m4 norméln{ rozdélen{ s parametry

wa o2

Urcete stfedni hodnotu a rozptyl X.

Spocitejte momentovou vytvotrujici funkci X a ovsite pfedchozi vysledek.

Jaké rozdéleni ma ndhodn4 veli¢ina Y = aX + b, kde a # 07

Navrhnéte transformaci 7 takovou, Zze ndhodnd velicina Z = 7(X) bude mit normované
normélni rozdéleni.

Piiklad 37 (Hustoty). Rozhodnéte, kdy jde o hustoty a zda existuji viechny momenty.

e Definujme

Fa) = {c:pa, z>1,

0, x <1.

Pro jaka a a ¢ jde o hustotu? Spoctéte obecny moment tohoto rozdéleni. Existuji vSechny
momenty?

e Definujme
c
f(z) = m,

Pro jaké a a ¢ jde o hustotu? Existuji vSechny momenty? A umite je spocitat?
e Definujme

xz €R.

f(x) = ca® exp(—ba?), x> 0.

Pro jakd a, b a ¢ jde o hustotu? Existuji vSechny momenty? A umite je spocitat?
e Definujme

fir=eom (-E54), en

Pro jakd a, b a ¢ jde o hustotu? Existuji vSsechny momenty? A umite je spocitat?

Piiklad 38 (Exponencidlni rozdéleni). Dokazte nésledujici dvé tvrzeni.

e Necht ndhodné veli¢ina X mé exponencidlni rozdéleni s parametrem /. Pak
PX >z +a|X >z]=P[X >a, pro kazdé x > 0,a > 0.
e Necht ndhodn4 veliéina X je nezdpornd, m4d absolutné spojité rozdéleni a splituje
PX >z +a|X >z]=P[X > a, pro kazdé x > 0,a > 0.
Pak X m4& exponencidlni rozdéleni pro néjaky parametr [ > 0.

Priklad 39 (Exponenciélni rozdélen{ IT). Necht ndhodné velicina X mé exponencidlni rozdélent
s parametrem [ > 0, ¢ili hustota X je tvaru

lexp(—lz), >0
fla) = { Pt
0, jinak.

Urcete obecné momenty X (existuji vSechny?) a momentovou vytvoiujici funkci X (existuje
kone¢n4 na otevieném okoli nuly; kde existuje kone¢na?).
[pfipomerite si gama funkci a pokuste se ji pouzit pro vypocty]



Priklad 40 (Gama rozdéleni). Necht ndhodnd velicina X m4 rozdélen{ s hustotou tvaru

ClPzP~texp(—lz), = >0
fz) = 3y
0, jinak,
kde ! > 0 a p > 0 jsou parametry.
e Urcete C' tak, aby Slo o hustotu.
Urcete obecné momenty ndhodné veliciny X.
Dokazete spoc¢itat momentovou vytvotrujici funkci?

Porovnejte momenty a momentovou vytvorujici funkci X a ndhodné veli¢iny s expo-
nencidlnim rozdélenim s parametrem [ (viz pifklad exponencidlni rozdéleni IT).

Priklad 41 (Beta rozdélen{). Necht ndhodnd veli¢ina X mé rozdélen{ s hustotou tvaru

CzP~'(1—-2)71, 0<z<1
flz) = g
0, jinak,
kde p > 0 a ¢ > 0 jsou parametry.
e Urcete C' tak, aby Slo o hustotu.
e Urcete obecné momenty nahodné veli¢iny X.
e Dokazete spocitat momentovou vytvorujici funkci.
[ptipomerite si definici beta funkee a pouzijte ji pii vypoctech]

Cviceni k ndhodnym vektorum
Pripomerite si: ndhodnd vektor a jeho rozdélend, distribucni funkce a jeji vlastnosti, hustota vici
o-konecéné soucinové mire, diskrétni ndhodnd velicina, stredni hodnota redlné funkce ndhodného
vektoru, rozptyl a variancéni matice, vlastnosti variancéni matice, korelace, vektor strednich hodnot,
multinomické a normdalni rozdéleni,nezdvislost a kritéria nezdvislosti, rozdéleni souctu, soucinu
a podilu dvou mezdvislych ndhodnych veli¢in, rozdéleni souctu mormdlné rozdélenych ndhodngch
veli¢in, x?-rozdéleni a Studentovo t-rozdélent.

Piiklad 42 (Distribucnf funkce). Uréete, zda ndsledujici funkce jsou distribuéni funkce a rozmyslete
si, jakému rozdéleni odpovidaji.
Fi(z,y) = max{0, min{1, z}} x max{0, min{1,y}}, proz,y € R

1
Fy(z,y) = 5(max{O,rnin{l,a:}} + max{0, min{1,y}}), proxz,yeR

min{1,z +y} pokud z >0,y >0
Fa(z,y) = {0 jinak

max{(),min{l,x +y— 1}} pokud z >0,y >0
Balm ) =10 jinak

Piiklad 43 (Soucty ndhodnych veli¢in). Uréete rozdéleni souc¢tu X + Y pokud
e X m4 binomické rozdéleni s parametry (n,p), Y mé Bi(m,p) a jsou nezdvislé.
X m4 Poissonovo s parametrem A a Y méd Po(u) a jsou nezavislé.
X 1Y maji geometrické s parametrem p a jsou nezavislé.
X 1Y maji exponenciadlni s parametrem A a jsou nezavislé.
X a'Y majf sdruzené rovnomérné rozdéleni (konstantni hustotu) na étverci [0, 1]2.
Vektor (X,Y) md obecné dvourozmérné normalni rozdéleni.

Piiklad 44 (Soucty nezdvislych ndhodnych velicin II). Urcete rozdéleni ndhodné veliciny Z =
X1+ -+ X, pokud X1, Xo,..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim:

e exponencidlnim s parametrem A > 0.

e normélnim s parametry (u,o?).

e alternativnim s parametrem p.



e geometrickym s parametrem p.
[pouzijte indukei]

Piiklad 45 (Hmyz). Samicka hmyzu naklade R vajicek, kde R je ndhodnd veli¢ina s Poissonovym
rozdélenim Po()\). Pravdépodobnost, ze se z vajicka vylihne zivy jedinec je p € (0, 1). Jakd je
pravdépodobnost, ze po snusce se vylihne pravé k zivych jedincu?

Priklad 46 (Nekorelovanost a nezavislost). Necht X a Y maji stejny rozptyl. Spoctéte kovarianci
cov(X +Y, X —Y). Jsou X +Y a X —Y nezdvislé? Uvazujte ndsledujici piipady:
e X a Y jsou nezdvislé rovnomérné rozdélené na intervalu [0,1]. Jsou X +Y a X — Y
nezgvislé? Umite spocitat sdruzené rozdéleni vektoru (X +Y, X —Y)?
e X aY jsou nezavislé normalné rozdélené se stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1. Jsou X +Y
a X — Y nezédvislé? Umite spocitat sdruzené rozdéleni vektoru (X +Y, X —Y)?
e Vektor (X,Y) ma sdruzené normované normalni rozdéleni (stfedni hodnotu 0 a varian¢ni

matici ([1) ’i), kde |p| < 1. Jsou X +Y a X — Y nezdvislé? Umite spocitat sdruzené
rozdéleni vektoru (X +Y, X —Y)?

Piiklad 47 (Kovariance a korelace). Urcete varianéni (a korela¢ni) matici ndhodného vektoru X,
kde X m4d hustotu (rozdéleni)

o f(z,y) =c(x+y) pokud z,y € [0,1] a f(x,y) = 0 jinak.

o f(zr,y)=c(r—y)pokud 0 <y <z <1a f(x,y) =0 jinak.

o fz,y)=(1—y) tpokud 0<y, 0<zazr+y<la f(r,y) =0 jinak.

Piiklad 48 (Rozdéleni podilu). Necht X a Y jsou nezévislé ndhodné veli¢iny. Urcete rozdélent
X/Y, pokud

e X a Y maji rovnomérné rozdéleni na intervalu [1,2].
e X a Y maji normované normalni rozdéleni.

Piiklad 49 (Ndhodnd prochdzka I). Uvazujte posloupnost nezdvislych stejné rozdélenych ndhodnych
veli¢in X1, Xo, . ... Definujme S, = > | X;.
e Urcete rozdéleni S,,.
o Urcete sdruzené rozdéleni ndhodného vektoru (S, S;), kde k < l. Spocitejte stfedni hod-
notu a varianéni matici tohoto vektoru.
o Urcete sdruzené rozdéleni nahodného vektoru (S;, Sk, 1), kde j < k < L.
e Urcete sdruzené rozdéleni ndhodného vektoru (S1,Sa, ..., Sy).

[uvédomte si, jaky vztah maji S a S, — Sk a jaké maji rozdéleni]

Piiklad 50 (Zéei ve skole). V dany den prijde do skoly X divek a Y chlapcu, kde X, Y jsou
nezavislé ndhodné veli¢iny s Poissonovym rozdélenim s parametry A > 0 a u > 0.

e Urcete rozdéleni a otekdvanou hodnotu celkového poctu zaku ve skole v dany den.
e Jaké je rozdéleni poctu divek, jestlize vime, Ze je ve Skole v dany den celkem n zaku?

Piiklad 51 (Dvé zdrovky). Dvojice zarovek mé dobu zZivotnosti (v tisicich hodin) popsanou
sdruzenou hustotou
le=2=v/2 proz >0, y >0,

f(af,y)={2

0 jinak.

Jaké je rozdéleni dob zivotnosti jednotlivych soucdstek? Jsou tyto doby nezavislé?

S jakou pravdépodobnosti prvni soucdstka prezije druhou? A s jakou pravdépodobnosti
prezije druhou o alespon tisic hodin?

Jaka je pravdépodobnost toho, Ze prvni soucdstka alespon dvakrat prezije druhou souc¢astku?
Urcete distribuéni funkci a hustotu veliciny 2X + Y.

Jaké je rozdéleni 2X +Y a X —Y?



Piiklad 52 (Plné zavislé le¢ nekorelované). Ndhodnd veli¢ina X m4 rovnomeérné rozdéleni na
intervalu (—1,1). Ozna¢me Y = X2. Spoététe kovarianci veli¢in X a Y a jejich korelaén{ koeficient
pxy- Jsou X a Y nezdvislé?

Pi#iklad 53 (Zavislost a korelovanost).
Ndhodny vektor (X,Y) ma rovnomérné rozdéleni na mnoziné M = {(x,y) : = € [0,1], y €
0,1], y > x}.
e Nakreslete si M a odhadnéte, zda jsou X a Y nezavislé ¢i nekorelované, pripadné jaké
znaménko m4 jejich korelace. Odpovéd si zduvodnéte.
e Rozhodnéte, zda jsou X a Y nezavislé.
e Spocitejte cov(X,Y).

Priklad 54 (Minimum a maximum). Necht X7,..., X, jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné
veli¢iny s distribuéni funkeci F' a hustotou f Oznaé¢me U = maxi<i<n X; a V = minj<;<p X;.
e Spoctéte distribuéni funkei a hustotu veli¢iny U. .
e Spoctéte distribuéni funkci a hustotu veli¢iny V.
e Necht F a f odpovidaji rovnomérnému rozdéleni na intervalu [0,1]. Spoctéte v tomto
piipadé EU, varU, EV a varV.
e Zkuste spocitat distribuéni funkei a hustotu ndhodného vektoru (U, V). Pak urcete kovari-

anci cov(U, V), jsou-li X1, ..., X, nezdvislé rovnomérné rozdélené na [0,1].
e Zkuste spocitat distribucni funkci a hustotu ndhodné veliciny Xy, kde X1y je k-ta nej-
mensi hodnota mezi X1, ..., X,.

Cviceni k limitnim vétam
Pripomerite si: Borelova a Cantelliova véta, slaby zdkon velkiyjch cisel a jeho predpoklady, silny
zdakon velkych ¢isel pro nestejné rozdélené ndahodné veli¢iny a pro stejné rozdélené ndhodné velic¢iny,
centralnd limitni véta

Piiklad 55 (Nekonecné Sestek?). Uvazujme nekoneénou posloupnost nezévislych hodu hract
kostkou.

e Jakd je pravdépodobnost, ze padne nekoneéné mnoho Sestek?

e Jakd je pravdépodobnost, ze padne nekoneéné mnoho Sestek, pokud v n-tém hodu pouzijeme
kostku, na niz padne Sestka s pravdépodobnost{ 1/n?

e S jakou pravdépodobnosti padne nekone¢nékrat 100 Sestek v radé?

e S jakou pravdépodobnosti nastane nekoneéné mnoho z jevu padlo prdvé n Sestek v Tadé,
n=1,2,.... (zde uvazujeme schema pokusu 1 hod, 2 hody, 3 hody, ...)

Priklad 56 (Konvergence v pravdépodobnosti vs. skoro jisté). Necht X7, Xs,... jsou nezavislé
ndhodné veli¢iny a plati P[X,, = 1] = 1/n, P[X, = 0] = 1 — 1/n. Dokazte, ze X,, konverguji k
nule v pravdépodobnosti, nikoliv skoro jisté.

Uvédomte si, co znamend, Ze posloupnost ndhodnych velicin konverguje/nekonverguje skoro
jisté. Zapiste tento fakt pomoci kvantifikdtoru!

Piiklad 57 (Vztah 0-1 zékona a absolutniho momentu). Necht X, X1, X5, ... jsou nezdvislé stejné
rozdélené ndhodné veli¢iny.
e Ukazte, ze plati
o0 o0
Y PIX| 2] <EIX| <1+ ) PIX|>4].
i=1 i=1
e Jak souvisi E|X;]| s pravdépodobnosti toho, Ze jevi [| X,| > n] nastane nekoneéné mnoho?
Priklad 58 (Nahodna prochdzka). Bud'te X1, Xs, ... nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny.
P[X; =1] = P[X; = —1] = 1/2. Oznacme S,, = > ., X;.
e Jakd je pravdépodobnost, ze X,, = 1 pro nekonectné mnoho n?
e Jakd je pravdépodobnost, ze X,, = 1 pro vSechna az na kone¢né mnoho n?
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e Jakd je pravdépodobnost, ze S,, > n — k pro nekone¢né mnoho n, je-li k libovolna koneéna
konstanta.

e Jakd je pravdépodobnost, ze S, > kn pro nekoneéné mnoho n, je-li k € (0,1]? [pouzijte
vhodné odhady faktoriglu]

e Plati odtud, ze S, /n — 0 v pravdépodobnosti, skoro jisté?

e Plati, ze S,, — 0 v pravdépodobnosti ¢i skoro jisté? [dokazte & vyvratte]

Piiklad 59 (Zakony velkych ¢isel I). Uvazujme nekoneénou posloupnost nezivislych pokust a
necht p je pravdépodobnost tispéchu v jednom pokusu.

e Ukazte, ze relativni pocet tispéchu R,, v prvnim n pokusech konverguje k p v pravdépodobnosti
i skoro jisteé.

o Ukazte, ze celkovy pocet uspéchu C,, roste nade vSechny meze v pravdépodobnosti i skoro
jisté.

e Pomoci Cebysevovy nerovnosti odvodte pravdépodobnost, P[|R,, — p| > apl], a € (0,1).
Odhadnéte, jak velké musi byt n, aby tato pravdépodobnost byla nejvyse 8, 5 € (0,1).

Piiklad 60 (Silny zdkon velkych éisel). Urcete, zda néasledujici posloupnosti ndhodnych velic¢in
splnuji predpoklady platnosti silného zakona velkych ¢isel. Ve vSech piipadech urcete, pro jaké
hodnoty parametru jsou predpoklady splnény.

P[X,, =n%] = P[X,, = —n% =1/2.
PX,=2"=P[X,=-2"]=k"aP[X,=0=1—-k".

X, mé hustotu f,(z) = $n* exp{—n*|z[}, z € R.

X, mé hustotu f(z) = 2(a — 1)[z|™* |z] € [1,00), a > 1.

Piiklad 61 (Hazeni kostkou a centrdlni limitn{ véta). Uvazujme nekoneény pocet nezdvislych
hodt kostkou. Oznaéme S,, pocet Sestek v prvnich n hodech. Pomoci centralni limitni véty urcete:

e Jaké jsou pravdépodobnosti P[S120 < 25] a P[S120 < 30]7 A jaké jsou pravdépodobnosti
P[Slgo() < 250} a P[Slg(] < 300]7

e Urcete a takové, aby P[Sa40 > a] = 0,95. Urcete a tak, aby P[60 — a < Ss60 < 60 + al.

e Urcete n tak, aby P[S, /n € (5/36,7/36)] > 0,9.

Piiklad 62 (Centralni limitni véta a CebySevova nerovnost I). Pfedpoklddejme, Ze v posloup-
nosti 100 méteni dochézi v kazdém kroku k ndhodné a nezavislé chybé méfeni. Tyto chyby maji
rovnomérné rozdéleni na intervalu [—1/2,1/2] a nacitaji se. Oznacme C' celkovou chybu méfeni.

e Tipnéte si hodnotu ¢ takovou, ze P[—t < C' < t] > 0,99.
e Odhadnéte t pomoci CebySevovy nerovnosti.
e Odhadnéte ¢ pomoci centralni limitni véty.

Piiklad 63 (Pocet tispéchii a centrdln{ limitn{ véta). Necht v posloupnosti nezdvislych pokust je
pravdépodobnost tspéchu rovna p v kazdém pokusu. Ozna¢me U,, pocet tspéchu v n pokusech a
R, relativni pocet uspéchu v n pokusech. Pomoci centralni limitni véty urcete:

e Jakd je pravdépodobnost P[U, < mp + k| a jakd je pravdépodobnost P[U, < npl], k €
(7npan(1 7p))a le (Oa l/p)?
e Jaké jsou limity predchozich pravdépodobnosti, kdyz n — co?
e Jakd je pravdépodobnost P[R, < p + k| a jaké je pravdépodobnost P[R, < pl|, k €
(_pa 1 _p)a l € (07 1/p)?
e Jaké jsou limity predchozich pravdépodobnosti, kdyz n — oo?
Pomoci predchozich urcete:

° P[Ulo() < 55] a P[40 < Uy < 55}7 je—li p=20,5.

[ P[R400 <0, 33] a P)[O7 29 < Ryp0 < 0, 33}7 je—li p=0,3.

e Hodnoty a a b tak, aby P[Usp < a] < 0,1 a Pla < Usgp < b] > 0,95, pokud p = 0,8
(v druhém pripadé a a b nejsou jednoznacné, zkuste je najit tak, aby interval (a,b) byl co
nejkratsi).

e Pocet pokust n tak, aby P[0,396 < R, < 0,404] > 0,99, je-li p = 0,4.
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Piiklad 64 (Centraln{ limitn{ véta a Cebysevova nerovnost IT). Uvazujme nezavislé hody symet-
rickou minci. Ozna¢me L, pocet licd v n hodech a R, relativni pocet lich v n hodech. Urcete
pomoci centralni limitni véty a pomoci Cebysevovy nerovnosti nasledujici hodnoty a porovnejte
je.

e Jakd je pravdépodobnost P[L,, < (n+k)/2]? Jakd je pravdépodobnost P[L1go € (40, 60)]?

e Urcete a tak, aby P[Lago € (100 — a, 100 + a)] > 0, 95.

e Kolik pokusi musime uéinit, aby P[R,, € (0,49;0,51)] > 0,997

Cviceni k odhadum parametru
Pripomerite si: ndhodny vybér, parametrickd trida rozdélent, bodovy odhad, nestrannost a konzis-
tence, nejlepsi nestranny odhad, metoda maximdlni vérohodnosti, intervalovy odhad, kvantily, in-
tervalové odhady parametri normdalniho rozdélent, intervalové odhady zaloZené na centrdlni limitni
vete.

Piiklad 65 (Maximélné vérohodné odhady v raznych spojitych rozdélenich). Pro nésledujici
rozdéleni dand hustotou urcete maximalné vérohodné odhady a prozkoumejte jejich vlastnosti
(nestrannost a konzistenci). Pfedpoklddejte, ze mdte ndhodny vybér Xi,..., X, z uvedeného
rozdéleni.
e Exponencialni rozdéleni s parametrem A, tedy f(z) = Ae™** pro = > 0.
[rozdéleni souctu nezdvisljch exponencidlné rozdélenych ndhodnych velicin je takzvané
gama rozdélend.)
e Normaln{ rozdélen{ s parametry (p,0?) plati-li
— = [ je znadmé.
— 0 = 0p je znamé.
— oba parametry jsou neznamé.
e Laplaceovo rozdéleni f(z) = 1/2exp{—|z — al}, a je redlny parametr, z € R.
e Rovnomérné rozdélen{ s parametrem 6, kde f(x) = 6~ pro z € [0, 6].

Piiklad 66 (Maximélné vérohodné odhady v ruznych diskrétnich rozdélenich). Pro nédsledujict
diskrétni rozdéleni urc¢ete maximélné vérohodné odhady a prozkoumejte jejich vlastnosti (nestran-
nost a konzistenci). Predpokladejte, ze mate ndhodny vybér X, ..., X,, z uvedeného rozdéleni.
e Poissonovo rozdéleni s parametrem \, P[X = k] = e *\¥/kl, k=0,1,....
e Alternativn{ rozdéleni s parametrem p, P[X =1 =p=1—- P[X = 0].
e Geometrické rozdélenf s parametrem p, P[X = k] = (1 — p)*p, k=0,1,....
[rozdélent soucdtu nezdvislych geometricky rozdélengch ndéhodngch velicin je takzvané neg-
ativné binomické rozdéleni.)

Piiklad 67 (Odhad stfednf hodnoty rovnomérného rozdéleni). Necht X1, X»,..., X, je vybér z
rovnomeérného rozdéleni na intervalu [a— 1, a+1], kde a je nezndmy parametr. Uvazujte ndsledujici
odhady a a vySetiete jejich vlastnosti.

ea=X=n""! Z?:l X;.

[ ] a = (Xl:n + Xnn)/Q; kde Xl:n = min{Xl,X2, PN 7Xn} a Xn:n = maX{Xl,Xg, NN 7Xn}

e a =med(Xy,...,X,), kde vybérovy medidn
X . je-li n liché
med(Xh B -,Xn) _ (n+1)/2:n J.e 1 n lic ?7
(Xn/2:n + X(n+2)/2:n)/2 .]e_h n Sude7
aXi, < Xop <o < Xy znaci ndhodné veliciny Xy, ..., X, usporadané podle velikosti.

Ktery odhad je podle vas nejlepsi?



