
Cvičeńı k základ̊um pravděpodobnosti
Připomeňte si: klasický pravděpodobnostńı prostor, elementárńı jev, náhodný jev, doplňkový

jev, pravděpodobnost, věta o inkluzi a exkluzi, podmı́něná pravděpodobnost, nezávislé jevy, věta
o násobeńı pravděpodobnost́ı, věta o celkové pravděpodobnosti, Bayesova věta

Komentář: Některé př́ıklady jsou snadné, některé těžš́ı, př́ıpadně vyžaduj́ıćı v́ıce poč́ıtáńı.
Hlavńım jejich úkolem je umožnit

”
osahat si“ d̊ukladně některé principy a přemýšlet nad jejich

podstatou.

Př́ıklad 1 (klasický pravděpodobnostńı prostor—šestistěnná kostka). Uvažujme hod šestistěnnou
symetrickou kostkou.

• Jaký je pravděpodobnostńı prostor? Co jsou elementárńı jevy?
• Jaká je pravděpodobnost, že padne sudé č́ıslo, liché č́ıslo?

Př́ıklad 2 (klasický pravděpodobnostńı prostor – hod dvěma desetistěnnými kostkami). Uvažujme
hod dvěma symetrickými desetistěnnými kostkami, b́ılou a černou, přičemž výsledek hodu na jedné
kostce neovlivńı výsledek na kostce druhé.

• Jak vypadá pravděpodobnostńı prostor? Kolik má prvk̊u?
• Jaká je pravděpodobnost, že na b́ılé kostce padne sudé č́ıslo, pokud na černé padlo liché

č́ıslo?
• Jaká je pravděpodobnost jevu, že součet č́ısel na obou kostkách je menš́ı než 5? A jaká je

pravděpodobnost, že součin je alespoň 60?
• Jaká je pravděpodobnost, že padne sudý součet a lichý součin?
• Jaká je pravděpodobnost, že padne sudý součet nebo lichý součin?

Př́ıklad 3 (Narozeniny). Předpokládejme, že pravděpodobnost narozeńı v určitý den v nepřestupném
roce je 1/365. Pro skupinu nepř́ıbuzných lid́ı narozených v roce 1989 určete

• pravděpodobnost, že alespoň dva lidé slav́ı narozeniny ve stejný den, je-li velikost skupiny
n.

• nejmenš́ı velikost n takovou, aby pravděpodobnost, že dva lidé maj́ı narozeniny ve stejný
den byla alespoň 1/2.

• nejmenš́ı velikost n takovou, aby pravděpodobnost, že dva lidé maj́ı narozeniny ve stejný
den byla alespoň p.

• pravděpodobnost, že tři lidé slav́ı narozeniny ve stejný den, je-li velikost skupiny n.

Př́ıklad 4 (Losováńı). Uvažujme hru, při které se tahá náhodně pět r̊uzných č́ısel z dvaceti.
Najděte vhodný pravděpodobnostńı prostor a určete jeho velikost. Jaká je pravděpodobnost vytažeńı
určité konkrétńı pětice? Určete dále přibližnou pravděpodobnost, že ve 2 000 hodech se libovolná
vytažená pětice bude opakovat.
[užijte nějakou vhodnou aproximaci]

Př́ıklad 5 (Šatnářka). Do šatny divadla si n návštěvńık̊u uložilo kabát. Nepořádná šatnářka
špatně přiṕıchla č́ısla ke kabát̊um a po skončeńı představeńı vydává kabáty náhodně. Navrhněte
vhodný pravděpodobnostńı prostor pro tuto úlohu.

• Jaká je pravděpodobnost, že alespoň jeden návštěvńık dostane př́ımo od šatnářky sv̊uj
kabát?

• Jaká je limita předchoźı pravděpodobnosti, pokud n→∞?
• Jaká je pravděpodobnost, že návštěvńık s ĺıstkem l dostane kabát návštěvńıka s ĺıstkem
m a naopak (alespoň dva lidé budou mı́t prohozený kabát).

Př́ıklad 6 (Maxwellovo-Boltzmanovo schéma). Máme-li r rozlǐsitelných předmět̊u a n přihrádek,
kolik je možnost́ı jak rozdělit předměty do přihrádek (jak velký je pravděpodobnostńı prostor)?

• Určete pravděpodobnost, že daná přihrádka obsahuje právě k předmět̊u.
• Jaká je limita předchoźı pravděpodobnosti, pokud n→∞ a rn/n→ λ > 0?
• Jaká je pravděpodobnost, že žádná přihrádka neńı prázdná?
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Př́ıklad 7 (Boseovo-Einsteinovo schéma). Máme-li r nerozlǐsitelných předmět̊u a n přihrádek,
kolik je možnost́ı jak rozdělit předměty do přihrádek (jak velký je pravděpodobnostńı prostor)?

• Určete pravděpodobnost, že daná přihrádka obsahuje právě k předmět̊u.
• Jaká je limita předchoźı pravděpodobnosti, pokud n→∞ a rn/n→ λ > 0?
• Jaká je pravděpodobnost, že žádná přihrádka neńı prázdná?

Př́ıklad 8 (Pólyovo schéma). Máme-li v osud́ı b b́ılých a c černých kouĺı, jaká je pravděpodobnost,
že vytáhneme b́ılou kouli?

• Představme si, že po každém tahu přidáme do urny ∆ kouĺı stejné barvy jako byla vytažena
v posledńım tahu (∆ = 0 znamená, že kouli pouze vrát́ıme do osud́ı, ∆ = −1 znamená,
že kouli odebereme a do osud́ı nevraćıme). Jaká je pravděpodobnost, že mezi n taženými
koulemi bude B b́ılých?

• Jaká je pravděpodobnost, že i-tá tažená koule bude b́ılá?
• Dovedete si představit vhodný pravděpodobnostńı prostor pro popis tohoto pokusu? Jak

vypadá klasický pravděpodobnostńı prostor pro popis jednoho tahu? Dal by se popsat
jeden tah pomoćı pravděpodobnostńıho prostoru s dvouprvkovou množinou elementárńıch
jev̊u Ω = {B, C}

Př́ıklad 9 (Variace na Pólyovo schéma). V osud́ı jsou tři b́ılé a tři černé koule. Po lichém tahu
přidáme vždy 1 b́ılou kouli, po sudém tahu vždy 1 černou kouli.

• Jaká je pravděpodobnost, že ve druhém tahu vytáhneme b́ılou kouli?
• Jaká je pravděpodobnost, že v k-tém tahu vytáhneme b́ılou kouli?
• Jaká je pravděpodobnost, že po pátém tahu (před přidáńım) nebude v osud́ı žádná b́ılá

koule?
• Jaká je pravděpodobnost, že po šestém tahu nebude v osud́ı žádná b́ılá koule?

Př́ıklad 10 (Dva hráči I). Dva hráči hraj́ı stř́ıdevě proti sobě hru v kostky. Zač́ıná hráč A, který
vyhraje, padne-li jednička, poté následuje hráč B, jemuž k výhře muśı padnout pětka či šestka.

• Určete pravděpodobnost výhry hráče A.
• Určete rozděleńı počtu všech hod̊u do výhry jednoho z hráč̊u.
• Určete rozděleńı počtu hod̊u hráče B až do v́ıtězstv́ı jednoho z hráč̊u.

Př́ıklad 11 (Dva hráči II). Dva hráči stř́ıdavě hraj́ı hru, v ńıž hráč A (zač́ınaj́ıćı) zv́ıtěźı s
pravděpodobnost́ı p a hráč B (druhý v pořad́ı) s pravděpodobnost́ı q.

• Jaké muśı být p a q aby pravděpodobnosti výhry hráče A i hráče B byly stejné? [stač́ı
jedno řešeńı]

• Jaké je pak rozděleńı počtu hod̊u hráče A i hráče B? Je (může být) stejné?

Př́ıklad 12 (Nové a staré mı́čky). Před hrou máme v krabici 9 mı́č̊u, z toho jsou tři již dř́ıve
použité. Pro hru si vezmeme náhodně z krabice čtyři mı́če.

• Jaké je rozděleńı počtu použitých mı́č̊u po hře?
• Zopakujeme-li za týden opět hru (opět se čtyřmi mı́či), jaké bude rozděleńı počtu použitých

mı́č̊u poté?
• Jak se změńı rozděleńı z předchoźıho bodu, pokud si za týden vybereme ke hře jen tři

mı́če?

Př́ıklad 13 (Úplná pravděpodobnost). V osud́ı je náhodný počet kouĺı, jedna b́ılá a N černých.
Přitom N se ř́ıd́ı Poissonovým rozděleńım s parametrem 1. Jaká je pravděpodobnost, že z osud́ı
vytáhneme černou kouli?

Př́ıklad 14 (Skř́ıňka a mince). Ve skř́ıňce jsou tři zásuvky. Jedna z nich (nev́ıme která) obsahuje
dvě zlaté mince, druhá obsahuje dvě stř́ıbrné mince a třet́ı obsahuje zlatou a stř́ıbrnou minci.
Náhodně vybereme zásuvku a z ńı náhodně vytáhneme minci. Je zlatá. Jaká je pravděpodobnost,
že i druhá vybraná mince je zlatá? [zkuste si také představit vhodný pravděpodobnostńı prostor
pro tento experiment]
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Př́ıklad 15 (Studenti a taháky). Studenty čeká ṕısemná práce a tak si připrav́ı taháky, aby zvýšili
svou šanci na úspěch. Test obsahuje celkem pět otázek a pravděpodobnost úspěšného zodpovězeńı
otázky bez taháku je 1/2. Použit́ım taháku k dané otázce zvýš́ı student šanci na úspěšné zod-
povězeńı otázky na 4/5. Předpokládejme, že student si vyrob́ı i tahák̊u, kde i = 0, 1, . . . , 5 a to s
pravděpodobnostmi pi = 0, 1 pro i = 0, 1, 4, 5 a p2 = p3 = 0, 3.

• Jaké je rozděleńı počtu správně zodpovězených otázek bez použit́ı tahák̊u?
• Jaké je rozděleńı počtu správně zodpovězených otázek s použit́ım tahák̊u? [počet tahák̊u

je náhodné č́ıslo]
• Jaké je rozděleńı počtu použitých tahák̊u, pokud student správně odpověděl všech pět

otázek?

Př́ıklad 16 (Skupiny student̊u). Tři skupiny student̊u řeš́ı obt́ıžný př́ıklad. Ve skupině A jsou 3
velmi chytř́ı studenti a každý z nich vyřeš́ı př́ıklad s pravděpodobnost́ı 0.8. Ve skupině B jsou 4
pr̊uměrńı studenti a každý z nich vyřeš́ı př́ıklad s pravděpodobnost́ı 0.6. Ve skupině C jsou 2 slab́ı
studenti a každý z nich vyřeš́ı př́ıklad s pravděpodobnost́ı pouze 0.4.

• S jakou pravděpodobnost́ı náhodný student vyřeš́ı př́ıklad?
• Náhodně vybraný student př́ıklad nevyřešil. Ze které skupiny nejpravděpodobněji byl?
• Studenti pracuj́ı nezávisle. S jakou pravděpodobnost́ı bude př́ıklad vyřešen?

Př́ıklad 17 (Dvě kostky). Hod́ıme pravidelnou šestistěnnou kostkou. Podle výsledku C (č́ıslo od
jedné do šesti) si vybereme druhou kostku. S pravděpodobnost́ı C/10 si vezmeme desitistěnnou
kostku, s pravděpodobnost́ı doplňkovou si vezmeme šestistěnnou kostku.

• Jaká je pravděpodobnost, že ve druhém hodu jsme házeli desetistěnnou kostkou, pokud
výsledkem druhého hodu je č́ıslo 5?

• Jaká je pravděpodobnost, že ve druhém hodu jsme házeli desetistěnnou kostkou, pokud
výsledkem druhého hodu je č́ıslo i ∈ 1, 2, . . . , 10?

• Jaké je rozděleńı výsledku prvńıho hodu, pokud nám po druhém hodu padlo č́ıslo 8?

Př́ıklad 18 (Nezávislé jevy). Dokažte, nebo vyvrat’te, pro náhodné jevyA aB jejichž pravděpodobnost
je nenulová a menš́ı než jedna následuj́ıćı tvrzeńı:

• Je-li P [A|B] = P [A] pak A a B jsou nezávislé.
• Je-li P [A|B] = P [A|BC ] pak A a B jsou nezávislé.
• Je-li P [A|B] = P [B|A] pak A a B jsou nezávislé.
• Jsou-li A a B disjunktńı, pak A a B jsou nezávislé.
• Je-li P [A] = P [B], pak P [A|B] = P [B|A].
• Jsou-li A a B nezávislé, pak P [A] = P [B].

Cvičeńı k náhodným veličinám
Připomeňte si: náhodná veličina, rozděleńı náhodné veličiny, distribučńı funkce, hustota, diskrétńı

náhodná veličina, středńı hodnota, rozptyl, momenty, Čebyševova nerovnost, vybraná diskrétńı a
spojitá rozděleńı, normálńı rozděleńı, funkce náhodné veličiny a jej́ı rozděleńı.

Př́ıklad 19 (Dvě kostky). Hod́ıme dvěma šestistěnnými kostkami. Označme X náhodnou veličinu
udávaj́ıćı součet výsledk̊u na kostkách.

• Jaký je vhodný (klasický) pravděpodobnostńı prostor?
• V jaké množině M má náhodná veličina X hodnoty [uvědomte si tedy, odkud kam je X

měřitelné zobrazeńı]?
• Jak vypadá (indukované) rozděleńı náhodné veličiny X na množině M [zde si uvědomte,

jak vypadá indukovaná mı́ra PX ve vztahu k mı́ře P na klasickém pravděpodobnostńım
prostoru]?

Př́ıklad 20 (Tři kostky). Hod́ıme třemi šestistěnnými kostkami, b́ılou, zelenou a černou. Označme
X náhodnou veličinu udávaj́ıćı součet výsledk̊u na b́ılé kostce a na zelené kostce, zat́ımco Y udává
součet výsledk̊u na b́ılé kostce a na černé kostce
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• Jaký je vhodný (klasický) pravděpodobnostńı prostor?
• V jakých množinách (MX ,MY ) maj́ı náhodné veličiny X a Y hodnoty?
• Jak vypadá (indukované) rozděleńı náhodných veličin X a Y ?

Př́ıklad 21 (Test). Test obsahuje 8 otázek, ke kterým je nab́ıdnuto 5 možnost́ı odpovědi a, b, c,
d, e, z nichž právě jedna je správná.

• Jaké je rozděleńı počtu správných odpověd́ı při náhodné volbě odpovědi? Jak se toto
rozděleńı nazývá? Načrtněte distribučńı funkci tohoto rozděleńı.

• Jaká je pravděpodobnost, že alespoň 4 otázky odpov́ıme správně?
• Jaký je středńı počet správně zpodpovězených otázek?

Př́ıklad 22 (Dvě urny). Na stole lež́ı dvě urny A a B. V urně A jsou dvě b́ılé a dvě černé
kuličky. V urně B jsou dvě černé a jedna b́ılá kulička. Náhodně vybereme z každé urny jednu
kuličku a z těchto dvou kuliček pak náhodně zvoĺıme jednu. Definujme máhodnou veličinu X jako
identifikátor toho, že jsme takto obdrželi b́ılou kuličku (tj., X = 1, je-li výsledná kulička b́ılá
a X = 0 jinak).

• Určete rozděleńı náhodné veličiny X.
• Určete středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny X.
• Jak se nazývá rozděleńı náhodné veličiny X?

Př́ıklad 23 (Loterie). Uvažujme loterii, ve které je každý st́ıraćı los výherńı s pravděpodobnost́ı
p ∈ (0, 1) a nevýherńı s pravděpodobnost́ı 1 − p. Předpokládejme, že jsme se rozhodli kupovat
losy, dokud nevyhrajeme (a pak už žádné daľśı nekouṕıme).

(1) Určete rozděleńı a očekávaný počet zakoupených nevýherńıch los̊u.
(2) Určete, s jakou pravděpodobnost́ı bude vaše strategie zisková.
(3) Určete očekávaný zisk, je-li výherńı vždy jeden los ze sta.

Př́ıklad 24 (Objem krychle). Hrana krychle má náhodnou délku X s rovnoměrným rozděleńım
na intervalu [0, 10], tj. X má hustotu

f(x) =

{
1
10 x ∈ [0, 10],

0 jinak.

Určete středńı hodnotu a rozptyl objemu krychle.

Př́ıklad 25 (Čekáńı na autobus). Doba mezi př́ıjezdy autobus̊u má exponenciálńı rozděleńı ve
tvaru

F (x) = P (X ≤ x) =

{
1− e− x

10 x ≥ 0,
0 x < 0.

(1) Určete hustotu doby mezi př́ıjezdy autobus̊u.
(2) Spočtěte středńı hodnotu doby čekáńı na autobus.
(3) Jaká je pravděpodobnost, že budeme na autobus čekat déle než 25 minut?

Př́ıklad 26 (Distribučńı funkce). Necht’ F a G jsou distribučńı funkce, Dokažte, že

(1) pro α ∈ (0, 1) je αF + (1− α)G též distribučńı funkce,
(2) F ·G je distribučńı funkce,
(3) pro r ∈ N je F r též distribučńı funkce (čeho?),
(4) pro r ∈ N je 1− (1− F )r též distribučńı funkce (čeho?).

Př́ıklad 27 (Posloupnost distribučńıch funkćı). Necht’ {Fn}∞n=1 je posloupnost distribučńıch
funkćı tak, že Fn(x) je cauchyovská ∀x. Obecně lim

n→∞
Fn neńı distribučńı funkce. Nalezněte př́ıklady,

kdy existuje H = lim
n→∞

Fn, ale

(1) H nesplňuje lim
x→∞

H(x) = 1,

(2) H nesplňuje lim
x→−∞

H(x) = 0,

(3) H neńı zprava spojitá.

Nalezněte dále př́ıklady, kdy
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(1) Fn jsou distribučńı funkce spojitých náhodných veličin, aleH je distribučńı funkćı diskrétńı
náhodné veličiny,

(2) Fn jsou distribučńı funkce diskrétńıch náhodných veličin, ale H je distribučńı funkćı spojité
náhodné veličiny.

Př́ıklad 28 (Geometrické rozděleńı). Nezávislé pokusy reprezentuj́ı náhodné veličiny X1, X2, . . .
s rozděleńım P (Xi = 1) = p, P (Xi = 0) = 1 − p (i = 1, 2, . . . ). Na úspěch v řadě nezávislých
pokus̊u můžeme čekat libovolně dlouho, pokud P (Xi = 1) = p < 1 (i = 1, 2, . . . ). Necht’ X je
počet neúspěch̊u před prvńım úspěchem.

• Určete rozděleńı náhodné veličiny X.
• Spočtěte středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny X.

(1) Poč́ıtejte z definice.
(2) Poč́ıtejte pomoćı momentové vytvořuj́ıćı funkce.

Př́ıklad 29 (Negativně binomické rozděleńı). Nezávislé pokusy reprezentuj́ı náhodné veličiny
X1, X2, . . . s rozděleńım P (Xi = 1) = p, P (Xi = 0) = 1−p (i = 1, 2, . . . ). Na M -tý úspěch v řadě
nezávislých pokus̊u můžeme čekat libovolně dlouho, pokud P (Xi = 1) = p < 1 (i = 1, 2, . . . ).
Necht’ X je počet neúspěch̊u před M -tým úspěchem.

• Určete rozděleńı náhodné veličiny X.
• Spočtěte středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny X.

Př́ıklad 30 (Poissonovo rozděleńı). Poissonovo rozděleńı může modelovat počet jev̊u, které nastávaj́ı
s malou pravděpodobnost́ı v krátkém časovém úseku, za nějaký deľśı časový interval. Označme
λ > 0 intenzitu výskytu sledovaných událost́ı (např. počet spamů došlých do e-mailové schránky
za 1 den, počet telefonńıch hovor̊u přǐslých za 1 hodinu do ústředny, . . . ). Náhodná veličina X
ř́ıd́ıćı se Poissonovým rozděleńım nabývá hodnot 0, 1, . . . s následuj́ıćımi pravděpodobnostmi:

P (X = k) =
e−λλk

k!
(k = 0, 1, . . . ).

• Spočtěte z definice středńı hodnotu náhodné veličiny X.
• Určete momentovou vytvořuj́ıćı funkci náhodné veličiny X.
• Určete rozptyl náhodné veličiny X.

Př́ıklad 31 (Rozděleńı sinu). Necht’ náhodná veličina X má rovnoměrné rozděleńı na intervalu
[0, π]. Jaké rozděleńı má náhodná veličina Y = sinX?

Př́ıklad 32 (Rozděleńı kosinu). Necht’ náhodná veličina X má rozděleńı popsané předpisem

P (X = kπ/4) = e−1
1

k!
, k = 0, 1, 2, . . . .

Jaké rozděleńı má náhodná veličina Y = cosX.

Př́ıklad 33 (Náhodný počet kostek). Na stole lež́ı N šestistěnných kostek, kde N je náhodná
veličina s rozděleńım P (N = i) = 1/6, i = 1, . . . , 6.

• Spočtěte středńı hodnotu a rozptyl veličiny N .
• Určete rozděleńı N za podmı́nky, že součet č́ısel na všech kostkách dohromady je roven 5.
• Určete rozděleńı N za podmı́nky, že na kostkách padly právě 4 šestky.
• Porovnejte (např. graficky) p̊uvodńı pravděpodobnosti P (N = i) s podmı́něnými pravdě-

podobnostmi z předchoźıch bod̊u.

Př́ıklad 34 (Čekáńı na výhru). Háźıme dvěma hraćımi kostkami najednou dokud nepadne součet
5 nebo součet 7 (na obou kostkách dohromady).

• S jakou pravděpodobnost́ı padne dř́ıve součet 5 než součet 7?
• Určete rozděleńı, očekávanou hodnotu a rozptyl celkového počtu hod̊u kostkou.
• Určete rozděleńı, očekávanou hodnotu a rozptyl celkového počtu hod̊u kostkou za podmı́nky,

že hra byla ukončena pětkou (totéž se sedmičkou).

Př́ıklad 35. Mějme dán pravoúhlý trojúhelńık s odvěsnami a, b a přeponou c = 1. Úhel mezi
odvěsnou b a přeponou c je náhodná veličina s rovnoměrným rozděleńım na intervalu (0, π/2).
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• S jakou pravděpodobnost́ı je daný trojúhelńık rovnoramenný?
• Jaké je rozděleńı úhlu, který sv́ırá odvěsna a s přeponou c? S jakou pravděpodobnost́ı lež́ı

tento úhel v intervalu (π/6, π/3)?
• Určete rozděleńı délky odvěsny a. Načrtněte graf hustoty a distribučńı funkce tohoto

rozděleńı. S jakou pravděpodobnost́ı je odvěsna a deľśı než 1/2?
• Spočtěte středńı délku odvěsny a a jej́ı rozptyl.
• Určete očekávaný obsah trojúhelńıku.

Př́ıklad 36 (Normálńı rozděleńı). Necht’ náhodná veličina X má normálńı rozděleńı s parametry
µ a σ2.

• Určete středńı hodnotu a rozptyl X.
• Spoč́ıtejte momentovou vytvořuj́ıćı funkci X a ovšřte předchoźı výsledek.
• Jaké rozděleńı má náhodná veličina Y = aX + b, kde a 6= 0?
• Navrhněte transformaci τ takovou, že náhodná veličina Z = τ(X) bude mı́t normované

normálńı rozděleńı.

Př́ıklad 37 (Hustoty). Rozhodněte, kdy jde o hustoty a zda existuj́ı všechny momenty.

• Definujme

f(x) =

{
cx−a, x > 1,

0, x ≤ 1.

Pro jaká a a c jde o hustotu? Spočtěte obecný moment tohoto rozděleńı. Existuj́ı všechny
momenty?

• Definujme

f(x) =
c

1 + (x− a)2
, x ∈ R.

Pro jaká a a c jde o hustotu? Existuj́ı všechny momenty? A umı́te je spoč́ıtat?
• Definujme

f(x) = cxa−1 exp(−bxa), x > 0.

Pro jaká a, b a c jde o hustotu? Existuj́ı všechny momenty? A umı́te je spoč́ıtat?
• Definujme

f(x) = c exp

(
−|x− a|

b

)
, x ∈ R.

Pro jaká a, b a c jde o hustotu? Existuj́ı všechny momenty? A umı́te je spoč́ıtat?

Př́ıklad 38 (Exponenciálńı rozděleńı). Dokažte následuj́ıćı dvě tvrzeńı.

• Necht’ náhodná veličina X má exponenciálńı rozděleńı s parametrem l. Pak

P [X > x+ a|X > x] = P [X > a], pro každé x > 0, a > 0.

• Necht’ náhodná veličina X je nezáporná, má absolutně spojité rozděleńı a splňuje

P [X > x+ a|X > x] = P [X > a], pro každé x > 0, a > 0.

Pak X má exponenciálńı rozděleńı pro nějaký parametr l > 0.

Př́ıklad 39 (Exponenciálńı rozděleńı II). Necht’ náhodná veličina X má exponenciálńı rozděleńı
s parametrem l > 0, čili hustota X je tvaru

f(x) =

{
l exp(−lx), x > 0

0, jinak.

Určete obecné momenty X (existuj́ı všechny?) a momentovou vytvořuj́ıćı funkci X (existuje
konečná na otevřeném okoĺı nuly; kde existuje konečná?).
[připomeňte si gama funkci a pokuste se ji použ́ıt pro výpočty]
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Př́ıklad 40 (Gama rozděleńı). Necht’ náhodná veličina X má rozděleńı s hustotou tvaru

f(x) =

{
Clpxp−1 exp(−lx), x > 0

0, jinak,

kde l > 0 a p > 0 jsou parametry.

• Určete C tak, aby šlo o hustotu.
• Určete obecné momenty náhodné veličiny X.
• Dokážete spoč́ıtat momentovou vytvořuj́ıćı funkci?
• Porovnejte momenty a momentovou vytvořuj́ıćı funkci X a náhodné veličiny s expo-

nenciálńım rozděleńım s parametrem l (viz př́ıklad exponenciálńı rozděleńı II ).

Př́ıklad 41 (Beta rozděleńı). Necht’ náhodná veličina X má rozděleńı s hustotou tvaru

f(x) =

{
Cxp−1(1− x)q−1, 0 < x < 1

0, jinak,

kde p > 0 a q > 0 jsou parametry.

• Určete C tak, aby šlo o hustotu.
• Určete obecné momenty náhodné veličiny X.
• Dokážete spoč́ıtat momentovou vytvořuj́ıćı funkci.

[připomeňte si definici beta funkce a použijte ji při výpočtech]

Cvičeńı k náhodným vektor̊um
Připomeňte si: náhodná vektor a jeho rozděleńı, distribučńı funkce a jej́ı vlastnosti, hustota v̊uči

σ-konečné součinové mı́ře, diskrétńı náhodná veličina, středńı hodnota reálné funkce náhodného
vektoru, rozptyl a variančńı matice, vlastnosti variančńı matice, korelace, vektor středńıch hodnot,
multinomické a normálńı rozděleńı,nezávislost a kritéria nezávislosti, rozděleńı součtu, součinu
a pod́ılu dvou nezávislých náhodných veličin, rozděleńı součtu normálně rozdělených náhodných
veličin, χ2-rozděleńı a Studentovo t-rozděleńı.

Př́ıklad 42 (Distribučńı funkce). Určete, zda následuj́ıćı funkce jsou distribučńı funkce a rozmyslete
si, jakému rozděleńı odpov́ıdaj́ı.

F1(x, y) = max{0,min{1, x}} ×max{0,min{1, y}}, pro x, y ∈ R

F2(x, y) =
1

2

(
max{0,min{1, x}}+ max{0,min{1, y}}

)
, pro x, y ∈ R

F3(x, y) =

{
min{1, x+ y} pokud x ≥ 0, y ≥ 0

0 jinak

F4(x, y) =

{
max

{
0,min{1, x+ y − 1}

}
pokud x ≥ 0, y ≥ 0

0 jinak

Př́ıklad 43 (Součty náhodných veličin). Určete rozděleńı součtu X + Y pokud

• X má binomické rozděleńı s parametry (n, p), Y má Bi(m, p) a jsou nezávislé.
• X má Poissonovo s parametrem λ a Y má Po(µ) a jsou nezávislé.
• X i Y maj́ı geometrické s parametrem p a jsou nezávislé.
• X i Y maj́ı exponenciálńı s parametrem λ a jsou nezávislé.
• X a Y maj́ı sdružené rovnoměrné rozděleńı (konstantńı hustotu) na čtverci [0, 1]2.
• Vektor (X,Y ) má obecné dvourozměrné normálńı rozděleńı.

Př́ıklad 44 (Součty nezávislých náhodných veličin II). Určete rozděleńı náhodné veličiny Z =
X1 + · · ·+Xn, pokud X1, X2, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım:

• exponenciálńım s parametrem λ > 0.
• normálńım s parametry (µ, σ2).
• alternativńım s parametrem p.



8

• geometrickým s parametrem p.
• P [Xi = 1] = P [Xi = −1] = 1/2.

[použijte indukci]

Př́ıklad 45 (Hmyz). Samička hmyzu naklade R vaj́ıček, kde R je náhodná veličina s Poissonovým
rozděleńım Po(λ). Pravděpodobnost, že se z vaj́ıčka vyĺıhne živý jedinec je p ∈ (0, 1). Jaká je
pravděpodobnost, že po sn̊ušce se vyĺıhne právě k živých jedinc̊u?

Př́ıklad 46 (Nekorelovanost a nezávislost). Necht’ X a Y maj́ı stejný rozptyl. Spočtěte kovarianci
cov(X + Y,X − Y ). Jsou X + Y a X − Y nezávislé? Uvažujte následuj́ıćı př́ıpady:

• X a Y jsou nezávislé rovnoměrně rozdělené na intervalu [0,1]. Jsou X + Y a X − Y
nezávislé? Umı́te spoč́ıtat sdružené rozděleńı vektoru (X + Y,X − Y )?

• X a Y jsou nezávislé normálně rozdělené se středńı hodnotou 0 a rozptylem 1. Jsou X+Y
a X − Y nezávislé? Umı́te spoč́ıtat sdružené rozděleńı vektoru (X + Y,X − Y )?

• Vektor (X,Y ) má sdružené normované normálńı rozděleńı (středńı hodnotu 0 a variančńı

matici

(
1 ρ
ρ 1

)
, kde |ρ| < 1. Jsou X + Y a X − Y nezávislé? Umı́te spoč́ıtat sdružené

rozděleńı vektoru (X + Y,X − Y )?

Př́ıklad 47 (Kovariance a korelace). Určete variančńı (a korelačńı) matici náhodného vektoru X,
kde X má hustotu (rozděleńı)

• f(x, y) = c(x+ y) pokud x, y ∈ [0, 1] a f(x, y) = 0 jinak.
• f(x, y) = c(x− y) pokud 0 < y < x < 1 a f(x, y) = 0 jinak.
• f(x, y) = (1− y)−1 pokud 0 < y, 0 < x a x+ y < 1 a f(x, y) = 0 jinak.

Př́ıklad 48 (Rozděleńı pod́ılu). Necht’ X a Y jsou nezávislé náhodné veličiny. Určete rozděleńı
X/Y , pokud

• X a Y maj́ı rovnoměrné rozděleńı na intervalu [1,2].
• X a Y maj́ı normované normálńı rozděleńı.

Př́ıklad 49 (Náhodná procházka I). Uvažujte posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných
veličin X1, X2, . . . . Definujme Sn =

∑n
i=1Xi.

• Určete rozděleńı Sn.
• Určete sdružené rozděleńı náhodného vektoru (Sk, Sl), kde k < l. Spoč́ıtejte středńı hod-

notu a variančńı matici tohoto vektoru.
• Určete sdružené rozděleńı náhodného vektoru (Sj , Sk, Sl), kde j < k < l.
• Určete sdružené rozděleńı náhodného vektoru (S1, S2, . . . , Sn).

[uvědomte si, jaký vztah maj́ı Sk a Sn − Sk a jaké maj́ı rozděleńı]

Př́ıklad 50 (Žáci ve škole). V daný den přijde do školy X d́ıvek a Y chlapc̊u, kde X,Y jsou
nezávislé náhodné veličiny s Poissonovým rozděleńım s parametry λ > 0 a µ > 0.

• Určete rozděleńı a očekávanou hodnotu celkového počtu žák̊u ve škole v daný den.
• Jaké je rozděleńı počtu d́ıvek, jestliže v́ıme, že je ve škole v daný den celkem n žák̊u?

Př́ıklad 51 (Dvě žárovky). Dvojice žárovek má dobu životnosti (v tiśıćıch hodin) popsanou
sdruženou hustotou

f(x, y) =

{
1
2e
−x−y/2 pro x > 0, y > 0,

0 jinak.

• Jaké je rozděleńı dob životnosti jednotlivých součástek? Jsou tyto doby nezávislé?
• S jakou pravděpodobnost́ı prvńı součástka přežije druhou? A s jakou pravděpodobnost́ı

přežije druhou o alespoň tiśıc hodin?
• Jaká je pravděpodobnost toho, že prvńı součástka alespoň dvakrát přežije druhou součástku?
• Určete distribučńı funkci a hustotu veličiny 2X + Y .
• Jaké je rozděleńı 2X + Y a X − Y ?
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Př́ıklad 52 (Plně závislé leč nekorelované). Náhodná veličina X má rovnoměrné rozděleńı na
intervalu (−1, 1). Označme Y = X2. Spočtěte kovarianci veličin X a Y a jejich korelačńı koeficient
ρXY . Jsou X a Y nezávislé?

Př́ıklad 53 (Závislost a korelovanost).
Náhodný vektor (X,Y ) má rovnoměrné rozděleńı na množině M = {(x, y) : x ∈ [0, 1], y ∈
[0, 1], y ≥ x}.

• Nakreslete si M a odhadněte, zda jsou X a Y nezávislé či nekorelované, př́ıpadně jaké
znaménko má jejich korelace. Odpověd’ si zd̊uvodněte.

• Rozhodněte, zda jsou X a Y nezávislé.
• Spoč́ıtejte cov(X,Y ).

Př́ıklad 54 (Minimum a maximum). Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny s distribučńı funkćı F a hustotou f Označme U = max1≤i≤nXi a V = min1≤i≤nXi.

• Spočtěte distribučńı funkci a hustotu veličiny U . .
• Spočtěte distribučńı funkci a hustotu veličiny V .
• Necht’ F a f odpov́ıdaj́ı rovnoměrnému rozděleńı na intervalu [0, 1]. Spočtěte v tomto

př́ıpadě EU , varU , EV a varV .
• Zkuste spoč́ıtat distribučńı funkci a hustotu náhodného vektoru (U, V ). Pak určete kovari-

anci cov(U, V ), jsou-li X1, . . . , Xn nezávislé rovnoměrně rozdělené na [0,1].
• Zkuste spoč́ıtat distribučńı funkci a hustotu náhodné veličiny X(k), kde X(k) je k-tá nej-

menš́ı hodnota mezi X1, . . . , Xn.

Cvičeńı k limitńım větám
Připomeňte si: Borelova a Cantelliova věta, slabý zákon velkých č́ısel a jeho předpoklady, silný

zákon velkých č́ısel pro nestejně rozdělené náhodné veličiny a pro stejně rozdělené náhodné veličiny,
centrálńı limitńı věta

Př́ıklad 55 (Nekonečně šestek?). Uvažujme nekonečnou posloupnost nezávislých hod̊u hraćı
kostkou.

• Jaká je pravděpodobnost, že padne nekonečně mnoho šestek?
• Jaká je pravděpodobnost, že padne nekonečně mnoho šestek, pokud v n-tém hodu použijeme

kostku, na ńıž padne šestka s pravděpodobnost́ı 1/n?
• S jakou pravděpodobnost́ı padne nekonečněkrát 100 šestek v řadě?
• S jakou pravděpodobnost́ı nastane nekonečně mnoho z jev̊u padlo právě n šestek v řadě,
n = 1, 2, . . . . (zde uvažujeme schema pokus̊u 1 hod, 2 hody, 3 hody, . . . )

Př́ıklad 56 (Konvergence v pravděpodobnosti vs. skoro jistě). Necht’ X1, X2, . . . jsou nezávislé
náhodné veličiny a plat́ı P [Xn = 1] = 1/n, P [Xn = 0] = 1 − 1/n. Dokažte, že Xn konverguj́ı k
nule v pravděpodobnosti, nikoliv skoro jistě.

Uvědomte si, co znamená, že posloupnost náhodných veličin konverguje/nekonverguje skoro
jistě. Zapǐste tento fakt pomoćı kvantifikátor̊u!

Př́ıklad 57 (Vztah 0-1 zákona a absolutńıho momentu). Necht’ X,X1, X2, . . . jsou nezávislé stejně
rozdělené náhodné veličiny.

• Ukažte, že plat́ı
∞∑
i=1

P [|X| ≥ i] ≤ E|X| ≤ 1 +

∞∑
i=1

P [|X| ≥ i].

• Jak souviśı E|X1| s pravděpodobnost́ı toho, že jev̊u [|Xn| ≥ n] nastane nekonečně mnoho?

Př́ıklad 58 (Náhodná procházka). Bud’te X1, X2, . . . nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny.
P [X1 = 1] = P [X1 = −1] = 1/2. Označme Sn =

∑n
i=1Xi.

• Jaká je pravděpodobnost, že Xn = 1 pro nekonečně mnoho n?
• Jaká je pravděpodobnost, že Xn = 1 pro všechna až na konečně mnoho n?
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• Jaká je pravděpodobnost, že Sn ≥ n−k pro nekonečně mnoho n, je-li k libovolná konečná
konstanta.

• Jaká je pravděpodobnost, že Sn ≥ kn pro nekonečně mnoho n, je-li k ∈ (0, 1]? [použijte
vhodné odhady faktoriál̊u]

• Plat́ı odtud, že Sn/n→ 0 v pravděpodobnosti, skoro jistě?
• Plat́ı, že Sn → 0 v pravděpodobnosti či skoro jistě? [dokažte či vyvrat’te]

Př́ıklad 59 (Zákony velkých č́ısel I). Uvažujme nekonečnou posloupnost nezávislých pokus̊u a
necht’ p je pravděpodobnost úspěchu v jednom pokusu.

• Ukažte, že relativńı počet úspěch̊uRn v prvńım n pokusech konverguje k p v pravděpodobnosti
i skoro jistě.

• Ukažte, že celkový počet úspěch̊u Cn roste nade všechny meze v pravděpodobnosti i skoro
jistě.

• Pomoćı Čebyševovy nerovnosti odvod’te pravděpodobnost, P [|Rn − p| > αp], α ∈ (0, 1).
Odhadněte, jak velké muśı být n, aby tato pravděpodobnost byla nejvýše β, β ∈ (0, 1).

Př́ıklad 60 (Silný zákon velkých č́ısel). Určete, zda následuj́ıćı posloupnosti náhodných veličin
splňuj́ı předpoklady platnosti silného zákona velkých č́ısel. Ve všech př́ıpadech určete, pro jaké
hodnoty parametr̊u jsou předpoklady splněny.

• P [Xn = nα] = P [Xn = −nα] = 1/2.
• P [Xn = 2n] = P [Xn = −2n] = k−n a P [Xn = 0] = 1− k−n.
• Xn má hustotu fn(x) = 1

2n
λ exp{−nλ|x|}, x ∈ R.

• Xn má hustotu f(x) = 1
2 (α− 1)|x|−α |x| ∈ [1,∞), α > 1.

Př́ıklad 61 (Házeńı kostkou a centrálńı limitńı věta). Uvažujme nekonečný počet nezávislých
hod̊u kostkou. Označme Sn počet šestek v prvńıch n hodech. Pomoćı centrálńı limitńı věty určete:

• Jaké jsou pravděpodobnosti P [S120 ≤ 25] a P [S120 ≤ 30]? A jaké jsou pravděpodobnosti
P [S1200 ≤ 250] a P [S120 ≤ 300]?

• Určete a takové, aby P [S240 > a] = 0, 95. Určete a tak, aby P [60− a < S360 < 60 + a].
• Určete n tak, aby P [Sn/n ∈ (5/36, 7/36)] ≥ 0, 9.

Př́ıklad 62 (Centrálńı limitńı věta a Čebyševova nerovnost I). Předpokládejme, že v posloup-
nosti 100 měřeńı docháźı v každém kroku k náhodné a nezávislé chybě měřeńı. Tyto chyby maj́ı
rovnoměrné rozděleńı na intervalu [−1/2, 1/2] a nač́ıtaj́ı se. Označme C celkovou chybu měřeńı.

• Tipněte si hodnotu t takovou, že P [−t < C < t] ≥ 0, 99.
• Odhadněte t pomoćı Čebyševovy nerovnosti.
• Odhadněte t pomoćı centrálńı limitńı věty.

Př́ıklad 63 (Počet úspěch̊u a centrálńı limitńı věta). Necht’ v posloupnosti nezávislých pokus̊u je
pravděpodobnost úspěchu rovna p v každém pokusu. Označme Un počet úspěch̊u v n pokusech a
Rn relativńı počet úspěch̊u v n pokusech. Pomoćı centrálńı limitńı věty určete:

• Jaká je pravděpodobnost P [Un < np + k] a jaká je pravděpodobnost P [Un < npl], k ∈
(−np, n(1− p)), l ∈ (0, 1/p)?

• Jaké jsou limity předchoźıch pravděpodobnost́ı, když n→∞?
• Jaká je pravděpodobnost P [Rn < p + k] a jaká je pravděpodobnost P [Rn < pl], k ∈

(−p, 1− p), l ∈ (0, 1/p)?
• Jaké jsou limity předchoźıch pravděpodobnost́ı, když n→∞?

Pomoćı předchoźıch určete:

• P [U100 < 55] a P [40 < U100 < 55], je-li p = 0, 5.
• P [R400 < 0, 33] a P [0, 29 < R400 < 0, 33], je-li p = 0, 3.
• Hodnoty a a b tak, aby P [U200 < a] ≤ 0, 1 a P [a < U200 < b] ≥ 0, 95, pokud p = 0, 8

(v druhém př́ıpadě a a b nejsou jednoznačné, zkuste je naj́ıt tak, aby interval (a, b) byl co
nejkraťśı).

• Počet pokus̊u n tak, aby P [0, 396 < Rn < 0, 404] > 0, 99, je-li p = 0, 4.
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Př́ıklad 64 (Centrálńı limitńı věta a Čebyševova nerovnost II). Uvažujme nezávislé hody symet-
rickou minćı. Označme Ln počet ĺıc̊u v n hodech a Rn relativńı počet ĺıc̊u v n hodech. Určete
pomoćı centrálńı limitńı věty a pomoćı Čebyševovy nerovnosti následuj́ıćı hodnoty a porovnejte
je.

• Jaká je pravděpodobnost P [Ln ≤ (n+k)/2]? Jaká je pravděpodobnost P [L100 ∈ (40, 60)]?
• Určete a tak, aby P [L200 ∈ (100− a, 100 + a)] ≥ 0, 95.
• Kolik pokus̊u muśıme učinit, aby P [Rn ∈ (0, 49; 0, 51)] ≥ 0, 99?

Cvičeńı k odhad̊um parametr̊u
Připomeňte si: náhodný výběr, parametrická tř́ıda rozděleńı, bodový odhad, nestrannost a konzis-

tence, nejlepš́ı nestranný odhad, metoda maximálńı věrohodnosti, intervalový odhad, kvantily, in-
tervalové odhady parametr̊u normálńıho rozděleńı, intervalové odhady založené na centrálńı limitńı
větě.

Př́ıklad 65 (Maximálně věrohodné odhady v r̊uzných spojitých rozděleńıch). Pro následuj́ıćı
rozděleńı daná hustotou určete maximálně věrohodné odhady a prozkoumejte jejich vlastnosti
(nestrannost a konzistenci). Předpokládejte, že máte náhodný výběr X1, . . . , Xn z uvedeného
rozděleńı.

• Exponenciálńı rozděleńı s parametrem λ, tedy f(x) = λe−λx pro x > 0.
[rozděleńı součtu nezávislých exponenciálně rozdělených náhodných veličin je takzvané
gama rozděleńı.]

• Normálńı rozděleńı s parametry (µ, σ2) plat́ı-li
– µ = µ0 je známé.
– σ = σ0 je známé.
– oba parametry jsou neznámé.

• Laplaceovo rozděleńı f(x) = 1/2 exp{−|x− a|}, a je reálný parametr, x ∈ R.
• Rovnoměrné rozděleńı s parametrem θ, kde f(x) = θ−1 pro x ∈ [0, θ].

Př́ıklad 66 (Maximálně věrohodné odhady v r̊uzných diskrétńıch rozděleńıch). Pro následuj́ıćı
diskrétńı rozděleńı určete maximálně věrohodné odhady a prozkoumejte jejich vlastnosti (nestran-
nost a konzistenci). Předpokládejte, že máte náhodný výběr X1, . . . , Xn z uvedeného rozděleńı.

• Poissonovo rozděleńı s parametrem λ, P [X = k] = e−λλk/k!, k = 0, 1, . . . .
• Alternativńı rozděleńı s parametrem p, P [X = 1] = p = 1− P [X = 0].
• Geometrické rozděleńı s parametrem p, P [X = k] = (1− p)kp, k = 0, 1, . . . .

[rozděleńı součtu nezávislých geometricky rozdělených náhodných veličin je takzvané neg-
ativně binomické rozděleńı.]

Př́ıklad 67 (Odhad středńı hodnoty rovnoměrného rozděleńı). Necht’ X1, X2, . . . , Xn je výběr z
rovnoměrného rozděleńı na intervalu [a−1, a+1], kde a je neznámý parametr. Uvažujte následuj́ıćı
odhady a a vyšetřete jejich vlastnosti.

• â = X = n−1
∑n
i=1Xi.

• â = (X1:n +Xn:n)/2, kde X1:n = min{X1, X2, . . . , Xn} a Xn:n = max{X1, X2, . . . , Xn}.
• â = med(X1, . . . , Xn), kde výběrový medián

med(X1, . . . , Xn) =

{
X(n+1)/2:n je-li n liché,(
Xn/2:n +X(n+2)/2:n

)
/2 je-li n sudé,

a X1:n ≤ X2:n ≤ · · · ≤ Xn:n znač́ı náhodné veličiny X1, . . . , Xn uspořádané podle velikosti.

Který odhad je podle vás nejlepš́ı?


