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Král, Krynická
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Základńı pojmy pro obecný sekvenčńı test

posloupnosti borel. množin {Bi}∞i=1, {B0
i }∞i=1, {B1

i }∞i=1,

statistický test S,

test S skonč́ı s pravděpodobnost́ı 1,

operačńı charakteristika

LS(θ) =
∞∑
k=1

P ((X1, . . . ,Xk) ∈ B0
k ; θ),

rozsah a sťredńı rozsah náhodného výběru

N = min{n; (X1, . . . ,Xn) ∈ B0
n ∪ B1

n}, ES(N; θ).
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Testová statistika pro obecný sekvenčńı test

Pro θ0, θ1 ∈ Θ definujeme

Zi (θ0, θ1) = log
f (Xi ; θ1)

f (Xi ; θ0),
, je-li f (Xi ; θ0) ̸= 0, f (Xi ; θ1) ̸= 0,

= 1, je-li f (Xi ; θ0) = 0, f (Xi ; θ1) = 0,

= −∞ je-li f (Xi ; θ0) ̸= 0, f (Xi ; θ1) = 0,

= ∞, je-li f (Xi ; θ0) = 0, f (Xi ; θ1) ̸= 0.

A dále

Qn(θ0, θ1) =
n∑

i=1

Zi (θ0, θ1).
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Obecný Waldův sekvenčńı test

náhodný výběr X1, . . . ,Xn z rozděleńı s hustotu f (x , θ),
θ ∈ Θ, kde Θ ⊂ R,
testujeme H0 : θ = θ0 proti H1 : θ = θ1, θ0 ̸= θ1,

kritické nerovnosti

b < Qn(θ0, θ1) < a, n = 1, 2, . . . ,

kde −∞ < b < a < +∞,

aproximujeme

a∗ = log
1− β

α
, b∗ = log

β

1− α
.
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Waldův test v N(µ, σ2)

{Xi}∞i=1 posloupnost iid náhodných veličin, Xi ∼ N(µ, σ2),

testujeme

H0 : σ
2 = σ2

0 proti H1 : σ
2 = σ2

1, 0 < σ2
0 < σ2

1 < ∞
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Waldův test v N(µ, σ2)

µ je známé

kritická nerovnost testu má (po úpravě) tvar

hb + ns <
n∑

i=1

(Xi − µ)2 < ha + ns,

kde

hb =
2b

σ−2
0 − σ−2

1

, ha =
2a

σ−2
0 − σ−2

1

, s =
2 log σ1

σ0

σ−2
0 − σ−2

1

.
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Waldův test v N(µ, σ2) - ilustračńı pr̊uběh p̌rijet́ı

Obrázek: H0 : σ
2 = 1, H1 : σ

2 = 2, skutečná hodnota σ2
X = 1.
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Waldův test v N(µ, σ2) - ilustračńı pr̊uběh zaḿıtnut́ı

Obrázek: H0 : σ
2 = 1, H1 : σ

2 = 2, skutečná hodnota σ2
X = 2.
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Waldův test v N(µ, σ2)

µ je neznámé

zavedeme nové náhodné veličiny

Yk =

∑k
j=1 Xj − kXk+1√

k(1 + k)
, k = 1, 2, . . . ;

Y1,Y2, . . . iid, Yi ∼ N(0, σ2),∑n
i=1 Y

2
i =

∑n+1
i=1 (Xi − X n+1)

2

kritická nerovnost má nyńı tvar

hb + ns <
n∑

i=1

Y 2
i < ha + ns.
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Waldova aproximace

operačńı charakteristika

L̂S(σ
2) =

1− exp{h(σ2)a}
exp{h(σ2)b} − exp{h(σ2)a}

, E(Z1; σ
2) ̸= 0,

kde h(σ2) urč́ıme jako nenulové řešeńı rovnice

E (exp{h(σ2)Z1}; σ2) = 1,

dostaneme výraz σ2 =
1−
(

σ2
0

σ2
1

)h(σ2)(
σ−2
0 −σ−2

1

)
h(σ2)

.
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Waldův test v N(µ, σ2) - aproximace operačńı
charakteristiky

Obrázek: Operačńı charakterisitka spočtená empiricky jako pod́ıl p̌rijatých
hypotéz pro r̊uzné hodnoty σ2. L1 pro test se známým µ, L2 pro µ
neznámé.
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Waldův test v N(µ, σ2) - aproximace operačńı
charakteristiky

Obrázek: Operačńı charakterisitka spočtená empiricky jako pod́ıl p̌rijatých
hypotéz pro r̊uzné hodnoty σ2, vyhlazená lowess ǩrivkou.
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Waldův test v N(µ, σ2) - aproximace operačńı
charakteristiky

Obrázek: Srovnáńı empirické, vyhlazené a analyticky spočtené operačńı
charakterisitky.
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Waldova aproximace

sťredńı rozsah výběru

ÊS(N;σ2) =
L̂S(σ

2)b + (1− L̂S(σ
2))a

σ2

2 (σ
−2
0 − σ−2

1 ) log σ1
σ0

, E(Z1; σ
2) ̸= 0

=
−ab

2 log2 σ1
σ0

, jinak.

σ2
∗ =

2 log
σ1
σ0

σ−2
0 −σ−2

1
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Waldův test v N(µ, σ2) - aproximace EN

Obrázek: Empiricky spočtený sťredńı rozsah výběru, pr̊uměrná velikost
náhodného výběru pro r̊uzné hodnoty σ2.
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Waldův test v N(µ, σ2) - aproximace EN

Obrázek: Empiricky spočtený sťredńı rozsah výběru vyhlazený lowess
ǩrivkou.
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Waldův test v N(µ, σ2) - aproximace EN

Obrázek: Empiricky spočtený sťredńı rozsah výběru vyhlazený lowess
ǩrivkou jako funkce směrodatné odchylky σ1.
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Sekvenčńı testy pro porovnáváńı parametr̊u dvou rozděleńı

{Xi}∞i=1 a {Yi}∞i=1 nezávislé posloupnosti nezávislých
náhodných veličin,

Xi , Yi maj́ı hustotu exponenciálńıho (Darmois-Koopmanova)
typu t.j.

f (x ; ξ) = C (ξ) exp{T (x)D(ξ)}h(x), x ∈ R, ξ ∈ (θ, θ),

f (y ; η = C (η) exp{T (y)D(η)}h(y), y ∈ R, η ∈ (θ, θ).

testujeme

H0 : ξ < η proti H1 : ξ > η,
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Sekvenčńı testy pro porovnáváńı parametr̊u dvou rozděleńı

nesplněny požadavky testu,

p̌recháźıme k hypotézám H∗
0 ,H

∗
1 ,

sestav́ıme

Q∗
n =

n∑
i=1

log
f (Xi , θ1)f (Yi , θ0)

f (Xi , θ0)f (Yi , θ1)
,

kde θ0 = min{ξ,η}, θ1 = max{ξ,η}.
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Sekvenčńı testy pro porovnáváńı parametr̊u dvou rozděleńı

testujeme

H∗
0 : D(η)− D(ξ) ≥ ε proti H∗

1 : D(ξ)− D(η) ≥ ε,

kde ε > 0.

polož́ıme
D(θ1)− D(θ0) = ε.

(Waldův test) kritické nerovnosti

b ≤
n∑

i=1

(T (Xi )− T (Yi ))ε ≤ a.
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Porovnáváńı parametr̊u v Alt(p)

{Xi}∞i=1 a {Yi}∞i=1 nezávislé posloupnosti,

X1, X2, . . . iid, Xi ∼ Alt(p1),

Y1, Y2, . . . iid, Yi ∼ Alt(p2),

testujeme

H0 : p1 < p2 proti H1 : p1 > p2, p1, p2 ∈ (0, 1),

interpretace úlohy
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Porovnáváńı parametr̊u v Alt(p)

sestav́ıme

Q∗
n =

n∑
i=1

(Xi − Yi ) log

(
θ1(1− θ0)

θ0(1− θ1)

)
,

polož́ıme ε = log
(
θ1(1−θ0)
θ0(1−θ1)

)
,

testujeme

H∗
0 : log

p2
1− p2

− log
p1

1− p1
≥ ε , proti

H∗
1 : log

p1
1− p1

− log
p2

1− p2
≥ ε.

kritické nerovnosti

b ≤
n∑

i=1

(Xi − Yi )ε ≤ a,
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Porovnáváńı parametr̊u v Alt(p)

N rozsah výběru

p̌rijmeme H0 ⇐⇒
∑N

i=1(Xi − Yi ) = b∗,

p̌rijmeme H1 ⇐⇒
∑N

i=1(Xi − Yi ) = a∗, kde

b∗ =

⌊
b

ε

⌋
,

a∗ =
a

ε
pro

a

ε
celé,

a∗ =
⌊a
ε

⌋
+ 1 jinak.
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Porovnáváńı parametr̊u v Alt(p)

Dostáváme

L(p1, p2) =

(
p2(1−p1)
p1(1−p2)

)a∗

− 1(
p2(1−p1)
p1(1−p2)

)a∗

−
(
p2(1−p1)
p1(1−p2)

)b∗
, p1 ̸= p2,

=
a∗

a∗ − b∗
, p1 = p2.

E(N; p1, p2) =
a∗(1− L(p1,p2)) + b∗L(p1,p2)

(p2 − p1)
, p1 ̸= p2,

=
−a∗b∗

2p1(1− p1)
, p1 = p2.
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Porovnáváńı parametr̊u v Alt(p) - ilustračńı pr̊uběh

Obrázek: H0 : p1 < p2, H1 : p1 > p2, skutečné hodnoty parametr̊u jsou
p1 = 0.95, p2 = 0.98. ε ≈ 0.947, velikost kroku testu je 5.
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Různé sekvenčńı testy a simulace II



Porovnáváńı parametr̊u v Alt(p) - ilustračńı pr̊uběh

Obrázek: H0 : p1 < p2, H1 : p1 > p2, skutečné hodnoty parametr̊u jsou
p1 = 0.05, p2 = 0.02. ε ≈ 0.364, velikost kroku testu je 5.
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Porovnáváńı parametr̊u v Alt(p) - operačńı charakteristika

Obrázek: Operačńı charakterisitka jako funkce p2 pro p1 = 0.50 spoč́ıtaná
analyticky a simulaćı.
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Děkujeme za pozornost!
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