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Přı́klad

Data zaznamenávajı́ rychlosti odrazu 432 dı́vek a 364 chlapců ve
věku od 6-19 let.

Cı́l: nalézt věk, ve kterém se rychlosti odrazu mezi dı́vkami a
chlapci ve stejné věkové kategorii začı́najı́ lišit.
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Přı́klad
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Dvojvýběrový t-test a Bonferroni

Můžeme testovat 13 dvouvýběrových t-testů.

Využijeme korekce na vı́cenásobné testovánı́ - Bonferonni a
Benjamini- Hochberg.

Zaznamenáváme rozdı́l pro chlapce ve věku 13 a výše.

Zvážı́me jiný přı́stup: Change point.
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Dvojvýběrový t-test a Bonferroni
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Předpoklady

Mějme předpoklady

(A1) pozorovánı́ Yjik jsou zı́skána v čase i,
(A2) Všechna pozorovánı́ jsou nezávislá,

(A3) E(Y1i − Y2i) = µ+ δ

(
i − k0

n

)
+

(i = 1, ...,n),

(A4) Var(Yjik ) = σ2
ji > 0,

kde µ, δ jsou neznámé parametry, k0 = nθ0 pro nějaké
θ0 ∈ (0,1), j = 1,2; i = 1, ...,n; k = 1, ...,nji .

Budeme využı́vat značenı́ a+ = max(a,0).
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Homoskedastický přı́pad
Odhady

Dodatečný předpoklad:
(A4∗) Var(Y1i − Y2i) =

σ2

m , σ2 > 0 je neznámý parametr a m
může záviset na n.

Dostáváme LSE odhady :

k̂µ = arg max
k∈(1,n)

[
{
∑n

i=1(xik − xk )(Y1i − Y2i)}2∑n
i=1(xik − xk )2

]
,

δ̂µ =

∑n
i=1(xik − xk )(Y1i − Y2i)∑n

i=1(xi k̂ − xk̂ )
2,

µ̂ =
1
n

n∑
i=1

(Y1i − Y2i)− δ̂µxk̂ .
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Homoskedastický přı́pad
Odhady

Za předpokladu, že µ = 0 máme

k̂0 = arg max
k∈(1,n)

[
{
∑n

i=1 xik (Y1i − Y2i)}2∑n
i=1 x2

ik

]
,

δ̂0 =

∑n
i=1 xi k̂ (Y1i − Y2i)∑n

i=1 x2
i k̂

,
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Homoskedastický přı́pad
Asymptotické rozdělenı́

Platı́ následujı́cı́

√
nm

δ

σ

[
θ0(1 − θ0)

1 + 3θ0

] 1
2 k̂µ − k0

n
d−−−→

n→∞
N(0,1),

√
nm

(1 − θ0)
3
2

σ

(
1 + 3θ0

12

) 1
2

(δ̂µ − δ)
d−−−→

n→∞
N(0,1).
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Homoskedastický přı́pad
Graf

Obrázek: Hustoty asymptotického rozdělenı́ a histogramy 1000 simulovaných
hodnot k̂µ a k̂0 pro n = 20, σ2 = 1,m = 20, µ = 0, δ = 1, k0 ∈ {2, 4, ...18}.
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Heteroskedastický přı́pad
Odhady

τ2 = Var(Y1i − Y2i) =
σ2

1i
n1i

+
σ2

2i
n2i

,

k̂0(τ
2) = arg max

k∈(1,n)

[
{
∑n

i=1 xik (Y1i − Y2i)/τ
2
i }2∑n

i=1 x2
ik/τ

2
i

]
,

τ̂2 = σ̂1i
2

n1i
+ σ̂2i

2

n2i
,

k̂0(τ̂2) = arg max
k∈(1,n)

[
{
∑n

i=1 xik (Y1i − Y2i)/τ̂
2
i }

2∑n
i=1 x2

ik/τ̂
2
i

]
= arg max

k∈(1,n)
T2,τ̂2(k).
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Heteroskedastický přı́pad
Bootstrap algoritmus

Odhadneme parametry δ a k0

Spočteme vyrovnané hodnoty D̂i = δ̂0

(
i−k̂

n

)
+

(i = 1, ...,n)

Pro b = 1 do b = B:

Generujeme D∗
i = D̂i + τ̂iϵ

∗
i (i = 1, ..., n), ϵ∗i ∼ N(0, 1) jsou

nezávislé

Spočteme change-point odhad k̂∗
b z bootstrapového výběru

D∗
1 , ...,D

∗
n

Spočteme empirický kvantil q∗
α z k̂∗

1 − k̂ , ..., k̂∗
B − k̂ pro α ∈ (0,1)
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Simulace
Algoritmus

Zvolı́me n, change point θ0 = k0
n , nji a σ2

j,i pro j ∈ {1,2} a
i = 1, ...,n.

Vypočteme rozptyl τ2 =
σ2

1i
n1i

+
σ2

2i
n2i

.

Pro s = 1 do s = S:

Pro i = 1 do i = n:

Generujeme Di = Y1i − Y2i (normálnı́ rozdělenı́)

Generujeme τ̂i
2 (χ2 rozdělenı́)

Spočteme k̂0
(s)

odhad change point

Spočteme 95% interval spolehlivosti pro k0 pomocı́ algoritmu
Bootstrap

Spočteme odchylku, MSE a pravděpodobnost pokrytı́
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Simulace
Homoskedastický přı́pad
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Simulace
Heteroskedastický přı́pad
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Simulace
Heteroskedastický přı́pad
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Zaokrouhlovánı́

Mějme i- tou kategorii tzn. věk od i − i + 1 a k0 ∈ (0,n).

Vı́me, že
E(Y1i − Y2i) = 0 pro i ≤ ⌊k0⌋,

E(Y1i − Y2i) =
δ(i − k0)

n
pro i ≥ ⌈k0⌉.

Označı́me si i0 = ⌊k0⌋ a d0 = k0 − i0 a spočteme si

E(Y1i0 − Y2i0) = E
[(

δ(X − k0)

n

)
+

]
.
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Zaokroulovánı́
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Značenı́
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Funkce

Obrázek: Funkce T2,τ̂2(k) a T bc
2,τ̂2(k) pro data rychlostı́ odrazu.
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Testovánı́
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Ověřenı́
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Děkujeme za pozornost!
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