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Uvod

@ rozdilné znaceni

@ Uvazujme X = (Xi, Xz, ...) nahodnou posloupnost definovanou
na pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P).

Mé&jme (2, F) méfitelny prostor a 71 C F» C ... F neklesajici posloup-

nost o-algeber. Potom {F,, n € N} nazveme filtraci. )

Markovsky cas

Rekneme, Ze zobrazeni T : Q — NU{co} je markovsky &as vzhledem
k filtraci {F,}, pokud pro vSechna n € N plati [T < n] € Fp,.

y
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Uvod

Necht {F,} je filtrace a necht X = (X1, Xz, ...) je posloupnost integro-
vatelnych nahodnych veli¢in. Rekneme, Ze X je F,-martingal, pokud
filtrace {F,} splhuje (X1, ..., Xn) € Fn Vn € N a E [Xpp1|Fn] = Xn s4j-

vneN. )
Necht Xi,Xz,... je Fp-martingal a T je markovsky ¢as, vzhledem

k filtraci {F,}, s kone¢nou stfedni hodnotou. Dale necht existuje
c € (0,00) takové, ze jev T > n implikuje E”" [ X1 — Xa| < c sij.

vn € N. Potom
E|XT|<OO, EXr=E X;.
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Waldovy rovnosti

Véta. Waldova rovnost |

Méjme posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in
X1, Xz, ... s kone¢nou stfedni hodnotou a necht T je markovsky ¢as
vzhledem k 7, = o(Xj,...,X;) a ma téz kone€nou stfedni hodnotu.
Potom pro Sy = °/_, Xk plati

ESr=ET-EX.

@ T je ndhodna veliCina

@ dukaz
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Waldovy rovnosti

Véta. Waldova rovnost I

Necht jsou splnény predpoklady Waldovy rovnosti | a navic plati
E X; = 0,E X2 < oo a necht existuje ¢ € (0,00) takové, ze jev T > n
implikuje |Sy| < ¢ s.j. ¥n € N. Potom pro St = 3/, X, plati

var St =E T -var Xj.

@ idea dikazu
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Waldovy rovnosti - priklad

Dva hraci hraji hru. Pfedpokladejme, Ze hra¢ A zaCina s 5 mincemi
a hra¢ B zac¢ina s 10 mincemi. V kazdém kole je v sdzce 1 mince,
kterou ziskava vitéz daného kola od soupefe a hraji do té doby, dokud
jeden z nich nepfijde o vSechny penize. Pfedpokladejme, Ze v kazdém
kole maji oba stejnou pravdépodobnost vyhry a nemuze dojit k remize.
Jaka je pravdépodobnost, ze celkové vyhraje A (respektive B)? Jaky
je ocekavany pocet odehranych kol?
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Waldovy rovnosti - fundamentalni identita

Véta. Waldova fundamentalni identita

Méjme posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in
X1, Xz, ... takovych, ze 1 < ¢(t1) = E exp{t; - X1} < oo pro néjaké
ti € R. Necht T je markovsky ¢as vzhledem k F, = o(Xi,...,Xs)
s konecnou stfedni hodnotu a takovy, Zze existuje ¢ > 0 takové, Ze jev
T > nimplikuje jev |S,| < ¢ s.j.. Potom plati

E (exp{ti - Sr} - (())™T) =1.

.
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Momentova vytvorujici funkce

Véta. Vlastnosti momentové vytvorujici funkce
Necht (1) = E exp{tX} < oo pro t = —b, b, kde b > 0. Potom plati

@ je kone¢na na [-b, b],
@ je konvexni a spojita na [—b, b],
@ ma konvexni spoijité derivace vSech fadu na (—b, b),

@ E|X|"<oopror>1a¢(0)=E X"

Méjme posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in
Xi, Xz, ... s rozdélenim N (u, 0?).
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Momentova vytvorujici funkce

Necht ¢(t) = E exp{tX} < co Vt € R, P(X < 0) > 0a P(X > 0) > 0.
Potom plati

@ je-li E X # 0, pak existuje prave jeden bod f, # 0 takovy, ze
o(to) =1,

@ je-li E X =0, pak ¢(t) = 1 implikuje t = 0.

@ dusledky
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Momentova vytvorujici funkce

Méjme posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in
Xi, Xo, ... takovych, ze P(X; # 0) > 0. Necht B je omezena bore-
lovska mnozina obsahuijici 0 a necht

o)

Pak T je markovsky ¢as vzhledem ke kanonické filtraci a o(t) =
E exp{tT} je funkce kone¢na v nékterém intervalu (—oo, ), % > 0
atedyE T" < oo Vr>1.

y

Méjme T ¢&as prvniho vystupu posloupnosti X, Xz, ... z mnoziny
B=(b,a)pro —co < b<0<a< co.
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Momentova vytvorujici funkce

Méjme posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in
Xi, Xz, ... takovych, ze P(Xy —¢; < 0) > 0,P(X; — ¢ > 0) > 0.
Definujme

n
T = min <n:ZX,-¢(b1 + ncy, a4 +nc1)U(b2+ncg,a2+n02)>,

i=1

kde b; < 0 < @;,j = 1,2,¢1 < ¢ jsou reélna Cisla. Pak T je mar-
kovsky Cas vzhledem ke kanonické filtraci a ¢(t) = E exp{t{T} je
funkce kone¢na v nékterém intervalu (—oo, fy),fp > 0atedy E T" < co
vr > 1.

4
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Dékujeme za pozornost!

J
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