
Statistický seminář
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Úvod

rozdı́lné značenı́

Uvažujme X = (X1,X2, . . . ) náhodnou posloupnost definovanou
na pravděpodobnostnı́m prostoru (Ω,F ,P).

Filtrace
Mějme (Ω,F) měřitelný prostor a F1 ⊆ F2 ⊆ . . .F neklesajı́cı́ posloup-
nost σ-algeber. Potom {Fn,n ∈ N} nazveme filtracı́.

Markovský čas

Řekneme, že zobrazenı́ T : Ω 7→ N∪{∞} je markovský čas vzhledem
k filtraci {Fn}, pokud pro všechna n ∈ N platı́ [T ≤ n] ∈ Fn.
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Úvod

Martingal

Necht’ {Fn} je filtrace a necht’ X = (X1,X2, . . . ) je posloupnost integro-
vatelných náhodných veličin. Řekneme, že X je Fn-martingal, pokud
filtrace {Fn} splňuje σ(X1, ...,Xn) ⊆ Fn ∀n ∈ N a E [Xn+1|Fn] = Xn s.j.
∀n ∈ N.

Věta 1

Necht’ X1,X2, . . . je Fn-martingal a T je markovský čas, vzhledem
k filtraci {Fn}, s konečnou střednı́ hodnotou. Dále necht’ existuje
c ∈ (0,∞) takové, že jev T > n implikuje E Fn |Xn+1 − Xn| ≤ c s.j.
∀n ∈ N. Potom

E |XT | < ∞, E XT = E X1.
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Waldovy rovnosti

Věta. Waldova rovnost I

Mějme posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin
X1,X2, . . . s konečnou střednı́ hodnotou a necht’ T je markovský čas
vzhledem k Fn = σ(X1, . . . ,Xn) a má též konečnou střednı́ hodnotu.
Potom pro ST =

∑T
k=1 Xk platı́

E ST = E T · E X1.

T je náhodná veličina

důkaz
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Waldovy rovnosti

Věta. Waldova rovnost II

Necht’ jsou splněny předpoklady Waldovy rovnosti I a navı́c platı́
E X1 = 0,E X 2

1 < ∞ a necht’ existuje c ∈ (0,∞) takové, že jev T > n
implikuje |Sn| ≤ c s.j. ∀n ∈ N. Potom pro ST =

∑T
k=1 Xk platı́

varST = E T · varX1.

idea důkazu
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Waldovy rovnosti - přı́klad

Přı́klad
Dva hráči hrajı́ hru. Předpokládejme, že hráč A začı́ná s 5 mincemi
a hráč B začı́ná s 10 mincemi. V každém kole je v sázce 1 mince,
kterou zı́skává vı́těz daného kola od soupeře a hrajı́ do té doby, dokud
jeden z nich nepřijde o všechny penı́ze. Předpokládejme, že v každém
kole majı́ oba stejnou pravděpodobnost výhry a nemůže dojı́t k remı́ze.
Jaká je pravděpodobnost, že celkově vyhraje A (respektive B)? Jaký
je očekávaný počet odehraných kol?
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Waldovy rovnosti - fundamentálnı́ identita

Věta. Waldova fundamentálnı́ identita

Mějme posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin
X1,X2, . . . takových, že 1 ≤ φ(t1) = E exp{t1 · X1} < ∞ pro nějaké
t1 ∈ R. Necht’ T je markovský čas vzhledem k Fn = σ(X1, . . . ,Xn)
s konečnou střednı́ hodnotu a takový, že existuje c > 0 takové, že jev
T > n implikuje jev |Sn| ≤ c s.j.. Potom platı́

E
(
exp{t1 · ST} · (φ(t1))−T

)
= 1.
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Momentová vytvořujı́cı́ funkce

Věta. Vlastnosti momentové vytvořujı́cı́ funkce

Necht’ φ(t) = E exp{tX} < ∞ pro t = −b,b, kde b > 0. Potom platı́

je konečná na [−b,b],

je konvexnı́ a spojitá na [−b,b],

má konvexnı́ spojité derivace všech řádů na (−b,b),

E |X |r < ∞ pro r ≥ 1 a φ(r)(0) = E X r .

Přı́klad
Mějme posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin
X1,X2, . . . s rozdělenı́m N (µ, σ2).
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Momentová vytvořujı́cı́ funkce

Věta

Necht’ φ(t) = E exp{tX} < ∞ ∀t ∈ R, P(X < 0) > 0 a P(X > 0) > 0.
Potom platı́

je-li E X ̸= 0, pak existuje právě jeden bod t0 ̸= 0 takový, že
φ(t0) = 1,

je-li E X = 0, pak φ(t) = 1 implikuje t = 0.

důsledky
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Momentová vytvořujı́cı́ funkce

Věta
Mějme posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin
X1,X2, . . . takových, že P(Xi ̸= 0) > 0. Necht’ B je omezená bore-
lovská množina obsahujı́cı́ 0 a necht’

T = min

(
n :

n∑
i=1

Xi ̸∈ B

)
.

Pak T je markovský čas vzhledem ke kanonické filtraci a φ(t) =
E exp{tT} je funkce konečná v některém intervalu (−∞, t0), t0 > 0
a tedy E T r < ∞ ∀r ≥ 1.

Přı́klad
Mějme T čas prvnı́ho výstupu posloupnosti X1,X2, . . . z množiny
B = (b,a) pro −∞ < b < 0 < a < ∞.
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Momentová vytvořujı́cı́ funkce

Věta
Mějme posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin
X1,X2, . . . takových, že P(X1 − c1 < 0) > 0,P(X1 − c2 > 0) > 0.
Definujme

T = min

(
n :

n∑
i=1

Xi ̸∈ (b1 + nc1,a1 + nc1) ∪ (b2 + nc2,a2 + nc2)

)
,

kde bj < 0 < aj , j = 1,2, c1 < c2 jsou reálná čı́sla. Pak T je mar-
kovský čas vzhledem ke kanonické filtraci a φ(t) = E exp{tT} je
funkce konečná v některém intervalu (−∞, t0), t0 > 0 a tedy E T r < ∞
∀r ≥ 1.
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Děkujeme za pozornost!
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