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Formulace problému

@ Xi,..., X, jsou nezdvislé ndhodné veli¢ny, n € N, které spliiuji

Xi = w+mei i =1, .., ko
=p+meii =k +1,..,n,

kde 11,72 > 0 jsou nezndmé parametry, u € R je konstantn{
pro vdechna i a ko € {1, ..., n} je nezndama nendhodna poloha
zmény.

@ £1,...,€p jsou iid se stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1. Existuje
§ > 0 takové, ze E|e;|*t?0 < oo.
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Hypotéza a alternativa

Ho: Xi=p+nei,i=1,....n
Hi : existuje ko € {1, ..., n} takové, Ze

Xi :N+7715iai: 17'°-7k0
Xi:M+772€i,i:k0+1,...,n

kde m1 # 2.
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Metoda CUSUM

Pro k € {1, ..., n} definujeme kumulovany souZet

Za Hy plati
k k\ »
EU,(k) = 0,varU,(k) = - 1-— E yke{l,...,n},

kde w2 = var(X; — u)? za Ho.

Testova statistika: U, = max |Up(k).
1<k<n
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Metoda CUSUM: Rozdéleni testové statistiky |

Za platnosti nulové hypotézy plati:

U, U,
Uy, Wallos)] o
K s€(0,1) K

sup [B(u)],

n—o0 UE(O,]-)

kde {B(t),t € (0,1)} je standardni Browniiv miistek.
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Metoda CUSUM: Rozdéleni testové statistiky |l

Necht plati nulovd hypotéza a necht dile plati
Elei|*loglog (|i| + 1) < oo. Potom pro kaZdé x € R plati

n sy |Un(Lns))|
g [A(Iog )ses(o?l) Vi2(s(1 - s))2

— D(logn) < x] — exp(—2e™%)

kde A(log n) = (2loglog ) a

1 1
D(log n) = 2loglog n + 5 log log log n — 5 log 7.

Funkova, Garaj N&které postupy pro detekce zmé&n ve statistickych modelech



Metoda CUSUM: Kritické hodnoty

Podle metody | zamitdme Hy, kdyZ U, > k2wi_q.
Podle metody Il zamitdme Hp, kdyz

[Un(Lns])| B 1
(o) Vi2(s(1 — s))2 ~ " A(log n) (loglog Vi-a

D(log n)> .

Pozici zmény ko odhadneme jako k = argmax |U,(k)|. Pokud
1<k<n

existuje takovych indexi vice, zvolime ten nejmensi.
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Metoda CUSUM simulace kritickych hodnot

@ Generujeme data délky n z norndlniho a Laplaceova rozdéleni,
pritemZ n bereme postupné& z mnoziny {50,100, 200}.

@ Pro kazdé n vypolteme kritické hodnoty ziskané z 1000
simulaci jako vybé&rovy (1 — «)-kvantil testovych statistik

5W0<s<1(%) a 5W0<s<1(%)-
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Neparametricky bootstrap - princip

@ Mdame ndhodny vybér Xi, ..., X;.

@ Provedeme B-krdt ndhodny vybér s opakovdnim, dostaneme
vybér Zf ..., 2y, b=1,...,B.

@ Pro kazdé b =1, ..., B spolitdme hodnotu testové statistiky
Uy, oznatime U} ..

e Z vypottenych U}, odhadneme rozdgleni statistiky U, a
kritickou hodnotu dostaneme jako odhadnuty (1 — «) kvantil
tohoto rozdéleni.
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Metoda CUSUM: Simulace kritickych hodnot

n | metoda/hladina || 0.01 | 0.05 | 0.1 | 0.01 | 0.05 | 0.1
50 simulace 454 | 3.64 | 3.15 | 541 | 3.94 | 3.29
50 aproximace 460 | 3.62 | 3.18 | 460 | 3.62 | 3.18
100 simulace 475 | 3.80 | 3.24 | 590 | 4.14 | 3.53
100 aproximace 457 | 3.64 | 3.23 | 457 | 3.64 | 3.23
200 simulace 5.32 | 3.90 | 3.28 | 6.30 | 4.41 | 3.39
200 aproximace 455 | 3.66 | 3.26 | 4.55 | 3.66 | 3.26

Tabulka: Kritické hodnoty z, vlevo pro rozd&leni N'(0,1) a vpravo

pro rozdéleni £(0,+/2).
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Metoda CUSUM: Simulace kritickych hodnot

n | metoda/hladina || 0.01 | 0.05 | 0.1 | 0.01 | 0.05 | 0.1
50 simulace 147 | 123|116 | 144|076 | 1.09
50 aproximace 163|136 | 122|163 | 136|122
100 simulace 149 1130|120 |148|0.78 | 1.12
100 aproximace 163|136 | 122|163 | 136 | 1.22
200 simulace 162 |130| 116 | 145|076 | 1.11
200 aproximace 163|136 | 122|163 | 136|122

Tabulka: Kritické hodnoty w, vlevo pro rozdéleni N'(0,1) a vpravo
pro rozdéleni L£(0, \/g)
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Metoda CUSUM: Neparametricky bootstrap

n | data/hladina || 0.01 | 0.05 | 0.1 | 0.01 | 0.05 0.1
50 | beze zmény || 1.41 | 1.23 | 1.12 | 093 | 0.93 | 0.92
50 zména 1.39 1 1.22 | 1.12 | 9.45 | 9.45 | 9.45
100 | beze zmény || 1.47 | 1.26 | 1.14 | 0.50 | 0.50 | 0.50
100 zména 1.44 1126 | 1.15 | 19.88 | 19.88 | 19.88
200 | beze zmény || 1.51 | 1.30 | 1.17 | 0.04 | 0.04 | 0.04
200 zména 150 | 1.27 | 1.15 | 38.85 | 38.85 | 38.85

Tabulka: Kritické hodnoty w,, vlevo pro normalni rozdé&leni a vpravo pro
Laplaceovo rozd&leni. Jednou pro data z A/(0,1) i pro data se zmé&nou z

N(0,1) a N(0,4). Taky pro data z £(0, \/g) a se zm&nou s rozd&lenim

£(0,\/3) a £(0,v2).
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Metoda SIC

Schwarzovo informaéni kritérium:
SIC = —21,(A) + plog n,

kde 6 € RP je parametr, /, je log-vérohodnost, n je rozsah vybéru a
0 je odhad parametru # metodou maximalni vérohodnosti.

Testova statistika: min SIC(k) — SIC(n),
1<k<n

kde SIC(n) je SIC za platnosti nulové hypotézy a SIC(k) je SIC
za platnosti alternativy (ko = k).
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Testova statistika pro normalni a Laplaceovo rozdéleni

Pro normalni rozdéleni mame

SIC(n) = nlog2m + nlog;al,7 +n+logn
SIC(k) = nlog2m + klog 67  + (n — k) log 6341, + n+ 2log n.

Pro Laplaceovo rozdéleni mame

SIC(n) = nlog2+ nlogal n+2n+logn
SIC(k) = nlog2+ klog 63 + (n — k)klog 65,1, + 2n + 2log n,

kde 6%,,, 6%,{, 6,%“,” jsou maximaln& vérohodné odhady rozptyli
za nulové hypotézy a za alternativy.
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Metoda SIC: Rozdéleni testové statistiky

Oznaéme

By = 1§T§”r11—1 SIC(k) — SIC(n)

1
2 2 2 2
Ap = max [nlogd; ,, — klogos, — (n— k)logd
n 1§k§n—1[ €01,n €01,k ( ) log k+1,n]

Potom za nulové hypotézy pro kaZdé x € R plati

P[A(log n)\, — D(log n) < x] — exp(—2e™%).
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Metoda SIC: Kritické hodnoty

Zamitdme Hy, kdyz existuje k € {1, ..., n} takové, Ze

2
SIC(n) > SIC(k)+ <_A(I01gn) log log (1 — oz)_% + i((llcc))gr,:))> —log n.

Pozici zmény ky odhadneme jako k, které spliiuje
SIC(k) = 1<E(n<in . SIC(k). Pokud existuje takovych indexi vice,
— _n_

zvolime ten nejmensi.
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Metoda SIC simulace kritickych hodnot

@ Generujeme data délky n z norndlniho a Laplaceova rozdéleni,
pritemz n bereme postupné& z mnoziny {50,100, 200}.

@ Pro kazdé n vypolteme kritické hodnoty ziskané z 1000
simulaci jako vybé&rovy (1 — «)-kvantil testovej statistiky
SIC(H) — minlgkgn_l SIC(k)
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Metoda SIC: Neparametricky bootstrap

n | data/hladina || 0.01 | 0.05 | 0.1 | 0.01 | 0.05 | 0.1
50 | beze zmény || 1.38 | 1.20 | 1.10 | 7.66 | 4.96 | 3.54
50 zména 136 | 1.19 | 1.10 | 8.99 | 5.64 | 4.08
100 | beze zmény || 1.41 | 1.24 | 1.12 | 7.57 | 4.60 | 3.24
100 zména 140 | 1.22 | 1.11 | 9.01 | 5.73 | 4.21
200 | beze zmény || 1.45| 1.26 | 1.14 | 7.27 | 4.50 | 3.04
200 zména 146 | 1.26 | 1,14 | 8.99 | 6.03 | 4.08

Tabulka: Kritické hodnoty spo¢tené vlevo pro normalni rozdéleni a vpravo
pro Laplaceovo rozdé&leni. Jednou pro data z A/(0,1) i pro data

se zmé&nou z N(0,1) a N(0,4). Taky pro data z £(0, \/g) a se zmé&nou

2 £(0,/1) 2 £(0,V2).
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Simulaéni studie - porovnani CUSUM a SIC metody

Generujeme data Xi, ..., X, kde n volime postupné& z mnoZziny
{50,100, 200, 1000} nasledujicim zpisobem:
L X;NN(O, 1) i = 1,..., Lnsoj
e X; ~ N(0,0) i=|nso| +1,..n,
kde sp volime postupn& z mnoziny {0.25,0.5,0.75} a
5z {0.5,2,3}.
Pro kazdou kombinaci generujeme 1000 posloupnosti dat.

Pro kaZdou posloupnost je testovdna Hp na hladiné
a € {0.01,0.5,0.1}.
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Metody hodnotime podle dvou kritérii:

@ emprické sily testu - podil po¢tu zamitnutych hypotéz
k celkovému poctu testl,

@ primérné odchylky - primé&rnd vzddlenost odhadnutého bodu
zmény k od skute¢ného bodu zmény ky.
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1) CUSUM | SIC
0.5 emp. sila 0.954 | 0.916
0.5 | priim. odchylka 4.690 | 3.990

2 emp. sila 1.000 | 0.927

2 | prim. odchylka 4880 | 4.170

3 emp. sila 0.996 1.000

3 | prim. odchylka 3.240 | 1.580

Tabulka: Vliv velikosti zmény v rozptylu na vlastnosti metody SIC a
CUSUM s kvantily spo¢tenymi dle Véty 1 pro n = 100, sp = 0.05 a
a = 0.05.
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S0 CUSUM | SIC
0.25 emp. sila 0.962 | 0.996
0.25 | prim. odchylka || 16.480 | 3.780
0.50 emp. sila 1.000 | 1.000
0.50 | prim. odchylka 5.120 | 3.750
0.75 emp. sila 0.995 1.24
0.75 | prim. odchylka 3.100 | 3.750

Tabulka: Vliv polohy zmé&ny v rozptylu na vlastnosti metody SIC a
CUSUM s kvantily spo&tenymi dle Véty 1 pro n =200, 6 =2 a o = 0.05.
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Sila metdd v zavislosti na pocte pozorovani
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Obréazek: Empirické sily jednotlivych metod pro sp = 0.5, § =2 a
a = 0.05 (metoda SIC - Eernd, metoda CUSUM Vétal - fialovd, metoda
CUSUM V&ta2 - modrd).
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Presnost metéd v zavislosti na pocte pozorovani
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Obrazek: Primé&rné odchylky jednotlivych metod pro so = 0.5, § =2 a
a = 0.05 (metoda SIC - ¥ernd, metoda CUSUM Vétal - fialovd, metoda
CUSUM Véta2 - modrd).

Funkova, Garaj N&které postupy pro detekce zmé&n ve statistickych modelech



metoda emp. sila | prim. odchylka
Aprox. 0.955 4.880
Bootstrap 0.980 4.760

Tabulka: Porovnani empirické sily a primérné odchylky s kvantily
spottenymi dle Véty 1 pro n =100, 6 =2, sp =0.5a a = 0.05
na zdklad& aproximativni a bootsrapové kritické hodnoty.

Funkova, Garaj N&které postupy pro detekce zmé&n ve statistickych modelech



Informace jsme Cerpali z diplomové prace s ndzvem Né&které
postupy pro detekce zmén ve statistickych modelech od autorky
Lindy MareSové
https://dspace.cuni.cz/handle/20.500.11956 /85944
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