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KONVERGENCE POSLOUPNOSTI NAHODNYCH VELICIN
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1. Necht X, X5 ... jsou nezavislé ndhodné veliciny s rovnomérnym rozdélenim na [0, 1]. Defi-
nujme Y, = max{Xy,..., X, }. Ukazte, Ze pro n — oo plati
(a) Y, 51,
(b) n(1—-1Y,) 2 Y, kde Y mé exponencidln{ rozdélen{ s parametrem 1,
(c) Y, 51
(d) Definujme déle U,, = X,,. Vysetiete konvergenci {U,} v pravdépodobnosti a v distribuci.

2. Necht X;, Xs,... jsou nezavislé, stejné rozdélené ndhodné veliciny z Poissonova rozdéleni
s parametrem A > 0.

(a) Urcete asymptotické rozdéleni /n(X, — A).
X —
(b) Dokazte, ze /n

VX

3. Ukazte, ze Studentovo t,-rozdéleni konverguje v distribuci k N(0, 1) pro n — oc.

konverguje v distribuci k N(0, 1).

4. Necht X,, m4 rovnomérné rozdéleni na [0, 1/n] a definujte Y, = X2.

(a) Vysettete konvergenci v distribuci {X,,} pro n — oo.
(b) Vysetfete konvergenci v distribuci {Y,,} pro n — oc.
(c¢) Uvedomte si vztah (a) a (b).

5. Necht X, ~ N(p,1/n).
(a) Ukazte, ze X, L i pro n — oo.

(b) Vysetiete konvergenci v distribuci /n(X,, — u).
(c¢) Uvedomte si vztah (b) a (a).

6. Uvazujte posloupnost hodu minci a ndhodné veliciny X,,, které jsou identifikatory toho, zda
v n-tém hodu padl orel. Nechf ¥, =1 — X,, a X = X}.

(a) Ukazte, ze X, B XaY,B X, ale {X,, +Y,} nekonverguje v distribuci k 2.X.
(b) Ukazte, ze (X,,Y,)" nekonverguje v distribuci k (X, X)T (tj. konvergence po slozkach
neimplikuje konvergenci vektoru).

7. Necht X, X,,... jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim s hustotou

f(x) = Xe [z > 0]. Definujme T,, =

=

(a) Ukazte, ze T, 5 X pro n — oo.
(b) Najdéte asymptotické rozdéleni /n(T,, — \).
(¢) Najdéte asymptotické rozdéleni \/n X, (T, — \).

8. Cramérova-Woldova véta: X,, = X prave tehdy, kdyz pro kazdé t € R plati t7X,, 2 t7X.
Pomoci predchozi véty a jednorozmérné CLV dokazte mnohorozmérnou verzi centralni limitni
veéty.
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OPAKOVANI Z PREDNASKY

Necht {X,} je posloupnost k-rozmérnych ndhodnych vektort a X je k-rozmérny ndhodny vektor.
Pak tfekneme, ze

- X, 4 X, pokud pro n — oo
P{w: [[Xn(w) = X(w)[| = 0}) = 1,
- X, £ X, pokud pro kazdé € > 0
P{w: [|X,(w) = X(w)|| >€}) =0, n— oo,
- X, 2 X, pokud pro n — oo plati
F,.(x) = F(x) ve v8ech bodech x, ve kterych je F' spojité,

kde F,, je distribuc¢ni funkce X,, a F' je distribuc¢ni funkce X.

PLATI:

— konvergence nahodnych vektoru implikuje konvergenci po slozkach, opak plati jen pro konver-
gence s.j. av P,

— plati X, ) g X, 5X = X, B X a z4dné z implikaci obecné opac¢né neplati,

— jestlize X,, 2k = konst = X, £ k,

— spojita transformace zachovava vsechny uvedené konvergence,

— Cramérova-Slutského véta (CS): (jednorozmérnd verze): Necht {X,}, {Y,},{Z,} jsou po-
sloupnosti nahodnych velicin takovych, ze X, 5 x , Y, L ca Ln R d, kde X je nahodna
velicina a ¢, d € R jsou realné konstanty. Pak

Yo Xo+ Zn 2 eX +d.
Pro ¢ # 0 plati také
X,V B X/e.
— Silny zdkon velkych &isel (SZVC): Necht X, Xy, ... je nahodny vybér z rozdélen{ s konecnou
stfedn{ hodnotou p. Pak X,, =% p pro n — oc.

— Centralni limitni véta (CLV): Necht {X,,} je ndhodny vybér z rozdélent se stiedni hodnotou
p a konec¢nou rozptylovou matici 3. Pak plati

VX, — p) B N0,%), n— .

— Delta metoda (jednorozmeérnd verze): Necht {T,,} spliuje v/n(T, — ) A N(0, 0?) pro néjaké
p€Rao?>0anecht g: R — R md spojitou derivaci na néjakém okoli bodu p, pak

Va(g(Th) — g(1) 2 N0, [¢'(0)]?0?), n — oo,



