MATEMATICKA STATISTIKA ZIMNi SEMESTR 2023

MNOHOROZMERNE NORMALNI ROZDELENTI
1. CVICENI S RESENIM

DEFINICE: Necht Z = (Zy,...,Z,)7, kde Z; ~ N(0,1) jsou nezévislé ndhodné veli¢iny. Necht
p e R"a A, € R je matice. Pak fekneme, ze X = p + AZ ma n-rozmérné normalni
rozdéleni N, (i, X), kde ¥ = AAT.

DISKUZE K DEFINICI:

— Je-li ¥,,,, pozitivné semidefinitn{ matice s hodnosti h(X) = r < n, pak existuje matice A,
takovd, ze h(A) =r a AAT = 3.

— Rozdéleni p + AZ z definice nezévisf na konkrétni volbé A, zavisf pouze na ¥ = AAT.

Ukazte proni bod (napr. pomoct spektrdlniho rozkladu nebo Choleského rozkladu). Druhy bod zduvodnéte
pomoci vhodné vlastnosti nize pro pripad, kdy je A requldrni (tj. pozitivné definitivni).

V0LASTNOSTI: Ukazte, ze plati:

1.

2.

Ma-li X ~ N, (s, %), pak EX = p, Var X = 3.
Je-li B € R¥" p, € R¥, pak BX + p, mé rozdélenf Ny(Bu + p, BEBT).

Pozndmka: Dokonce plati, Ze X m4 mnohorozmérné normalni rozdéleni < ¢’ X m4 normaln{
rozdéleni pro kazdé c € R".

Existence hustoty:

— Je-li X regularni, pak existuje hustota vzhledem k Lebesgueové mife a je tvaru

1 1 Tt .
fx(x) = (2W)n/2me){p{_§(x_u) > (X—u)}, x € R™.

— Je-li X singularni, pak hustota vzhledem k Lebesgueové mite neexistuje.
Necht X ~ N, (p, X) a ozna¢me X = (X, X5)?, kde X; tvoif prvnich k slozek X.
(i) Marginalni rozdéleni X; i X, je normalni, specidlné X; ~ Ng(p;, X11), kde g = (g, py)7
3 E12>
ad= .
(2{2 Yin
(i) Je-li 315 = 0, pak jsou X; a Xy nezavislé.

Necht X ~ N(0,1) a necht 1/2 = P(Z = 1) = P(Z = —1) jsou nezavislé ndhodné veliciny.
Definujme Y = Z - X. Ukazte, ze

(a) X 1Y maji rozdéleni N(0, 1),
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Riesenie: N4jdime distribuéni funkciu Y. Pre y € R mozeme pisat

(
=P(X-Z<y|Z=1)P(Z=1)+P(X-Z<y|Z=-1)P(Z=-1)
:%(P(ngHP(—XSy)):%(P(X§y>+<1—P(X<_y>>>
=P(X <y),

kde sme vyuzili symetriu a absoltitnu spojitost rozdelenia X.

(b) veliciny X a Y jsou nekorelované, ale zavislé,

RieSenie: Mame
E(X-Y)=E(X*Z)=EX’EZ =0,

atiezEX =0aEZ =0, teda X aY si nekorelované. Su vsak zavislé, pretoze
napriklad pre obdlznik [1,2] x [—1,1] C R? plati

0=P(Xe[,2,Ye[-1,1)#P(X €[1,2))P(Y € [-1,1]) > 0.

(c) sdruzené rozdéleni X a Y neni normalni.

Riesenie: Ak by zdruzené rozdelenie X a Y bolo normélne, z prikladu 5, ¢ast (ii) by
uz musela z nekorelovanosti plynit nezévislost. Tym by sme boli v spore s castou (b).

6. Necht X ~ N, (u,X), kde ¥ je reguldrni. Pak

(X —p)'Z (X —p) ~ i

Riesenie: Opit pouzijeme reprezentdciu X = p + AZ pre Z nezdvislé N(0, 1) veli¢iny a
A c¢tvorcovu a regularni. Dostaneme

1

(X — )8 (X —p) = (AZ)" (AAT) ' (AZ) = Z"AT (AT) ' ATAZ =777,

kde vpravo je stcet stvorcov n nezdvislych N(0, 1) ndhodnych velicin. To je definicia x?
rozdelenia.

DoPLNUJIiCI PRIKLADY K PROCVICENI

D1. Necht X ~ N, (0,X). Pak ndhodnd veli¢ina ||X|]*> = XTX = > | X? m4 stejné rozdélen{
jako > | N, Z% kde Z; jsou iid veli¢iny s N(0, 1) rozdélenim a Ay, ..., \, jsou vlastn{ ¢isla 3.
Specialné pak plati, Ze

— E[IX[]* = u(2),
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— pokud mé X vlastn{ ¢isla pouze 0 nebo 1, pak m4 velicina || X||? rozdéleni x? se stupni
volnosti rovnymi h(X) = tr(3).

RieSenie: Pouzime reprezentaciu X = AZ pre Z nezdvislé N(0, 1) veli¢iny, a spektralny
rozklad matice 3 = Q, kde Q je ortonormalna a A diagonélna. Pre A = QA'/?

XX = (AZ)" (AZ) = Z" (ATA) Z = Z'AV2QTQA’Z = Y\ 22,
i=1

kde A; st diagondlne ¢leny matice A, teda vlastné cisla matice 3.

D2. Naleznéte asymptotickou aproximaci rozdéleni x? pro velké n pomoci normélniho rozdéleni.

Riesenie: Vieme, 7e rozdelenie y? moZeme reprezentovaf ako sicet n nezavislych
ndhodnych veli¢in s rozdelenim Z2, kde Z; ~ N(0,1). Ozna¢me Y; = Z2. Potom Y; su
nez4vislé, rovnako rozdelené ndhodné veliciny so strednou hodnotou EY; = EZ? =1 a
rozptylom VarY; = EZ! — 1 = 2. Centrédlna limitnd veta ddva

n—oo

ﬁ(%in—1> —<4 4 N(0,2).

A~ ’ )
To moézeme prepisat ako

S Zi-n 4
LN, ),

¢o znamena ze pre n velké, x2 bude rozdelenie blizke N(n, 2n).

D3. Pro n = 2 ukazte, jak lze generovat nahodny vektor z rozdéleni N(u, ¥) pro néjaké zadané
o} 010
H:(M17M2)T€R2a22x2:( 1 PO102

nahodné veliciny z N(0, 1).

5 pozitivné semidefinitni, umime-li generovat
PO102 0y

RieSenie: Staci najst maticu A takid, ze AAT = X a pouzif reprezentaciu X = pu + AZ.
Spektralny rozklad ¥ vedie k symetrickej odmocninovej matici A = X2, ktord m4 ale
vieobecne pomerne zlozity tvar. Jednoduchsia (nesymetrickd) matica s danou vlastnostou
je napr.

A — g1 0
poy /1 — p*oy '

Je jednoduché overit, Ze plati AAT = 3. Mozeme teda volit

() =) oA (Z):
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X1 =+ 012,

Xo = pig + 09 (le +4/1 —0222)-
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OPAKOVANT{

SPEKTRALNI ROZKLAD MATICE. Necht X,,, je symetrickd redlna matice. Pak existuje Q ortho-
normalni a A diagonalni matice takové, ze

> = QAQ”.

x? ROZDELENT. Necht Zy,..., Z, jsou nezdvislé ndhodné veliciny s rozdélenim N(0,1). Pak ¥ =
Sor . Z2 ma x? rozdéleni s n stupni volnosti.

VYZNAM NORMALNIHO ROZDELENT: MNOHOROZMERNA CENTRALNI LIMITNI VETA.

Méjme nédhodny vybér X, ..., X,, z p-rozmérného rozdéleni se stiedni hodnotou p a koneénou
rozptylovou matici 3. Pak plati

Vi (X, = 1) = N (0, ).



