MATEMATICKA STATISTIKA ZIMNI SEMESTR 2021

TESTY O PROPORCI A TESTY V MULTINOMICKEM ROZDELENT
11. ¢VICENI

1 JEDNOVYBEROVY PROBLEM PRO BINARNI DATA.

V roce 2015 se v Ceské republice zivé narodilo 110 764 déti, z toho 53 947 divek a 56 817 chlapct
(zdroj CSU, Tabulka 1, odhalite zjevnou chybu v poslednim fadku tabulky?). Zajima nés, zda je
pravdépodobnost narozeni chlapce 1/2. Ozna¢me ji déle jako p.

1. Jaky predpokldddme model a jaké budeme testovat hypotézy? Jak vychézi bodovy odhad
pravdépodobnosti p narozeni chlapce?

2. Nejprve budeme uvazovat Wilsonuv test zalozeny na testové statistice

Wn:\/ﬁ Pn — Po

Vol —po)

kterda mé asymptoticky normélni rozdéleni N(0, 1).

o ’ W ~ ~ ’
Test muzeme provést bud ,ruéné“ nebo za pomoci funkce prop.test.

alpha=0.05
n=110764
divky=53947
chlapci=56817

#rucne:

p0=1/2

W=sqrt (n)*(chlapci/n - p0)/sqrt (pO*(1-p0))
(g=gqnorm(1-alpha/2))

2% (1-pnorm(abs(W)))

# pomoci funkce v R
prop.test(chlapci,n,p=1/2,correct=FALSE)

Jaky je nas zaver?

3. Pripomente si vztah mezi W, a testovou statistikou uvddénou funkci prop.test. Vypoctéte
p-hodnotu pomoci rozdéleni této statistiky.

4. Mohli bychom uvazovat i jinou testovou statistiku Z,,, kterd by méla také asymptoticky N(0, 1)
rozdéleni? Provedte ruéné test pomoci této statistiky.

5. Vzpomeite si, jak byste zkonstruovali (klasicky) asymptoticky interval spolehlivosti pro p?
Jednd se o interval, ktery vraci funkce prop.test?

6. Nyni provedeme test téze hypotézy pomoci presného testu. Pfipomente si princip tohoto
testu.


https://www.czso.cz/documents/10180/32853427/13011816a02.pdf/6617361d-0dde-4369-8e9b-deb0ae91afd5?version=1.0
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binom.test(chlapci,n,p=1/2)

Na jakém rozdéleni je zalozeny tento test? Jaky je nyni nas zaveér?

Pozor, reportovand p-hodnota je pocitand jinak, neZ je uvedeno ve skriptech. Viz bod (i)
v Doplriugicich informacich.

Jak bychom spocetli uvadény interval spolehlivosti? Je presny nebo asymptoticky?

7. Jelikoz alternativni rozdéleni splnuje predpoklady centrélni limitni véty, mohli bychom pouzit
i asymptoticky t-test.

— Odvod'te, jak vypadd v tomto pifpadé testova statistika T),. Jak se lisi od testové statistiky
Z,?

— Nyni t-test provedeme (potfebujeme ale nase data ve formé vektoru 0 a 1). Ten vyrobime
nasledovné:
data=c(rep(1,chlapci),rep(0,divky))
t.test(data,mu=0.5)

8. V réamci prednédsky jste probirali presny interval spolehlivosti, klasicky asymptoticky (déle
Walduv interval) a Wilsonuv interval. Ve skriptech lze nalézt jesté i interval spolehlivosti
zalozeny na logitu. Stahnéte si z Moodlu a nactéte si soubor pokryti.R, ktery obsahuje predem
pripravenou funkeci, ktera poc¢ita pro vsechny ¢tyti metody skuteéné pokryti pro ruzné hodnoty
parametru p a pro zadany rozsah vybéru n. Vysledkem je tedy graf skutecného pokryti v za-
vislosti na p a tabulka délky jednotlivych intervalu pro nékolik ruznych p. Vyzkousejte tuto
funkci pro nékolik ruznych voleb n:

source ("pokryti.R")

pokryti(n=20)
pokryti(n=50)
pokryti(n=200)

Jak je to se skutecnym pokrytim ptresného intervalu spolehlivosti? Ktery z intervala spoleh-
livosti Vam pripada nejlepsi?

2 DVOUVYBEROVY PROBLEM PRO BINARNI DATA

Zajima nés, zda je pravdépodobnost narozeni chlapce stejnd v CR a na Slovensku. Na Slovensku se
v roce 2015 narodilo zivé 55 615 déti, z nichz bylo 28 703 chlapct a 26 912 dévcat (zdroj Narodné
centrum zdravotnickych informacii, Tabulka 33 na str. 45).

nSR= 55615
chlapciSR=28703
divkySR=26912

9. Porovnejte procentuslni zastoupeni chlapcii mezi narozenymi détmi pro CR a SR. Vykreslete
i vhodné obrézky.

10. Provedeme dvouvybérovy test o proporci zalozeny na rozdilu pravdépodobnosti.


http://data.nczisk.sk/statisticke_vystupy/gynekologia_porodnictvo/Starostlivost_o_rodicku_a_novorodenca_v_SR_2015.pdf
http://data.nczisk.sk/statisticke_vystupy/gynekologia_porodnictvo/Starostlivost_o_rodicku_a_novorodenca_v_SR_2015.pdf
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11.

12.

13.

14.

— Jaky predpokldddme model? Jak zni testované hypotézy?
— Testova statistika, kterou pocita R ve funkci prop.test je zalozend na statistice

fd _ b1 — P2 ’
VA =B+ 4)
kde p je odhad spolecné pravdépodobnosti ispéchu za nulové hypotézy. Funkce ndm ve
vystupu dava T7.

— Provedeme test:
prop.test(c(chlapci,chlapciSR),c(n,nSR),correct=FALSE)

Jaky ucinime zavér na zakladé tohoto testu?

Jesté spocitame testovou statistiku rucné

xCR=chlapci/n
xSR=chlapciSR/nSR
xall=(chlapci+chlapciSR)/(n+nSR)

(Td=(xCR-xSR) /sqrt(xall*(1-xall)*(1/n+1/nSR)))
2% (1-pnorm(abs(Td)))

Alternativné bychom mohli odhadnout rozptyl v kazdém vybéru zv1ast a pouzit tak statistiku
_ b —
VD11 —=p1)/n+p(1 — P2)/m’

Ty

znamou z prednasky:

(Td2=(xCR-xSR) /sqrt (xCR* (1-xCR) /n+xSR* (1-xSR) /nSR) )
2% (1-pnorm(abs(Td2)))

Pro danou situaci bychom mohli pouzit i asymptoticky dvouvybérovy t-test:
dataSR=c(rep(1,chlapciSR) ,rep(0,divkySR))
t.test(data,dataSR)

Porovnejte vyslednou p-hodnotu s vysledkem funkce prop.test. Jak se lis{ testové statistiky?

Proved'te ruéné test zalozeny relativnim riziku, kdy testujeme Hy : rx = pi/ps = 1, kde
pouzijeme testovou statistiku
log p1 — log s

11 | 1155

Spoctéte i asymptoticky intervalovy odhad ry.

T, =
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r=xCR/xSR

sd=sqrt (1/n*(1-xCR) /xCR+1/nSR* (1-xSR) /xSR)
(Tr=(log(r))/sd)

2% (1-pnorm(abs(Tr)))

# int. odhad
c(rxexp(-g*sd) ,r*xexp(g*sd))

Ptipadné bychom mohli test shody pravdépodobnosti zalozit na tzv. poméru Sanci

oy — T _ (1= pa)
= pAl—p1)

logo — log ox

a testovat Hy : ox = 1. Z prednasky vime, ze mé asymptoticky N(0, 1), kde

‘701/2
5 1 1 1 1
Vo=—+ +—+

npr  n(l—p1)  mpy  m(l—py)

(o=xCR/ (1-xCR)* (1-xSR) /xSR)
V=1/chlapci+1/(n-chlapci)+1/chlapciSR+1/(nSR-chlapciSR)
(To=log(o)/sqrt(V))

2% (1-pnorm(abs(To)))

3 TESTY PRAVDEPODOBNOSTI V MULTINOMICKEM ROZDELENT

V rdmci predndsky pro studenty chemie PfF UK v letech 2006-2013 bylo zjistovdno mimo jiné,
v jakém meésici slavi studenti narozeniny. Naméiena byla data uvedend v tabulce 1.

Mésic 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Pocet studentu 29 20 23 28 35 25 31 33 31 26 23 24

Tabulka 1: Po¢ty narozenych studentu v jednotlivych mésicich.

Data zapsand v R :

x=c(29, 20, 23, 28, 35, 25, 31, 33, 31, 26, 23, 24 )

15. Zajima nas, zda je pravdépodobnost narozeni v lednu stejna jako pravdépodobnost narozeni
v prosinci.
Budeme tedy predpokladat, ze X je ndhodny vektor s multinomickym rozdélenim Multa(n, p),
kde n = 328 a pP= (pl; ces ,plg)—r.

(a) Formulujte nulovou a alternativni hypotézu.
(b) Odhadnéte parametry uvazovaného multinomického rozdéleni. Vhodné graficky znédzornéte
pomoci funkce barplot.
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(c) Navrhnéte vhodnou testovou statistiku. Vyuzijte pii tom, ze z prednasky vite, ze pro

vektor ¢ plati
V(e —c'p) BN(O,V,), V.=c Ve,
kde V = diag(p) — pp'.

(d) Pomoci R test ruéné provedte. Pro vypocet V. si bud pifslusny vyraz zjednoduste a
vyjadirete pomoci p; a pip nebo muzeme pouzit nasobeni matic pomoci %*%. Napft. pro
znamé p matici V vytvorime nasledovné
V=diag(p)-p%h*%t (p)

16. Otestujte, zda je pravdépodobnosti narozeni ditéte v I. ¢tvrtleti vétsi nez pravdépodobnost
narozeni ve IIL. ¢tvrtleti. Formulujte opét nulovou a alternativni hypotézu a provedte ruéné
vhodny test.

4 TESTY DOBRE SHODY SE ZNAMYMI PARAMETRY

17. Zajima nas, zda se déti rodi rovnomérné béhem roku.

(a) Formulujte nulovou hypotézu a alternativu, které nas zajimaji.
(b) Ulozte si hodnotu py z Hy do vektoru p0. Déle provedeme test
barplot(cbind(p.hat,p0) ,beside=TRUE)

chisq.test (x,p=p0, correct=FALSE)

Jaky je nas zaver?
(c) Pripomente si,
— zda se jedna o presny nebo asymptoticky test a z jakého rozdéleni je spoctena p-hodnota,
— co by mélo byt splnéno, aby bylo pouziti asymptotického testu rozumné,
— jak byste spocitali hodnotu testové statistiky rucné.

(d) Kdybychom chtéli védét, v kterych kategoriich se pozorovana ¢etnost od testované nulové
nejvice lisi, muzeme se podivat na tzv. rezidua

chisq.test (x,p=p0,correct=FALSE) $residuals

5 SAMOSTATNA PRACE

1. Rozhodnéte, zda lze tvrdit, Ze jsou pravdépodobnosti narozeni chlapce a divky v CR v poméru
21:20.

2. Meéni se pravdépodobnost narozeni chlapce v ¢ase?

— V roce 2010 se na Slovensku narodilo zivé 60 410 déti, z nichz bylo 30 544 chlapcu a 29
866 dévcat. Zjistéte, zda pravdépodobnost narozeni chlapce na Slovensku od roku 2010
vzrostla.

— V roce 2008 se v Ceské republice zivé narodilo 119 570 déti, z toho 58 244 divek a 61 326

chlapcu (zdroj CSU) Zjistéte, zda se pravdépodobnost narozeni chlapce lisi pro roky 2008
a 2015.


https://www.czso.cz/csu/xp/analyza-_zeny_a_muzi_v_krajich_cr_demografie
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3.

Odhadnéte intervalove, kolikrét je pravdépodobnost narozeni chlapce v CR vyssf nez pravdépodobnost
narozeni divky.
Musite si sami odvodit vzorecek. Bude se hodit delta véta.

6 DOPLNUJICI INFORMACE PRO ZAJEMCE

Funkce binom.test nepocita p-hodnotu podle vzorce ze skript, ale trochu jinak. Uvazujme test
hypotézy Hy : px = 0.14 proti oboustranné alternativé a data X,, = 6 a n = 20. Podle definice
ze skript bychom p-hodnotu spocetli nasledovneé:

Xn=6;n=20;p0=0.14
2*min(pbinom(Xn, size = n, p = p0), l-pbinom(Xn-1, size = n, p = p0))

binom.test(Xn,n,p=p0)

To ale neodpovidé p-hodnoté ve funkci binom.test. Tato funkce povazuje za hodnoty, které
stejné nebo jesté vice svedci proti Hy, ty hodnoty, jejichz pravdépodobnost napozorovani za
nulové hypotézy je stejnd nebo mensi, nez co jsme napozorovali ve skutecnosti:

qq <- as.logical(dbinom(0:n, size = n, p = p0) <= dbinom(Xn, size=n, p=p0));

# p-hodnota
sum(dbinom(0:n, size = n, p = p0) [qql)

Porovnan{ hladiny testu a sily statistik T a Ty pro dvouvybérovy problém:

opak=1000

n1=20

n2=40

p.T1=numeric (opak)

p.T2=numeric (opak)

for(i in 1:1000){
x=rbinom(1,size=nl,prob=1/4)
y=rbinom(1,size=n2,prob=1/4)
p.T1[i]=prop.test(c(x,y),c(nl,n2),correct=F)$p.val

var2=(x/n1)*(1-x/n1) /ni1+(y/n2)*(1-y/n2) /n2
T2=(y/n2- x/nl1)/sqrt(var2)
p.T2[i]=2*pnorm(-abs(T2))

}

mean (p.T1<=0.05)
mean (p.T2<=0.05)

Takto sledujeme hladiny testu. Kdyz zménime 1/4 v predpisu pro generovani jednoho z vybéru,
tak dostaneme odhad sily testu.
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