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DVOUVYBEROVE TESTY
10. cVICENT

UVODN{ NASTAVEN{.

— Stahnéte si data lq.txt a zdrojové kédy cvicenil0.R a figkS.R, pripadné i cvicenilO-obrazky.R.
— Otevrete si program R Studio, zménte si pracovni adresai a vycistéte pracoviste.

— Do proménné alpha is ulozte testovaci hladinu 0.05.

DATA. Data lg.txt obsahuji informace o ndhodné vybranych zacich osmé tiidy zédkladni skoly. Pro
kazdého mame k dispozici jeho 1Q, pohlavi (kédovani 1 divky a 0 chlapci) a dédle pak prumérnou
znamku na vysvédceni v pololeti sedmé tiidy a v pololeti osmé t¥idy. Upravte svoje data tak, aby
odpovidali nasledovnému popisu:

1Q hodnota IQ),
zn7 prumérnd znamka na vysvédceni v pololeti sedmé tiidy,
zn8 prumérnd znamka na vysvédceni v pololeti osmé tiidy,

pohlavi pohlavi zédka (1- Zena, 0 - muz)
FPohlavi jinak kédované pohlavi zdka (faktor kategorie chlapec, divka).

Nacteni a upravu dat provedete nasledovneé:

Iq = read.table("Iq.txt",header=T)

colnames(Iq) [2] = "IQ"

levels(Ig$Pohlavi)

Ig$FPohlavi = factor(Ig$pohlavi, levels = c(0,1), labels=c("chlapec","divka"))

DVOUVYBEROVY PROBLEM

1. Ujistéte se, ze se Vam data dobte nacetla.

summary (Iq)
attach(Iq)

Prohlédnéte si zakladni charakteristiky polohy jednotlivych veli¢in pomoci funkce summary.
Vsimnéte si rozlicného vystupu pro veliciny pohlavi a FPohlavi.

Prikaz attach nam zptistupni jednotlivé proménné z dat, takze je budeme moci volat ptimo
jejich ndzvem (napi. IQ namisto 19$1Q).

2. Pomoci vhodného obrazku vizualizujte genderové slozeni naseho datového vzorku.

3. Budeme se zabyvat otazkou, zda se néjak 1isi IQ u chlapcu a divek. Za¢neme nejprve prohlidkou
popisnych statistik.
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IQchlapci=IQ[FPohlavi=="chlapec"]
IQdivky=IQ[FPohlavi=="divka"]

# charakteristiky polohy dle pohlavi
summary (IQchlapci)
summary (IQdivky)

# nebo rychleji pomoci 1 prikazu
tapply(IQ,FPohlavi, summary)

# podminene sd
tapply(IQ,FPohlavi,sd)

Co usuzujete na zékladé téchto ¢iselnych charakteristik?

4. Problém si jesté budeme vizualizovat:
boxplot (IQ~FPohlavi)

# totez jako
boxplot (IQchlapci,IQdivky,names=c("chlapci","divky"))

# muzeme vybarvit a doplnit popisky:
boxplot (IQ"FPohlavi,ylab="IQ",col=c("lightblue","pink"))

Co usuzujeme z tohoto obrazku?

5. Nyni se podivame na to, zda je mozné (resp. vhodné) predpoklddat, ze oba vybéry pochazeji
z normalniho rozdéleni.

par (mfrow=c(1,2))
hist(IQchlapci,prob=T,xlim=c(60,150))
hist (IQdivky,prob=T,x1lim=c(60,150))

par (mfrow=c(1,2))
qqnorm(IQchlapci,main="Chlapci")
qgqline (IQchlapci)
qqnorm(IQdivky,main="Divky")
qqline (IQdivky)

par (mfrow=c(1,1))

DVOUVYBEROVY KOLMOGOROVUV-SMIRNOVUV TEST

6. Pomoci Kolmogorovova-Smirnovova testu budeme testovat, zda je rozdéleni IQ chlapcu i divek
stejné.
(a) Co predpokladame za model?
(b) Jak zni nulové a alternativni hypotéza?

(c¢) Provedeme test:
ks.test(IQdivky, IQchlapci, exact = FALSE)
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Jaky je nas zaver?

7. Testova statistika tohoto testu ma tvar!

A

Kn,m = sup |FX(I) - Fy(ﬂf)|
zeR
Oveérime, ze R pocita podle stejného predpisu:
el=ecdf (IQchlapci)

e2=ecdf (IQdivky)
max (abs (e1(IQ)-e2(IQ)))

Kdybychom chtéli zjistit, kde maximum nastava:
IQ[which.max(abs(e1(IQ)-e2(IQ)))]
Celou situaci si muzeme i vizualizovat pomoci nasledujictho obrazku:

source ("figKS.R")
figKS(IQ, FPohlavi)

DVOUVYBEROVY T-TEST

8. Pomoci dvouvybérového t-testu budeme testovat shodu stfednich hodnot IQ u chlapcu a
divek. Nejprve pouzijeme verzi pro shodné rozptyly.

(a) Jaky predpokldddme model? Jsou tyto predpoklady pro nase data redlné?
(b) Napiste, jaké hypotézy testujeme a porovnejte je s hypotézami K-S testu.
(c) Pripomente si tvar testové statistiky tohoto testu:
nm X, —Ym 1
Tom = . S2 :—((n—1)5§<+(m—1)5§).

’ n+m  Spm B 4+ m — 2

Jaké je jeji presné rozdéleni za nulové hypotézy (v predpokladaném modelu)?
(d) Provedeme test:
t.test(IQ ~ FPohlavi, var.equal = TRUE)
# nebo jiny zpusob zadani:
t.test(IQchlapci,IQdivky, var.equal = TRUE)
Jaky je nas zavér ohledné strednich hodnot 1Q? Co odhaduje uvedeny interval spolehli-
vosti?

9. Spocitame hodnotu testové statistiky manudlné:

1Za nulové hypotézy pro n,m — oo platf /2K, , Bz , kde Z je ndhodna veli¢ina s distribu¢ni funkci

n+m
G(z) = (1 —2 z;il(—l)k+1e—2k222) 1]z > 0].
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10.

11.

12.

13.

xmean=mean (IQchlapci)

ymean=mean (IQdivky)

nx=length(IQchlapci)

ny=length (IQdivky)
S2=1/(nx+ny-2)* ((nx-1) *var (IQchlapci)+(ny-1)*var (IQdivky) )
(T.stat=(xmean-ymean)/(sqrt (S2*(1/nx+1/ny))))

# kriticka hodnota

qt (1-alpha/2,df=nx+ny-2)
#p-hodnota

2 * pt(-abs(T.stat), df = nx+ny-2)

Ktery z predpokladu testu lze do ur¢ité miry ignorovat a test zustane v platnosti alespon
asymptoticky? Nesplnéni kterého predpokladu muze naopak vést k nedodrzeni predepsané
hladiny testu?

Nyni si vyzkousime jinou verzi t-testu, ktera predpoklad shody rozptyli neuvazuje. Jde o tzv.
Welchuv test.

(a) Provedeme test:
t.test(IQ ~ FPohlavi)
#nebo
t.test(IQchlapci,IQdivky)
Jaky je nas zaveér? Jaké rozdéleni ma asymptoticky uvedena testova statistika? A na
zakladé jakého rozdéleni je spoctend p-hodnota? Co staci predpokladat pro rozdéleni 1Q
divek a chlapcu?
Jak vidime, tato verze t-testu je v R nastavena defaultné. Jelikoz predem vétsinou nevime,
zda je mozné predpokladat shodu rozptylu zkoumanych dvou vybéru, je lepsi rovnou pouzit
tuto obecnéjsi verzi testu. V pripadé, ze rozptyly ve skutecnosti shodné jsou, mé tento
obecnéjsi test jen zanedbatelné nizsi silu ve srovnani s testem odvozenym pro vybéry se
shodnym rozptylem, viz simulace ve 13.

(b) Opét provedeme manudlni vypocet testové statistiky
(T.W=(ymean-xmean) / (sqrt (var (IQdivky) /nx+var (IQchlapci) /ny)))

V ramci procviceni zkuste otestovat domnénku, zda je rozdil 1Q) divek a chlapcu vyssi nez 5.

Na zakladé nasledujicich simulaci porovname silu t-testu se shodou rozptylu a Welchova testu
pro situaci, kdy shoda rozptylu plati

opak=1000

n1=100

n2=150

p.s=numeric (opak)

p.w=numeric (opak)

for(i in 1:opak){
x=rnorm(nl,0.2,sd=1)
y=rnorm(n2,0,sd=1)
p.sl[il=t.test(x,y,var.equal=TRUE) $p.val

4
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14.

15.

p.wlil=t.test(x,y)$p.val
}

mean (p.s<=0.05)

mean (p.w<=0.05)

V predchozich simulacich provedte nésledujici zménu: simulujte x za nulové hypotézy, tj.
nastavte sttedni hodnotu na 0, ale zménte smérodatnou odchylku na 3. Tim se podivame na
to, jaka je hladina testu za nulové hypotézy v pripadé neshody rozptylu. Méli bychom vidét,
ze varianta t-testu, ktera shodu predpoklada, nedodrzuje predepsanou hladinu testu.

Celou situaci si muzeme i graficky znazornit pomoci prvni simulace ze souboru cvicenill-
obrazky.R. Soucasné nastaveni ndm ukazuje porovnéni sily pti shodé rozptylu. Zménte nasta-
veni tak, abyste vidéli, jak situace vypada, pokud (a) zvysime smérodatnou odchylku x, (b)
zvysime smérodatnou odchylku y.

DVOUVYBEROVY WILCOXONUV TEST (MANNUV-WHITNEYUV TEST)

14.

15.

16.

Opét se vratime k puvodni otazce, a to, zda se lisi IQ u chlapcu a divek. Nyni pouzijeme
dvouvybérovy Wilcoxonuv test.

(a) Jaky model predpokladame pro data?
(b) Jak zni nulova a alternativni hypotéza?
(c) Testové statistika ma tvar
Wn,m - Z Ri7
i=1

kde R; je poradi X; ve sdruzeném vybéru Xy,..., X,,Y:,...,Y,,.
Pro jaké jeji hodnoty budeme zamitat?

(d) Provedeme asymptotickou verzi testu (bez korekce pro spojitost):
wilcox.test(IQ"FPohlavi, correct = FALSE)
Jaky je nas zaver?

(e) Ptesnou verzi testu bychom zavolali pomoci nastaveni exact=TRUE v ptedchozi funkci.
Zkuste.

Zkusime manualni vypocet jednotlivych polozek testu. Spocitame testovou statistiku podle
vzorce z prednasky:

r=rank (IQ)
(Wi=sum(r [FPohlavi=="divka"]))
(W2=sum(r [FPohlavi=="chlapec"]))

Dostali jsme stejny vysledek jako funkce wilcox.test?”
P-hodnotu Wilcoxonova testu bychom dostali pomoci aproximace normalnim rozdélenim, viz
Samostatnd prace (iii).

Vypocteme Mannovu-Whitneyovu statistiku, kterd ma tvar
Wim =) 11X <Y]]
i=1 j=1
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17.

18.

a v pripadé, kdy mame v datech shody, tak

ZZ( X; < V) +%I[XZ-:YJ]>.

=1 j=1

Vypocet provedeme bud pomoci for cyklu (ktery je ale obecné v R mnohem pomalejsi nez
maticové vypocty)

U1=0;02=0
for(i in 1:nx)
for(j in 1:ny){
U1=U1+I (IQchlapci [i]1<IQdivky [j1)+1/2*I(IQchlapci[i]==IQdivky[j])
U2=U2+I(IQchlapci[i]>IQdivky[j])+1/2*I(IQchlapcil[il==IQdivky[j])
}
U1; U2

nebo pomoci matic:

x1 <- matrix(rep(IQchlapci, ny), ncol = ny) # ve sloupcich IQchlapci
x2 <- matrix(rep(IQdivky, nx), ncol = ny, byrow = TRUE) # v radcich IQdivky

head (x1)

head (x2)

#

(U1 <- sum(xl < x2) + 0.5 * sum(xl == x2))

(U2 <- sum(xl > x2) + 0.5 * sum(x1 x2))

Vidime ted né&jakou shodu s vystupem funkce wilcox.test?

Mezi Wilcoxonovou statistikou a M-W statistikou je jednoznaény vztah (viz prednéska):

(nx * ny + 0.5 * nx * (nx + 1) - W1) # U1
(nx * ny + 0.5 * ny * (ny + 1) - W2) # U2

V nasledujicich simulacich si porovname silu dnes uvazovanych testti pro nékolik vybranych
situaci. Vyuzijeme k tomu funkci simuluj, kterou jsme si nacetli spolu s obrazkem K-S testu.
Do této funkce zadame rozsahy uvazovanych vybéru n a m a ktery z nasledujicich scénaru
chceme:

— normal-posun: X; ~ N(0,1), ¥; ~ N(1,1),
— normal-hetero X; ~ N(0,1), Y; ~ N(0, 3),
— normal-exp: X; ~ N(0

, ;= W; — 1, kde W; ~ Exp(1),
— normal-exp2: X; ~ N(0,

1)ay;

1) ayY; =W, —log2, kde W; ~ Exp(1).
simuluj(n=10, m=30, scenar="normal-posun")
simuluj(n=50, m=80, scenar="normal-posun")

simuluj(n=10, m=30, scenar="normal-hetero")
simuluj(n=100, m=300, scenar="normal-hetero")
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simuluj(n=10, m=30, scenar="normal-exp")
simuluj(n=100, m=300, scenar="normal-exp")

simuluj(n=10, m=30, scenar="normal-exp2")
simuluj(n=100, m=300, scenar="normal-exp2")

Spustte si jednotlivé pifkazy postupné a zamyslete se, co testujeme a zda generujeme data za
nulové hypotézy nebo za alternativy ptislusného testu. Co testujeme u Wilcoxonova testu?

SAMOSTATNA PRACE

(i)

Zjistéte, zda maji divky v osmé t¥idé lepsi znamky nez chlapci. Vyberte test vhodny pro nase
data a interpretujte vysledek.

Zjistéte, zda je rozdil ve znamkach z predchoziho bodu vétsi nez 0.5.

V predchozi praci jsme zjistili, Zze funkce wilcox.test pocita Mannovu-Whitneyovu testovou
statistiku a nikoliv Wilcoxonovu. Z prednéasky ale vime, ze Mannuv-Whitneuv test je ekviva-
lentni Wilcoxonoveé testu. Tudiz bychom meéli dostat stejnou p-hodnotu. Spocitame ji pomoci
aproximace normalnim rozdélenim, kde musime navic pridat i korekci pro shody v datech:

nx=length(IQchlapci)
ny=length(IQdivky)

EW=nx* (nx+ny+1) /2

# varW.bez=nx*ny* (nx+ny+1)/12

# vypocet korekce

t=table(r)
kor=sum(t~3-t)/((nx+ny) * (nx+ny-1))
varW.kor=nx*ny* (nx+ny+1-kor) /12

U=(W1-EW) /sqrt (varW.kor)

2*pnorm(-abs (U))
# porovname:
wilcox.test (IQ FPohlavi,correct=FALSE)$p.val

Dostali jsme nyni stejnou p-hodnotu jako funkce wilcox.test?

Predpokladejme, ze mame dva nezavislé vybéry Xi,..., X, a Yi,...,Y, (oba vybéry maji
stejny pocet pozorovani), kde X; ~ N(ui,07) a Y; ~ N(po,03). Cheeme testovat shodu
sttednich hodnot, tj. Hy : p1 = po. Co kdyz namisto Welchova t-testu pouzijeme parovy
test? Tj. spocteme rozdily Z; = X; — Y; a pak test zalozime na testové statistice

Zn -

1 —
_ 2(2) __ 2
T, = \/HS(Z), kde S2%) = — > (Zi—Z,)
n =1

a nulovou hypotézu zamitneme, pokud |T,| > t,,—1(1 — «/2).

7
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(v) Rozdeéleni testové statistiky Welchova testu je aproximovano pomoci t-rozdéleni s v stupni
volnosti, kde v se urci na zakladé vybérovych rozptylu a pocti pozorovani v jednotlivych
vybérech. Ovérte, zda R vyuziva stejny vzorec jako je uvedeny ve skriptech v kapitole 6.2.

(vi) Zajimé nds, zda v osmé tiidé dochézi k zlepSeni prospéchu oproti sedmé tiide. Jaky test je
vhodny pro tuto situaci? Proved'te jej a interpretujte zaveér.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~omelka/Soubory/nmsa331/ms1.pdf

