Matematicky proseminar I1 AG — Primka v roviné

Primka v roviné

Parametrické vyjadireni

Nejintuitivnéjsi zpisob popisu piimky vychéazi ze skute¢nosti, Ze piimku (ozna¢me p) muZeme jedno-
znané zadat bodem, ktery na ni lezi (ozna¢me P), a tzv. smérovym vektorem (ten nesmi byt nulovy).
Smérovy vektor oznacme 5. Libovolny bod X pfimky pak ziskime jako soucet daného bodu P a pii-
slusného nasobku smérového vektoru ?, neboli muzeme fici, ze pro kazdy bod X pfimky p existuje
realné ¢islo t takové, Zze

X=P+t-%

a mnozinu vSech bodu primky p miZeme popsat jako
p={X+t-9; teR}.

Proménna t se nazyva parametr, odtud termin parametrické vyjddieni primky.

Casto potfebujeme pracovat zvlast s jednotlivymi souradnicemi bodi /vektort. Oznac¢ime-li P = [p1; pa],
s = (s1;82) a X = [x1; 2], potom

1 = p1+s1-t,
ro9 = pa+s2-t, teR

V literatufe se pro soutfadnice obecného bodu popisované piimky casto namisto oznaceni x1, o pouziva
x, y. Podotknéme jesté, ze parametricky lze popsat piimku v prostoru libovolné dimenze, zatimco déle
uvedené rovnice primky jsou pouzitelné pouze v dvoudimenzionalnim prostoru.

Jednou z vyhod parametrického vyjadieni piimky je, Ze omezenim hodnot parametru miZeme snadno
popsat jen ¢ast priimky (typicky tsecku nebo polopfimku). Naopak nevyhodou je, Ze jednu a tutéz
primku lze popsat riznymi parametrickymi vyjadfenimi, sta¢i uvazovat namisto bodu P jiny bod

piimky nebo misto daného vektoru & pouzit jeho libovolny nenulovy nésobek.

Ulohy
1) Zapiste parametrické vyjadreni primky, ktera prochézi body A[6; —1], B[3;5].

Redeni: 8 = ﬁ =(=3;6) ~ (—1;2)
«— AB={[6-t;-1+2t], t € R}

—
Jako smérovy vektor lze uvazovat také napt. vektor BA nebo jeho nasobek, za urcujici bod
namisto A muzeme vzit bod B.

2) Zapiste parametrické vyjadreni usecky AB, jestlize A[6; —1], B[3;5].

Resend: Pokud za urcujici bod vezmeme bod A a za smérovy vektor ﬁ (ptivodni, ni¢im nevy-
nasobeny), potom AB = {[6 —3t; —1+6t], t € (0;1)}. Pokud pouZijeme vektor (—1;2), tj. %E,

musime upravit interval hodnot parametru t, tedy AB = {[6 —t; —1 + 2¢], t € (0;31)}.

3) Rozhodnéte, zda nasledujici dvé riizna parametrickd vyjadreni popisuji tutéz primku.
[t=—-2—1t y=3+2ttcR|
[t =142t y=-3—4t;t € R]

Resent: Nejprve zkontrolujeme, zda jsou smérové vektory z obou vyjadieni linedrné zavislé. Pokud
ne, nemiize se jednat o totozné primky. Pokud ano, zbyva ovéfit, zda rovnost xz-ovych soufadnic
nastava pro touz hodnotu parametru ¢ jako rovnost y-ovych soufadnic. Zde zadana vyjadieni
popisuji tutéz primku.
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Obecna rovnice primky

Obecnou rovnici pfimky p rozumime rovnici ve tvaru ax + by + ¢ = 0, kde x, y jsou soufadnice
libovolného bodu primky a a, b, ¢ jsou realné koeficienty, pricemz alespon jeden z koeficienti a, b musi
byt nenulovy.

Obecnou rovnici pfimky 1ze ziskat odvozenim z parametrického vyjadfeni tzv. vylouéenim parametru.
Uvazujme pifmku p urcéenou bodem P a smérovym vektorem & z predchoziho textu a souradnice

libovolného bodu X této pfimky oznac¢me x, y, tj. vyjdéme od parametrického vyjadieni

T = p1+ 8-t (1)
p2+se-t, teR. (2)

Jedné se o soustavu rovnic, z niZ chceme vyloudit parametr ¢. Prvni rovnici proto vynasobime sa,
druhou —s; (za predpokladu, Ze s1 # 0 a so # 0) a ziskané rovnice secteme. Vyjde

89T — 51y + $1p2 — s2p1 = 0.

Oznacime-li @ = s9, b = —s1 a ¢ = s1pas — S9p1, obdrzime vyse uvedeny tvar ax + by + ¢ = 0. Zaroven
je patrny vyznam Kkoeficientti a, b — jedné se o souradnice vektoru kolmého ke smérovému vektoru s,
nebot (a;b)- (s1; s2) = 0. Tento vektor nazyvame normdlovym vektorem piimky, obvykle jej znacime 77
Je-li néktera soufadnice vektoru s rovna nule, pak v jedné z rovnic (1), (2) jiz parametr neni a tato
rovnice je jiz de facto rovnici v obecném tvaru. Je-li napiiklad s; = 0, potom pro x-ovou soufadnici
libovolného bodu piimky plati * = p; + 0 - ¢, tj. z = p; (aneb na pfimce lezi body, jejichz z-ova
soufadnice je p1, na y-ové soufadnici nezéalezi). Obecna rovnice v anulovaném tvaru a po preznaceni
c = —p1; méa podobu x 4+ ¢ = 0, koeficient a je roven 1 a koeficient b je roven 0.

Ulohy
1) Zapiste obecnou rovnici piimky p = {[z = =2 — ¢; y = 3 + 2t;t € R]}.

Resent: Vyloucenim parametru ¢ ziskdme rovnici 2z +y + 1 = 0.

2) Zapiste obecnou rovnici piimky g = {[x = —2; y = 3 + 2t;t € R]}.

Reseni: Obecna rovnice odpovida parametrickému vyjadieni xz-ové sourfadnice, nebot tato sou-
fadnice smérového vektoru je nulova (dana primka je rovnobézné s osou y). Tedy:

r+2=0.

3) Zapiste parametrické vyjadieni pfimky p, které je kolméa k p¥imce ¢: 2z — 5y + 7 = 0 a prochézi
bodem P[3; —1].

Resent: Normalovy vektor 77; = (2;—5) primky ¢ je zaroven smérovym vektorem piimky p.
Normélovy vektor 771, primky ¢ k nému musi byt kolmy, tedy musi platit TT; . 775 = 0. Odtud
napiiklad n, = (5;2).

Nyni zndme koeficienty a, b obecné rovnice ax + by + ¢ = 0. Pro dourceni koeficientu ¢ v rovnici
5r + 2y + ¢ = 0 pfimky p dosadime soufadnice bodu P. Vyjde ¢ = —13, tedy

p: bx+2y—13=0.
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Smérnicovy tvar obecné rovnice primky

Smérnicovym tvarem rovnice piimky nazyvame rovnici ve tvaru y = kx + ¢, kde z, y jsou souradnice
libovolného bodu primky a k, g jsou realné koeficienty. Tento tvar ziskime, pokud z obecné rovnice
vyjadiime y. Abychom to mohli provést, musi se proménna y v obecné rovnici vyskytovat, tj. koeficient
b musi byt nenulovy, coz znamené, ze dana primka nesmi byt rovnobézna s osou y.

Uvazujme tedy obecnou rovnici pfimky p, tj. rovnici ve tvaru ax + by + ¢ = 0, kde b # 0. Vyjadiime-li
y, ziskdme:

a c

=——z— .

YT
a c

Oznacime-li k = -3 aq= — obdrzime vySe uvedenou podobu rovnice:

y=kx+q.

a

Zaroven si ze vztahu k = —— mizeme uvédomit souvislost hodnoty koeficientu £ s normélovym, resp.

smérovym vektorem piimky p. V obrazku nahlédneme, Ze
k = tan o,

kde « je velikost orientovaného thlu, ktery piimka p svira s kladnou poloosou z. Koeficient k nazyvame
smernici primky.

Fommmm———p
+----

Ulohy
1) ZapiSte smérnicovy tvar rovnice piimky, ktera prochéazi body A = [2;1], B = [3;2].
Resend: 7 umisténi boda 4, B v KSS je patrné, ze odchylka hledané p¥imky od kladné poloosy x

je 7, tedy pro smérnici k plati k& = tan§ = 1. Dosazenim libovolného z bodti A, B do rovnice
y=1-x+ q ziskAme ¢ = —1. Smérnicovy tvar rovnice pfimky mé tedy podobu y = x — 1.

2) UrCete hodnotu smérnice p¥imky, jejiz parametrické vyjadreni je [zt = —2 —t; y = 3+ 2¢;t € R].
Resen: Smérovy vektor S dané pfimky mé soufadnice (—1;2). Soufadnice normalového vektoru
tedy jsou napiiklad (2;1). Pro smérnici k& potom plati:

a 2

k:——:—7:—2
b 1

3) Dokazte, Ze souin smérnic navzajem kolmych p¥imek, z nichZ Zadna neni rovnob&Zna s osou y,
je roven —1.
Resent: Uvazujme obecné rovnice dvou navzajem kolmych piimek p, g:
p: axr+by+c=0(a#0;b#0)
q: bx —ay+c=0

Pro jejich smérnice k,, k; potom plati:
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Usekovy tvar obecné rovnice piimky
Yy

- . o . .. x . « .
Usekovym tvarem rovnice piimky nazyvame rovnici ve tvaru — + = = 1, kde z, y jsou soufadnice

libovolného bodu pfimky a m, n jsou realné koeficienty rtizné odn%). Tgké tento tvar ziskdme upravou
obecné rovnice ax + by + ¢ = 0 a to pravé tehdy, pokud jsou koeficienty a, b, ¢ rizné od nuly, coZ
znamend, ze dana piimka nesmi prochézet pocatkem kartézské soustavy souradnic ani byt rovnobézné
s nékterou z os této soustavy.

Uvazujme tedy obecnou rovnici piimky p, tj. rovnici ve tvaru ax +by+c=0,kdea #0,b# 0a c # 0.
Ptevedeme ¢ na pravou stranu a celou rovnici vydélime —c. Po tpravé ziskame

z Y
<t =1
a a
L . c c . s . T Yy
Oznadime-lim=—— an = ~ obdrzime vys$e uvedenou podobu rovnice: — 4+ = =1
a m n
Muzeme si vSimnout, ze pokud do této rovnice dosadime y = 0 (tj. hledame prusecik pfimky p

s osou x), vyjde x = m. Obdobné dosadime-li x = 0 (tj. hledame prisecik pfimky p s osou y),
vyjde y = n. Koeficienty m, n tedy odpovidaji nenulovym soufadnicim pruse¢iki primky p s osami
soustavy soufadnic, aneb vymezuji ,,useky* na osach mezi poc¢atkem KSS a pruseciky piimky p (viz
obrazek). Odtud prameni termin usekovy tvar rovnice piimky.

y

[m; Oy ud X
Ulohy

1) Zapiste tsekovy tvar rovnice pfimky, ktera prochéazi body A = [2;0], B = [4;3].

Resent: Napft. z obrazku nahlédneme (popiipadé miuZeme piimku popsat parametricky ¢ obecnou
rovnici a vypoé&itat prusecik s osou y, prusecikem s osou x je bod A), Ze pfimka protina osy v
bodech [2;0], [0; —3]. Usekovy tvar jeji rovnice je tedy:

f—i—lzl,resp. =1

r_
2 -3 2

wle

. 2
2) Upravou obecné rovnice 3z — gy + 4 = 0 ziskejte tsekovy tvar a zapiSte soufadnice priseciku
s osami kartézské soustavy soufadnic.

Reseni: Konstantu 4 prevedeme na pravou stranu a rovnici vydélime —4. Po tpravé obdrzime:

€ Yy
=+ L=,
BERT)

4
Pruseciky s osami jsou {—3; O] , [0; 10].

x
3) Vypocitejte obsah trojuhelniku ohrani¢eného osami z, y a piimkou p, jejiz rovnice je 3~ % =1

Resen: Useky vytaté pifmkou p na oséch maji délky 3 a 5, jedna se tedy o pravouhly trojihelnik

s odvésnami dlouhymi 3 a 5. Obsah trojihelniku je T =17,5.
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Neékolik poznamek zavérem

e Uvedené pofadi tvari rovnic piimky odpovida obvyklému pofadi, v jakém se zaci stfedni skoly
v analytické geometrii s rovnicemi pfimky seznamuji. Usekovy tvar se na nékterych skolédch ani
neprobira.

e S rovnici piimky se zak setkd poprvé v podobé predpisu linearn{ funkce. Tento pfedpis odpovida
smérnicovému tvaru piimky.

e Parametrické vyjadieni pfimky je nejuniverzalnéjsi popis primky. Lze jej pouZit pro popis pfimky
v roviné i v prostoru, omezenim hodnot parametru lze snadno popsat jen ¢ast piimky (tsecku,
polopiimku).

e Piimku v prostoru nelze popsat obecnou rovnici. Obecné plati, Ze obecnou rovnici mizeme v da-
ném prostoru popsat pouze nadrovinu (tj. v n-dimenzionalnim prostoru podprostor dimenze
n —1). V trojrozmérném prostoru mizeme obecnou rovnici popsat rovinu.

e Parametrickym vyjadfenim nebo obecnou rovnici lze popsat libovolnou pfimku v roviné.

e Smérnicovym tvarem nelze popsat piimky rovnobé&zné s osou y (jejich odchylka od kladné polo-
osy = je 5 a tan 7 neni definovan).

e Usekovym tvarem lze popsat jen takové piimky, které vytvari na osdch x, y nenulové , tseky“,
tj. neprochéazi poc¢atkem soustavy soufadnic ani nejsou rovnobézné s nékterou ze souradnicovych
0S.
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