Matematicky proseminar I1 AG — linearni atvary

Analytickd geometrie linedrnich atvart

bod, vektor, velikost vektoru, linedrni kombinace vektori

)

Jsou dany body A[1; —2; 3], B[2; —3;4], D[3;3; —1], A’[4;4;6]. Urcete souradnice zbyvajicich vr-
chold rovnobé&znosténu ABCDA'B'C'D’.

-« —
Reseni: 7 danych soufadnic uréime souradnice V_el>{tor1°1 /@ , zﬁ_&) AA’. Pro vrcholy rovnobéz-
nosténu plati napt. C = B + E, B'=B+ AA', D' = D+ AA', C' =D + AB (viz obr.).

AB=B - A=(1;-1;1),
AD =D — A= (2;5;—4),
—

AA" = A" — A= (3;6;3),
C = [4;2;0],

B’ =1[5;3;7],

D' =16;9;2],
C'=17;8;3].

Pro kontrolu lze soutradnice jednotlivych bodi spocitat jako soucet soutradnic jiného odpovidaji-
ciho vrcholu a vektoru, napft. je také C = D + AB apod.

Ukazte, ze body A[l;2;3], B[—2;5;6], C[0; —3;4] jsou vrcholy trojthelniku.

Reseni: 7 danych bodu sestavime dva vektory (kazdy bod vyuzijeme) a provéfime jejich linearni
nezévislost. Tj. napt. pro vektory E , ﬁ musi platit:

Vk € R: AB + k- AC

JelikoZ je zﬁ =(-3;3;3) a ﬁ = (—1;-5;1), je zfejmé, Ze vektory z@, 1@ nejsou linedrné
zavislé. (Forméalné lze argumentovat, Ze pro spor volime dle prvni soufadnice k = 3, avSak pro
druhou soufadnici jiz neplati, ze 3 = 3 - (=5), a tedy skute¢né Vk plati vySe uvedeny vztah.)

L[-7;4], M[0; —1].

Reseni: Téznice trojihelniku je tsecka spojujici vrchol se stfedem protilehlé strany. TéZnice na
stranu k tedy spojuje vrchol K se stfedem Spps strany LM. Délka téZnice k je rovna velikosti

thelniku délf kazdou téZnici v poméru 2 : 1.
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4) Necht rovinny atvar ABCDEF je pravidelny Sestitihelnik. Vyjadiete vektory ﬁ ) 53, B? jako
linearni kombinaci vektora E a AF.

Resen: Vyuzijeme shodnost vektort plynouci z vlastnosti pravidelného Sestithelniku, jehoz stied
dale znacime S.

E D

A B

BE =0-AB+2. AP, jelikor AF — BS = SE.
Bﬁz1-E+2-ﬁ,jelikoiﬁzﬁaopétvyuiijemeﬁ:ﬁ:@.

B? =1 E +1- ﬁ, jelikoz ﬁ = @ a stejné jako v predchozim vyuZzijeme, Ze ﬁ = B—é

5) Je dan vektor @ = (2;3). Urcete ¢ € R tak, aby pro vektor ¥ = (¢;2q) platilo ||44 — ¥|| = V/61.
Resend: 4d — U = (8 — ¢;12 — 2q), po dosazeni do dané rovnice dostavame:

I8 —g12—29)|| = V61 [
(8—q)?+(12-2¢)% = 61
5¢° — 649+ 147 = 0

@a = — @=3

skaldrni soucin, vektorovy soucin, smiseny soucin
1) Urcete soutfadnice bodu Y leziciho na ose y tak, aby |[<<ABY'| = 120°, jestlize A[5;2;10], B[1;2;7].
s —
Reseni: Pro vektory BA = (4;0;3), BY — (—1;y — 2; =7), kde Y[0;y; 0], plati:
BA.-BY .
jﬁ* = cos 120°.
|BA[| - || BY ||
Po dosazeni souradnic vektori a tpravé ziskAme

y? — dy — 46 = 0,

odkud y € {24 5v/2}, tedy Y1 = [0;2 + 5v/2;0], Yo = [0;2 — 5/2; 0].

2) Jsou dany body A[1;0], C[3;6]. Urcete souradnice bodi B, D tak, aby ¢tyFuhelnik ABC'D byl
Ctverec.

Reseni: Oznagme S stred &tverce. Pro vektory S@, @ plati, Ze jsou navzijem opafné, maji
stejnou velikost jako vektor B a jsou k tomuto vektoru kolmé. Existuji dva ¢tverce ABC'D lisici
se pouze orientaci popisu vrchold, dale tedy rozliSujeme ¢tverec AB1C D1 a ABsC Do, pficemZ
By =Dy =S8+, kde ¥ je libovolny vektor kolmy k A8 takovy, ze || || = HBH
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B , pro ¥ = (3;—1) (druhou moznosti je uvazovat v = (—3;1)) je By =

S =
:D == [5 2] aBg D1 = [—1;4].

Vypocitejte dvéma riznymi zpusoby (ale bez uZziti rovnice pfimky) obsah trojuhelniku ABC,
jestlize A[4;7], B[—T;4], C[0; —1].

Resent — prond zpusob: 7 danych tidaji lze vypocitat délky jednotlivych stran trojihelniku a na-
sledné vyuzit Hérénav vzorec.

a=|BC|=O+7)2+(-1—4)2=T74
b=|AC|=/(0—4)2+(-1-T7)2=+/80
c=|AB|=/(-T—4)2+ (4 —T7)? 130

S =/s(s—a)(s—b)(s—c), kde s = %b—l—c’ po dosazeni a tpravé (kterd je mimochodem

péknym cvi¢enim na tpravu &selnych vyrazii s odmocninami) vyjde S = 38.

Resent — druhy zpisob: Buno miizeme trojuhelnik umistit v prostoru do roviny z = 0, tj. A[4;7;0],
B[—T7;4;0], C[0; —1; 0]. Nasledné vypocteme vektorovy sou¢in vektort E B a vyuzijeme toho,
Ze jeho velikost je obsahem rovnobézniku ABQC (viz obr.). Pro hledany obsah tedy plati:

— = 38.

5= 2 - 2 D)

|AB x AC||  [)(~=11;-3;0) x (=4 —8;0)|| _ [|(0;0;76)|| _ 76
<Al _

4) Urcete objem rovnobéZnosténu ABCDA’'B’'C'D’ z prvni tlohy tohoto souboru.

Reseni: Objem rovnobéznosténu je roven absolutni hodnoté smiSeného soucinu tif vektori, které
rovnobé&Znostén Jednoznacne urc¢uji, v piipadé rovnob&znosténu ABC DA’ B'C' D' tedy uvazujeme

napi. vektory ﬁ 1@ AA'.

— |(AB x AD) - AA| = |[(1;—151) x (25 —4)] - (3;6;3)] = |(—1:6:7) - (3:6:3)| = 54
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5) Urcete soufadnice bodu X leziciho na ose x tak, aby objem ¢tyfsténu ABC X, kde A[l; —3;2],
B[3;0;1], C[—1;1; 3], byl 21.
Reseni: Oznaéme x z-ovou soufadnici bodu X, tedy X = [;0;0]. Objem ¢tyisténu ABCX je
jednou Sestinou objemu rovnob&Zznosténu ABC DX B'C'D’ (viz obr.), jelikoZ objem ¢&tyibokého

jehlanu je tfetinou objemu hranolu s touz podstavou a ¢tyIstén miZeme vnimat jako trojboky
jehlan, tj. jehlan s polovi¢ni podstavou oproti pfislusnému ¢tyrbokému jehlanu. Plati tedy:

ém@ « AD) - AX| = 21
AB = (2:3;-1), AD = BC = (—4;1;2),

AX = (r—1;3;,-2)

Po dosazeni a tpravé ziskame 18 = |z — 5|,
odkud x1 = 23, 2o = —13,

tj. X1 = [23;0:0], Xo = [~13;0:0].

primka v roviné

1) Jsou dany body A[4;7], B|—T7;4], C[0; —1]. Zapiste:
a) parametrické vyjadieni t&Znice t, trojuhelniku ABC,
b) parametrické vyjadieni polopfimky C B,
c¢) parametrické vyjadreni vysky v, trojuhelniku ABC.

Resent (a): Téznice t, je tsefka s krajnimi body A a Spc, kde Spc je stied strany BC.

73| —— 15 11
SBC - |:_25 2:|7 ASBC - <_25_2>

Parametrické vyjadreni této téZnice muZeme napsat napr. nésledovné:

ta={[A+1t ASplit € <O;1>}:{[[4;7]+t- (125121” te <0;1)},

pro jednotlivé soufadnice bodu téznice t, pak plati

15
= 4——t
x 5 b
11
y = 7—?t; te(0;1).
— 15 11
Pokud bychom namisto vektoru ASpc = 5 —2> uvazovali napf. nabizejici se linedrné

zavisly vektor (15;11), museli bychom adekvatné upravit mezni hodnoty parametru ¢, tj. v tomto

1
pripadé t € <0; —5)

Resent (b): Pro parametrické vyjadieni polopfimky je nejsnazsi uvaZovat jeji pocateéni bod
a k nému pri¢itat nezdporné nésobky libovolného smérového vektoru orientovaného stejné jako
je orientace dané polopiimky. Zde tedy:

— CB={[C+1t-CH],t € (0;00) ) = {[[0;~1] + ¢+ (-T;5)},t € (0;00)}
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pro jednotlivé soutfadnice bodi polopiimky C'B pak plati

r = -—Tt,
= —145t te(0;00).

Resend (c): Vyskou v, trojuhelniku ABC rozumime pf"irnk vedenou bodem C' kolmo k piimce
AB. Smérovym vektorem této vysky bude libovolny vektor kolmy k vektoru zﬁ, tj. libovolny
vektor &, pro ktery plati < -AB=0.

AD = (—11; —3), napiitklad & = (3; —11)

Parametrické vyjadreni vysky miZeme zapsat nésledovné:
ve ={[C+t-F),t eR} ={[[0;=1] +¢t-(3; —11)],t € R},
pro jednotlivé souradnice bodi vysky v. pak plati

r = 3t,
= —1-11t; teR

Urcete vzajemnou polohu pfimek p, g. Jsou-li riznobézné, vypoditejte soufadnice jejich prusec¢iku
a jejich odchylku. Jsou-li rovnobézné, urcete jejich vzdélenost.

a) p: bx —2y+6=0
q: r=—-1+3t, y=4+4t,teR

b) p: 5z —12y+10=0
q: *x—24y—45=0

Ptimky v roviné mohou byt rtiznobézné nebo rovnobézné. V piipadé rovnobéznych piimek jesté
rozliujeme, zda jsou, ¢i nejsou totozné. O ne/rovnobéznosti piimek rozhodneme na zakladé jejich
smérovych, popfipadé normélovych vektord. Piimky jsou rovnobézné pravé tehdy, jsou-li jejich
smeérové (normélové) vektory linearné zavislé.

Resent (a): Normalovy vektor T?p primky p ma soufadnice (5; —2). Smérovy vektor zs_q> pfimky ¢
méa soufadnice (3;4), tj. normalovy vektor 77(; pfimky ¢ muZe mit napf. souradnice (4; —3) (musi
platit, ze 7Tq> . s_q> = 0). Vektory n_;, 7731 jsou line4rné nezavislé, tedy piimky p, ¢ jsou riiznobézné.

Souradnice pruse¢iku R piimek p, ¢ musi vyhovovat v8em rovnicim popisujicim dané piimky,
tedy hledame R[z;y] tak, aby bx — 2y + 6 = 0, x = —1 4 3t a zaroven y = 4 + 4¢. Nejsnazsi je
dosadit z parametrického vyjadien{ piimky ¢ do rovnice piimky p, tedy

5(—1+43t) — 2(4+4t) + 6 =0,

odkud ¢t =1, a tedy R[2;8].
Pro odchylku ¢ danych primek plati:

= = — =
cosp = 15 - 5q| ,resp.cosgon.
sl - [Isq]l 17511 - (g
] ) . . s 26 . . ,
Po dosazeni do druhého z uvedenych vztahii a tpravé ziskdvame cos p = ——, tj. = 15°04".

5v29

'Pojem wvyska trojuhelniku muze byt chapan také jako tsecka & &islo (Moravcova, V. & Hromadova, J.: Zdklady
planimetrie pro ucitelské studium, Matfyzpress, 2021), pokud bychom vsak zde vnimali vysku jako usecku, jeji umisténi
by bylo tfeba v zadani pfesnéji specifikovat.
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Reseni (b): Normalové vektory iy = (5;—12), ne = (1;—2,4) jsou linearné zavislé, nebot nj, =
= 577,;. Piimky p, g jsou tedy rovnobézné. Vzdélenost pfimek je rovna vzdalenosti libovolného
bodu jedné z nich od druhé piimky. Uvazujme napt. bod P[10; 5], ktery nalezi piimce p, a uréeme
|Pq|. Pfed vypoctem vzdélenosti je vhodné upravit rovnici pfimky ¢, vynasobime ji 10, abychom
se zbavili desetinnych c¢isel, tedy déle pracujeme s rovnici 10z — 24y — 45 = 0.

Pro vzdalenost pfimek p, ¢ plati:

10-10—24-5—45| 65 5
lpq| = |Pq| = - — ==
102+ (—24) 26 2

Dokazte, ze vysky trojuhelniku nélezi jednomu svazku pifmek.

Resent: Obecny trojuhelnik ABC vhodné umistime do kartézské soustavy soufadnic, zapiSeme
rovnice jednotlivych vysek, vyjaddiime soufadnice prise¢iku V dvou z téchto vysek a ovéiime, ze
lezi také na vysce tieti.
Necht BUNO A[0;0], B[b;0], Cleg; ¢y]. Potom BC = (cz — bg; ¢y) je normalovy vektor vysky v,
na stranu BC, AC = (cz;¢y) je normalovy vektor vysky v, na stranu AC a AB = (b;;0) je
normalovy vektor vysky v. na stranu AB.
Vyska v, prochézi bodem A[0;0], jeji obecnou rovnici je tedy (c; — bg)z + ¢,y = 0. Vyska vy
prochéazi bodem B[b,; 0], jeji obecnou rovnici je tedy c,x + cyy — czb, = 0. Vyska v, prochazejici
bodem Ceg; ¢y] ma obecnou rovnici z — ¢, = 0.
Bod V uréime napiiklad jako prisecik vysek vy, v.. Z rovnice vysky v, vime, Ze * = ¢;. Dosazenim
cx(by — ¢ czx(by — ¢

x(z m),tj.V: |:Cx; m(x x):|

Cy Cy

Dosazenim soutfadnic bodu V' za x, y do rovnice piimky v, ovéiime, ze bod V' € v, (vyjde 0 = 0),
tj. vSechny vysky nalezi témuz svazku se stfedem V.

do rovnice v za x a Gpravou ziskame y =

Pro jaké hodnoty realného parametru k nélezi bod K|[2;k| trojahelniku A[—2;—1], B[3;—2],
C[1;3]?

Reseni: Bod K nélezi piimce, jejiz rovnice je x = 2 (jedna se o rovnobézku s osou y). Pro vymezeni
hodnot parametru k je tfeba nalézt y-ové sourfadnice prusecikia této primky se stranami AB, BC
trojahelniku ABC (viz obr.).

-3

Obecné rovnice piimky AB je x + 5y + 7 = 0, obecné rovnice pfimky BC' je 5z + 2y — 11 = 0.

9
Bod pifimky AB s z-ovou soufadnici rovnou 2 je [2; —5], na pifmce BC je hledany mezni bod

1 91




Matematicky proseminar I1 AG — linearni atvary

5)

Bodem A[3;1] vedte pfimku a, jejiz odchylka od piimky p: 4z —5 = 0 je rovna 7.

Reseni: Primka p je rovnobézné s osou y. Z obrazku je patrné, Ze odchylka o hledané piimky od

s 37 . . .
kladné poloosy x bude 1 nebo T Vyuzijeme smérnicovy tvar obecné rovnice piimky, tj. y =
= kx + q, kde smérnice k je rovna tg a.

T
Pro a; = 1 je k1 = 1, dosazenim soufadnic bodu A do rovnice primky ziskdme ¢ = —2,
tj.y=a — 2.

37
Pro as = i je ko = —1, dosazenim soufadnic bodu A do rovnice pifimky ziskame g = 4,
tj.y=—x+4.

-1 0 1

-2

primka a rovina v prostoru

)

Napiste obecnou rovnici roviny, v niz lezi body A[2;5; —1], B[3;0;4] a je rovnobézné s piimkou
p=A{[5—t3+2t;—4—t];t € R}.

Reseni: Vektor zﬁ = (1;—=5;5) a smérovy vektor s_p> = (—1;2;—1) pfimky p jsou smérovymi
vektory roviny, jejiz rovnici hledame. Potfebujeme normalovy vektor ﬁ), ktery ziskame jako vek-
torovy soucin vektort 3, AB. Vyjde 7 = (5;4; 3), tedy obecné rovnice roviny bude mit podobu
5z + 4y + 3z + d = 0. Hodnotu koeficientu d uré¢ime dosazenim soutradnic bodu A nebo B, vyjde
d = —27, tedy obecna rovnice roviny je 5x + 4y + 3z — 27 = 0.

Urcete vzajemnou polohu rovin « a (3, jestlize a: 2o — by —4z—10=0, S: x —y+2—2 = 0.
Jsou-li roviny rtiznobézné, zapiste parametrické vyjadieni jejich priisecnice.
Regeni: Normalové vektory ng = (2; —5; —4), n_g = (1; —1; 1) danych rovin jsou linearné nezavislé,
tedy roviny jsou riznobézné. Jejich prusecnici je piimka, jejiz parametrické vyjadieni ziskame
feSenim soustavy rovnic 2x — by — 4z — 10 = 0, x — y + 2z — 2 = 0. Doporucujeme postupovat
tak, ze jednu z proménnych z, y, z polozime rovnou parametru (zde z = t) a zbyvajici proménné
vyjadifme v zévislosti na tomto parametru.
Parametrické vyjadreni prisecnice miizeme zapsat napiiklad ve tvaru:

r = =3,

= —2t—2,
z =t teR
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3)

V zavislosti na hodnoté a € R diskutujte vzajemnou polohu pfimky AB, kde A[3; —1;a|, B[2;1; 3]
aroviny g: 2 — 3y + 2z —7=0.

Reseni: Piimka AB je rovnob&mé s rovinou g pravé tehdy, je-li smérovy vektor 5 pfimky AB
kolmy k normaéalovému vektoru K roviny o.
Pro zminéné vektory plati: & = (=1;2;3 —a), @ = (2; —3;1).

Vektory jsou kolmé pravé tehdy, je-li jejich skalarn{ soucin roven 0, tedy:
-1-2+4+2-(-3)+(3—a)-1=0,
odkud a = —5.

Tj. pro a € R\ {—5} je pfimka AB s rovinou p riznobé&zna, pro a = —5 je piimka AB s rovinou g
rovnobézna (a nelezi v ni, nebot napf. soufadnice bodu B nevyhovuji rovnici roviny o).

Dokazte, Ze roviny AFH, CGE uréené vrcholy krychle ABCDFEFGH jsou navzéjem kolmé.

Resent: Krychli (BUNO uvazujme s hranou délky 1) umistime vhodné do kartézské soustavy
soufadnic napf. tak, jak je vidét na obrazku. Potom A = [1;0;0], F = [1;1;1], H = [0;0; 1], tedy
ﬁ = (0;1;1), zﬁ = (—1;0;1) a pro norméalovy vektor ni roviny AFH plati nj = (1;=1;1).
Déle je C = [0;1;0], G = [0;1;1], E = [1;0;1], tedy G = (0;0;1), CE = (1;—-1;1) a pro
normalovy vektor ns roviny CGFE plati ny = (1;1;0).

Dvé roviny jsou kolmé pravé tehdy, jsou-li kolmé jejich normalové vektory, coz nastane pravé
tehdy, je-li jejich skalarni soucin roven 0. Jelikoz nf -7 = 1-1+4 (=1)-141-0 = 0, jsou dané
roviny navzijem kolmé.

Vypoé¢téte odchylku piimky ¢ = {[—1 — 3t; =5 — t; —2t];t € R} od roviny « zadané obecnou
rovnici x — 2y + 32 —4 = 0.

Resenid: Pro odchylku ¢’ pfimky od normaly roviny plati
- =
’_ EEN
cosp = )
IeaimiE|

kde 5 je smérovy vektor pfimky a w je normélovy vektor roviny.

T
jelikoZ pro odchylku ¢ pifmky a roviny plati ¢ + ¢’ = 3 je cos ¢’ = sin g, a tedy

-3;-1;-2)-(1;-2;3 —-34+2-6 1
o 1Bl 23 |-sr2-6 1

=3 =L=20- 1 =231 vi4-vi4 2

odkud ¢ = 30°.




