1. Lokalni existence reSeni

MOTIVACE
Umluva. Budeme studovat systém rovnic

¥ = f(t,x) (DR)
za trvalého predpokladu 2 C R**! oteviena, f : Q — R spojita.

Definice. Bud I otevfeny interval. Funkeci z(.) : I — R™ nazveme fefenim v Q, jestlize pro
vSechna t € I plati

(i) (tz(t) € Q,
(ii) existuje vlastni z/(t) a

(iii) 2'(t) = f(t, 2(1)).
Pozndmka. Budeme-li chtit zdaraznit defini¢ni obor feSeni, budeme hovofit o feSeni (x, I).

Pozndmka. 1. Takto definované feeni je nutné C! (“klasické feSent”).

2. Plati princip “nalepovani™ je-li z(.) FeSeni na (a,to) a na (to,b), spojité v t = to, pak je jiz feSeni
na (a,b).

Lemma 1 (O integralni formulaci). Necht I je otevieny interval, x(.) : I — R™ spojitd funkce splitujict
(t,xz(t)) € Q pro kazdé t € I a necht ty € I.
Potom je ekvivalentni

(i) x je Teseni , spliiugict x(tog) = xo,
(i) pro kazdé t € I plati x(t) = xo + ftto f(s,z(s))ds.

Véta 2 (Peano). Necht (to,zo) € Q. Pak existuje 6 > 0 a funkce x(.) : (to — d,to + 0) — R™, kterd je
feSenim (DR) a spliiuje x(to) = .

Véta 3 (Arzela-Ascoli). Necht funkce x,(.) jsou stejné omezené a stejné spojité na [0,T]. Potom z nich
lze vybrat stejnomeérné konvergujici podposloupnost.

Definice. Rekneme, 7e funkce mnoziny M c C(K,R") jsou

1. stejné spojité, jestlize pro kazdé ¢ € K a kazdé € > 0 existuje § > 0 takové, ze ||z(t) — z(7)|| < e
pro viechna 7 € (t — d,t + ¢) a v8echny z(.) € M.

2. stejné omezené, jestlize existuje C' > 0 takové, ze ||z(t)|] < C pro v8echna t € K a vSechny
z(.) € M.

Pozndmka. Obecngjsi formulace A-A véty: Bud K kompaktni mnozina a M C C(K,R") omezena mno-
Zina stejné spojitych funkci. Pak M je relativné kompaktni v C'(K,R"™).

Pozndmka. Dikaz A-A véty lze najit napf. v Vrabie: Differential Equations (Theorem 8.2.1) nebo ve
skriptech k MA |(Véta 13.4.6)

Poznamka. Dikaz existence feSeni diferencialni rovnice ¢asto pracuje s feSenimi pozménéné rovnice, které
konverguji k né¢emu, o ¢em se ukaze, ze je to feSeni ptvodni rovnice. Casto také vyuzivaji véty o pevnych
bodech (Banachova, Browerova, ... ).

Pozndmka. Je-li f spojita a omezend v = R"*! pak fefeni existuje dokonce globdiné, tj. pro t € R.
Piiklad rovnice 2’ = exp(z), £(0) = 2, jejiz (jediné) feseni x(t) = In(1/(e~2 — t)) nelze pokracovat za
t = e~2, ukazuje, Ze obecné je existence zarudena pouze lokdlné.


https://www.karlin.mff.cuni.cz/~spurny/doc/ma1/analyza.pdf

2. Jednoznac¢nost reseni

Definice. Rekneme, Ze rovnice mé v § vlastnost

1. globdlni jednoznacnosti, jestlize pro libovolna FeSeni (x, I), (y, J), spliwjici z(tg) = y(to) pro néjaké
to € I'NJ, plati z(t) = y(¢) pro v8echna t € I N J.

2. lokdlni jednoznaénosti, jestlize pro libovolna feSeni (z,I), (y, J), spliwjici z(tg) = y(to) pro n&jake
to € INJ, existuje § > 0 tak Ze z(t) = y(t) pro v8echna t € I NJ N (tg — J,t0 + 9).

Véta 4. Rownice md v ) vlastnost globdlni jednoznacnosti, pravé kdyz zde md vlastnost lokdlni
jednoznacnosti.

Definice. Funkce f se nazyva lokdiné lipschitzovskd vzhledem k x v €, jestliZe pro kazdé (tp,zo) € Q
existuji L a 6 > 0 tak, ze

pro viechna (t,z), (t,y) € (to — 0,to + &) x U(xo,9).

Véta 5. Necht f je lokdlné lipschitzovskd vzhledem k x v Q. Potom rovnice (DR)) md v Q vlastnost
lokdlng jednoznacnosti.

Definice. f € CL(Q) znadi, 7e 5% existuji a jsou spojité v €, pro kazdé i.
Lemma 6. Necht f € CL(Q). Potom f je lokdlné lipschitzovskd vzhledem k z v Q.

Diisledek 7. Necht f € C(Q) N CL(Q). Potom rovnice (DR)) md v Q vlastnost globdlni jednoznacnosti.
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3. Maximalni reSeni

Definice. Resent (2,1) se nazve prodlougenim feseni (x, 1), jestlize I D I'ai(t) =z(t) pro kazdé t € I.
Resenf (z, 1) se nazve mazimdlni, jestlize nema zadné netrivialni (tj. I 2 I) prodlouzen.

Véta 8. Kazdé teseni md alespori jedno mazimdlni prodlouzent.

Véta 9 (Picard). Necht f € C(2) N CL(Q). Pak pro kazdé (to, zo) € Q existuje prave jedno mazimdlni
resent v Q spliiugici x(to) = xo.

Lemma 10. Reseni (z,1), kde I = (a,b), lze prodlouzit za bod b, prdavé kdyz plati
(i) b < o0,

(i) existuje lim x(t) =: xg € R™ a
t—b—

(iii) (b, o) € Q.

Vé&ta 11 (O opusténi kompaktu). Necht K C Q je kompaktni mnoZina, necht (x,I) je maximdlni FeSent,
splniugict (to, x(to)) € K pro néjaky to € I. Potom existuji t1 > to a ta < to takovd, Ze (t1,2(t1)) ¢ K a
(t2, x(t2)) & K.

Dusledek 12. Necht (z,I), I = (a,b) > 0, je mazimdlni FeSeni autonomni rovnice ©' = f(x), kde
f O = R" je spojitd; necht ©(0) € K, kde K C O je kompaktni. Potom bud b = oo, nebo existuje
t1 € (0,b) takové, Ze x(t1) ¢ K. Podobné bud a = —oo, nebo existuje to € (a,0) takové, Ze x(t2) ¢ K.



4. Zavislost
na poc¢atec¢ni podmince

Véta 13 (Gronwallovo lemma). Necht w(t), g(t) jsou nezdporné, spojité na intervalu I, necht ty € I,

¢ > 0. Necht pro kazdé t € I
¢

w(t) <c+ /w(s)g(s)ds .

Potom pro kazdé t € 1
t

w(t) < c-exp /g(s)ds

Lemma 14. Necht f je spojitd a (globdlné) L-lipschitzovskd v Q vzhledem k . Potom pro libovolnd dvé
FeSend (x, 1), (y,J) v Q a body t, to € INJ plati

lz(t) —y(@)] < |z(to) — y(to)| exp(L|t — tol).

Definice. Necht f je spojita a lokalné lipschitzovska vzhledem k x v 2. Potom definujeme fesici funkci
¢ : G C R"2? — R" predpisem o(t,tg, z0) = x(t), kde (z,I) je (jediné) maximalni FeSeni rovnice
v 2 s poc¢atedni podminkou z(tg) = zg a to € I. Zde G je maximalni moznd, tj. obsahuje viechny trojice
(t,to, o) € R™ 2 pro néz ¢(t,tg, z9) ma smysl.

Véta 15. Necht f je spojitd a lokdIné lipschitzovskd vzhledem k x v Q). MnoZina G z pTedchozi definice
je oteviend a ¢ je spojitd na G.

Dusledek 16. Je-li f = f(t,x,p) spojitd a navic lokdiné lipschitzovskd vici x a parametru p, zdvisi
reseni ' = f(t,x,po), x(to) = xo spojité (a md otevieny definicni obor) vzhledem k t,to,xo @ po.

Uziteény trik: pfidame “falesnou” rovnici p’ = 0, p(tg) = po, ¢imZz problém pievedeme na otazku zavislosti
na pocateéni podmince.

. v . . “ . - . Py s O
Pozndmka. ReSici funkce je zfejmé diferencovatelna vzhledem k ¢, nebot 37 (t,to, o) = f(t, ¢(t,t0, 0))-

Oznac¢me pro ucely nésledujici véty % derivaci ve sméru w € R™ dle proménné x.

Véta 17. Necht f € C(Q)NCLQ), w € R™. Potom %(t, to, xo) existuje v kazdém bodé G. Oznacime-li

z(t) = p(t, to, o) a u(t) g—f}(t,to,xo), pak funkce u je TFeSenim “rovnice ve variacich”

u =V f(tz(t))u, u(ty) = w. (VAR)

Pozndmka. Za uvedenych piredpokladt dokonce g—ﬁ(t,to,xo) z&visi spojité na xg, tj. TeSici funkce je
diferencovatelna (méa totalni diferencial) vzhledem k x. Lze téZ ukazat, Ze ¢ je diferencovatelna vaéi to.
Pozndmka. 1. Je-li f € CF je ¢ € Cfo.

2. Za prislusnych predpokladu je FeSici funkce diferencovatelna téz viadi parametru p; viz poznamka
za Vétou [[H



5. Linearni rovnice
Definice. Linedrni rovnici rozumime
2 = A(t)z + g(t), z(ty) = o, (LR)
kde A(.) : (a,b) = R™ "™ g(.): (a,b) = R™ jsou spojité.
Definice. Normu matice A € R"*" definujeme

IA] = Sup{|A:c\: z eR”, |z| < 1},

kde |z| = \/2% + - 4+ 22 je norma vektoru z € R™.

Véta 18 (Vlastnosti normy matice). Necht A, B € R"*™. Potom :
(i) |All >0, a ||A|| =0 prdve kdyz A = 0;
(ii) llaAll = |a| | A|| pro Va € R;
(iir) ||A+ B[ < [ Al +[IB];
(w) [[AB| < ||A[l||BI|;
(v) [Az| < [|A]l || pro Vz € R™;
(vi) je-li A reguldrni, pak |Ay| > |y|/ HA‘lH pro Yy € R™.
Pozndmka. Lze zavést jiné (nutné ekvivalentni) normy matice, napf.
[All o = max{|Ay;]; 1 <i,j <n}

kde A;; znaci prvek ij matice A. Vyhoda vySe uvedené normy je ve vlastnostech (iv-vi) Véty které
napf. pro normu ||A||_ neplati (resp. plati az na vhodnou konstantu).

Casto (a mlcky) uzivana avaha : A,, — A v normg, pravé kdyz [A,]i; — [Al;; pro kazdé ij. Podobné
(tj. po slozkach) lze ekvivalentné nahlizet na dalsi “limitni” operace maticovych funkei (derivace, integral,
soucet Fady).

Véta 19. Necht tg € (a,b), xg € R™ je ddno. Pak ezistuje jediné teseni rovnice , definované na
celém (a,b).

Pozndmka. Podstatny rys linearnich rovnic: globdln{ existence feSeni, tj. na oboru spojitosti A(.), g(.). Ve
skute¢nosti plati i pro nelinearni rovnice 2’ = f(t, z) se sublinearni pravou stranou, tj. pokud |f(¢,z)| <
a(t)lz] + g(¢), kde a(-), g() jsou spojité.

Definice. Homogenni rovnici rozumime pro g(t) =0, tj.
¥ = A(t)x, x(to) = zo. (HR)
Véta 20. Mnozina Ry Feseni homogenni rovnice (HR)) tvoii n-dimenziondlni podprostor C*((a,b), R™).

Definice. Fundamentdlnim systémem pro rozumime libovolnou bazi Ry . Matice, jejiz sloupce
tvori prvky libovolného fundamentalniho systému, nazyvame fundamentdlni matici pro .

Pozndmka. Je-li ®(t) n&jaka fundamentalni matice pak:
e O(t) splituje “maticovy tvar (HR)”, tj. &' = A(t)P;
e O(t) je regularni pro kazdé t € (a,b);
e obecné FeSeni mé tvar ®(¢)C, kde C € R™ (sloupcovy vektor);

o O(t) = d(t)d ' (to) je také fundamentalni matice, navic splijici ®(to) = I.



Vé&ta 21 (Variace konstant). Necht ®(t) je libovolnd fundamentdlni matice pro . Potom resent
rovnice lze napsat ve tvaru

x(t) = @)@ (tg)wo + @(t)/@‘l(s)g(s)ds, t € (a,b).

to

Definice. Wronského determinant (Wronskidn) rovnice je funkce w(t) = det(®(t)), kde ® je
(libovolna) fundamentélni matice rovnice (HR]).

Véta 22 (Liouvilleova formule). Necht ®(t) je maticové Fesent (HR]), necht w(t) = det ®(t). Potom

t

w(t) = w(tp) exp /tr A(s)ds

to

kde tr A je stopa matice A.



6. Linearni rovnice
s konstantnimi koeficienty

Line4rni homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty a s matici A € R™"*" je
z' = Az. (HK)

Definice. Maticovou exponencidlu definujeme piedpisem e? = z.;o %Ak (s konvenci A° = TI).
Pozndmka. Rada konverguje absolutné a plati HeAH < ellAl
Vé&ta 23. Necht U(t) = e!A. Pak U(t) je fundamentdlni matice rovnice a plati U(0) = 1.
Véta 24 (Vlastnosti maticové exponencidly). (1) e = eI pro Va € R;

(I1) pokud AB = BA, pak eA+tB = e4eB,;

(III) €€ AC = C—LeAC;

(IV) e=4 = (eA)_l; specidiné e je vzdy reguldrni.
Disledek 25 (Variace konstant pro (LK])). Necht A € R"*"™, g(t): (a,b) — R" je spojitd, to € (a,b) a
zo € R" jsou ddana. Potom reSeni rovnice

' = Az + g(t), z(to) = zo (LK)

md tvar
t

z(t) = et Az + /e(tfs)Ag(s)ds, t € (a,b).
to
Véta 26 (Vypocet maticové exponencidly). Necht A € R"™™ J je jeji Jordaniv kanonicky tvar,
A=VJIV=ta(A\,..., ) je diagondla J. Potom e = Vel? V= kde ¢!’ = diag(et™, ..., e )P(t),
pricemZ P(t) je blokové diagondlni matice se stejné velkymi a stejné usporddanygmi bloky jako J a blok
velikosti k matice P(t) je roven

th 1 k—l

5 R (=Sl 1), s
0 1 t R (= 2),t
o0 o0 ... 1

Plati P=Y(t) = P(—t) a ||P(t)|| ~ 1 +t™L, kde m je velikost nejvétsi Jordanovy buiiky.

Disledek 27. Bud'a = max{R\ : X\ € 0(A)} am velikost nejuetsi Jordanovy buriky prislusné k vlastnimu
cislu s RA = a. Pak existuje M > 0, Ze let4]] < M(1+t™1Ye® pro viechna t > 0. Specidiné pro viechna
a > a existuje M > 0, Ze ||et?]| < Me® pro viechna t > 0.

Definice. Pro matici A € R™"*" a jeji spektrum o(A) definujeme o_(A) = o(A) N {R < 0}, 09(A) =
o(A)N{R = 0}, 04 (A) = o(A) N {R > 0}. Prostory generované piislusnymi (zobecnénymi) vlastnimi
vektory znadime X_(A), X (A), Xo(A) (nazyvame je stabilni, nestabilni a centrdlni podprostor).

Pozndmka. Z¥ejmé R™ = X_(A) ® X, (A) & Xo(A). Tyto prostory jsou invariantni vzhledem k A a téz
vzhledem k et4

Véta 28 (Asymptotické chovani FeSeni (HKJ)). Necht A je dand matice. Potom existuji o, 8, M a ¢ > 0
takové, Ze pro kazdé t > 0 plati:

1. (stabilni podprostor) xg € X_(A) = |etzo| < ce™|xol;
2. (nestabilni podprostor) o € X (A) = |e!tao| > c1ePt|zl;
3. (centrdlni podprostor) xg € Xo(A) = ¢ N1 +t) " M|zg| < |etao| < (1 + )M |xg].

Pozndmka. Uvedené vlastnosti prostory X_(A4), X4 (A) a Xo(A) charakterizuji, tj. plati i opaéné impli-
kace. Pro t < 0 plati zrcadlové odhady: exponencialni riist na X_(A), exponencialni pokles na X (A),
polynomiélni chovani na Xy (A).



7. Stabilita

MOTIVACE Lemma teoreticky tvrdi spojitost feSeni vi¢i xg, prakticky vSak (pro vétsi t) nema
vzhledem k exponencidlnimu odhadu vyznam. To nas vede ke zkouméani okolnosti, za nichz existuji
odhady, které se nezhorsuji pro t — oo.

Definice. Necht f = f(t,) je spojita v oteviené Q C R"*! a navic lokalné lipschitzovska viéi z. Necht
2D 1 x {0}, kde I = (7,00), a necht f(¢,0) =0 pro vVt € I.
Rekneme, ze nulové feseni rovnice (DRY]) je

(i) stabilng, jestlize Vto € I Ve > 0 36 > 0 tak, Ze |zo| < ¢ implikuje, Ze ¢(¢,to, o) je definovano a
spliuje |o(¢, to, x0)| < € pro Vt > to;

(ii) nestabilnd, jestlize neni stabilni;

(iii) lokdlni atraktor, jestlize Vto € I In > 0 tak, ze |zo| < n implikuje, Ze (t,to, zo) je definovano
Yt > tg a navic o(t, to, z9) — 0 pro t — +oo;

(iv) asymptoticky stabiln, jestlize je stabilni a navic lokalni atraktor;

Definice. (v) uniformné stabilni, jestlize Ve > 0 3§ > 0 Vtg € T tak, Ze |xg| < ¢ implikuje, Ze
o(t,to, o) je definovano a spliuje |p(t, to, To)| < € pro Vt > to;

(vi) uniformné asymptoticky stabilni, jestlize je uniformné stabilni a navic In > 0 Ve > 0 3T > 0
Vit € I |xo| < n implikuje, Ze (¢, to, To) je definovano pro viechna t > tg a |¢(t,to, zo)| < € pro
V> to +T.

Pozndmka. V pripadé autonomni rovnice vSak je (asymptoticka) stabilita totéz co (asymptotickd) uni-

formni stabilita, nebot ¢(t,tg, z9) = @(t — to, 0, x0).

Pozndmka. 1. (iii) obecné neimplikuje (i) — Vinogradoviv protipiiklad.

2. Obecnéji, FeSeni Z(t) rovnice «’ = f(¢,x) se nazve stabilni (resp. uniformné stabilni, atd.), jestlize

mé4 analogickou vlastnost nulové feseni rovnice v’ = g(u,t), kde g(u,t) = f(Z(t) + u,t) — f(Z(t),1).
3. V pfipadé linearni rovnice (LR)), tj.

o' = A(t)r +g(t),
je stabilita (libovolného) feSeni ekvivalentni stabilité nulového feSeni p¥islusné homogenni alohy, tj. .

Véta 29. Je ddna rovnice x' = A(t)x, kde A(t) je spojitd v I = (7,00). Necht ®(t) je (libovolnd)
fundamentdlni matice. Potom nulové Feseni je

1. stabilnt, pravé kdyz pro Vtg € I je ||®(¢)| omezend v [tg, o0);

2. asymptoticky stabilni, prdavé kdyz ||®(¢)|| — 0 pro t — oc;

3. uniformné stabiln, pravé kdyz 3¢ > 0 Vs <t € I je [|2(t)® " (s)|| < ¢

4. uniformné asymptoticky stabilni, prdavé kdyZ 3o, ¢ > 0 Vs < t € I plati H<I>(t)(1>_1(s)H < cem(t=s),

Terminologie. Pro vlastni &slo Ag matice A rozliSujeme algebraickou ndsobnost (tj. kolikanasobnym
kotfenem det(A] — A) &slo Ag je) a naproti tomu geometrickou ndsobnost (tj. kolik linearné nezavislych
feSeni rovnice (Aol — A)u = 0 existuje).

Geometrickd nésobnost je obecné mensi nebo rovna algebraické nasobnosti. Pokud jsou si rovny,
hovoiime o polojednoduchém vlastnim ¢isle. Vlastni ¢islo je polojednoduché, pravé kdyz k nému nepiislusi
7Zadné (netrivialni) Jordanovy buiiky, coZ jest pravé kdyZ je A na pfislusném vlastnim podprostoru
diagonalizovatelna.

Vé&ta 30. Necht A je konstantni matice. Potom nulové Feseni rovnice x’' = Az je

1. (uniformné) stabilni, prdavé kdyz: RA < 0 pro VX € o(A), pFicemz R\ = 0 pouze pro polojednoduchd
vlastni éisla;



2. (uniformne) asymptoticky stabilni, prdve kdyz R\ < 0 pro VA € a(A).
Pozndmka. Matice A spliwujici RN\ < 0 pro v8echna A € o(A) se nazyva hurwitzovskd.

Lemma 31. Je ddna rovnice
¥ = Az +r(t, ).
Necht existuji ¢, o > 0 tak, Ze |[e"|| < ce™'™ pro Vt > 0; necht r(t,z) : R**' — R"™ je spojitd a
[r(t, z)| < ~v|z| pro Vt,z, kde v < a/c.
Pak kazZdé Tesent spliiuje
l2(t)] < cla(to)| exp(—=B(t — to)),
prot > ty, kde B =a —cy > 0.

Pozndmka. Specialng lemma implikuje, Ze je nulové feSeni je (uniformné) asymptoticky stabilni.

Véta 32 (O linearizované stabilité). Je ddna rovnice 2’ = f(x). Necht f(xo) = 0, f(z) je C* na okoli x
a necht R\ < 0 pro kaZdé A € o(A), kde A =V f(xp). Potom xqg je (uniformné) asymptoticky stabilni.

Véta 33 (O linearizované nestabilité). Je ddna rovnice ' = f(x). Necht f(xo) = 0, f(x) je C* na okoli
xo a necht existuje A € o(A), kde A =V f(xg) takové, Ze RA > 0. Potomn xq je nestabilni.

Pozndmka. Predchozi véty nepokryvaji pfipad, kdy RA < 0 pro A € o(A), pfifemz alespoit pro jedno
A nastava rovnost. Za téchto okolnosti nelze obecné o stabilité rozhodnout pouze na zakladé vlastnosti
matice A; mezi stabilitou rovnice 2’ = f(z) a stabilitou “linearizované” rovnice 2’ = Az obecné neni
souvislost.

Priklad.

Definice. Necht f(z) je C! na okoli zo. Necht f(zg) = 0 a necht R\ # 0 pro kazdé A € o(A). Potom
xo nazyvame hyperbolicky stacionarni bod rovnice o’ = f(z).

Véta 34 (Hartman-Grobmanova véta). Necht xg je hyperbolicky staciondrni bod rovnice ' = f(x).
Potom existuje homeomorfismus, prevddéjici FesSeni této rovnice na Tefeni rovnice ¥’ = Az, kde A =

V(o).



8. Prvni integral
Definice. Necht 2 C R"™ je oteviend. Funkce U : Q — R se nazve proni integrdl rovnice
o' = f(z) (AR)
v €, jestlize :
1. U je t¥idy C' a nekonstantni v Q,
2. t — U(z(t)) je konstantni, pokud z(t) je libovolné fegeni v Q.

Pozndmka. Fyzikalni vyznam: zachovéavajici se veli¢ina (energie). Geometricky vyznam: feSeni (AR) tvoii
“vrstevnice” grafu U.

Vé&ta 35. Necht Q C R™F! je oteviend, f: Q) — R™ je spojitd, V : Q — R je C'. Potom je ekvivalentni:
(i) pro kazdé x(t) Tesent rovnice v Qjet— V(t,z(t)) konstantni;
(i) 0V (t,x) + Vi, V(t,x) - f(t,x) =0 pro kaZdy bod (t,x) € .

Definice. Vyraz 0,V (t,x) + V;V (¢, x) - f(t,x) podrobné zapsano
v 9V
=7 (t2) + ; o L) (4:2)

nazyvame orbitdlni derivaci funkce V vzhledem k rovnici (DR). Znacime V. Je-li z(t) libovolné feeni

(DR)), pak LV (t,2(t)) = Vi (t,2(t)).
U

Definice. Funkce Uj(z) t¥idy C' nazveme nezdvislé v bodé zy, jestlize matice {gx-? (zo0)},i=1,...,m,
7=1,...,k mé hodnost k.

Ekvivalentné: vektory VU;(zo) € R™ jsou linearné nezévislé.
Pozndmka. Ziejmé existuje nejvyse n funkci, jez jsou nezavislé v daném bodé. Pokud tyto funkce jsou
zéroveil prvni integraly rovnice (AR)), pfi¢em# zy neni stacionérni bod, pak existuje nejvyse n—1 takovych
funkei.

Véta 36. Necht jsou ddny pruni integrdly Uy, . .., Uy rovnice , které jsou nezdvislé v bodé xy. Potom
lze v jistém okoli xy redukovat na soustavu n — k (diferencidlnich) rovnic.

Véta 37. Necht f(x) je C' na okoli xg, a necht f(xg) # 0. Potom rovnice md n — 1 pronich
integrdli, které jsou nezdvislé v bodé xg.

Pozndmka. Kombinace V&t [35| a [37] zarucuje (lokalni) existenci feSeni PDR 1. fadu

pro neznamou funkci U = U(z). Mirnou adaptaci dikazu lze ziskat (na jistém okoli zyp € Q) FeSeni
obecnéjsi rovnice
n
ou
—fi(z,U)+g(z,U) =0

ox;
j=1 "

s pfedepsanou hodnotou na libovolné C! nadploge T za predpokladu, Ze f(zg) neni teény smér ke I' v
bodé xg. Tento postup se nazyva metoda charakteristik.
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9. Stabilita podruhé
— ljapunovské funkce

V této kapitole studujeme opét obecnou rovnici , tj.
' = f(t,x)

Trvalé predpoklady:

e O C R™ oteviena, 0 € O,

o [ =(1,00),

o f:Ix O — R" spojita,

e f(t,0) =0 pro vSechna ¢ € I.
Tedy x(t) = 0 je FeSeni na I, jeho stabilitu vySetiujeme.

Definice. Funkce w : O — R se nazve pozitivné definitni, jestlize je spojita, w(0) = 0 a w(z) > 0 pro
v8echna z € O\ {0}.

Definice. Funkce V(¢,2) : I x O — R se nazve ljapunovskd funkce rovnice pro bod 0, jestlize:
(i) V je spojité, nezéaporna a V(t,0) = 0 pro vSechna t € I,
(ii) funkce ¢~ V (t,z(t)) je nerostouci na I, kdykoli z : I — O je Yeseni (DR),
(iii) existuje pozitivné definitni funkce w v O takova, ze V (¢, z) > w(z) pro kazdé (¢,z) € I x O.

Pozndmka. Je-li V tiidy C*, je podminka (ii) vyse ekvivalentni nekladnosti orbitalni derivace, tj.

ov
E(t,x)—i—va(t,x)-f(t,m)SO Y (t,x) € I x O.
Diikaz je analogicky Vété Podobné podminka (v) ve V&té [39| nize je ekvivalentni
Vf(t7 JJ) < _77(:6) )

pro v8echny body (¢, z) € I x O.
Véta 38. Necht rovnice md ljapunovskou funkci pro bod 0. Potom nulové tesent je stabilni.

Véta 39. Necht rovnice mda ljapunovskou funkci V- v I x O. Necht navic existuji v O pozitivné
definitnd funkce A a n takové, Ze:

(iv) V(t,x) < Ax) pro kazdé (t,x) € I x O,
(v) LV (t,z(t)) < —n(z(t)), kdykoli x je Fesent vIxO.
Potom 0 je asymptoticky stabilni v I.

Lemma 40. Nechtw je pozitivné definitni v O a e > 0 takové, Ze U(0,¢) C O. Bud (z,,)5 posloupnost

v U(0,¢) spliujici w(x,) — 0. Potom x, — 0.
Véta 41. Je ddna rovnice ' = Ax, kde A € R"*™. Ndsledugjici vjroky jsou ekvivalentni:
1. 0 je asymptoticky stabilni v [0, 00);
2. RA <0 pro VA € a(A), neboli A je hurwitzovskd;
3. emistuji o, ¢ > 0 tak, Ze ||etA|| < ce™ pro Vt > 0;
4. existuje symetrickd, pozitivné definitni B € R™*™ takovd, Ze

ATB+ BA=—1I.

Pozndmka. Posledni rovnost se nazyva Ljapunovova rovnice. Z bodu 4 plyne, %e V(z) = z - Bz je
ljapunovskou funkef rovnice 2’ = Az. Pomoci této ljapunovské funkce lze také dokazat Vétu (o

linearizované stabilité).
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10. Floquetova teorie
V této kapitole budeme studovat linedrni rovnici
' = A(t)x + b(t), (LR)

kde A(t) € R™*™ b(t) € R™ jsou spojité a T-periodické v R. Budeme se zabyvat otézkou existence
periodickych FeSeni a otazkou stability FeSeni pro (LR)).

Pozndmka. Pro danou po¢itecni podminku x(tg) = z¢ podle Véty [19] existuje pravé jedno feseni v R.
Je-li x(t) feSeni, je také y(t) := x(¢t + T) TeSeni. ReSeni z(t) je T-periodické, praveé kdyz x(T) = z(0).

Lemma 42. Necht A je reguldrni matice. Pak existuje matice B (obecné komplezni a ne jednoznacné
urcend) takovd, Ze e = A.

Véta 43 (Floquetova). Necht ®(t) je fundamentdlni matice ilohy (LR]), necht navic ®(0) = I. Potom
existuje regquldrni a vzhledem k casu spojitd, T-periodickd matice Q(t) a ddle (konstantni) matice B
takové, ze ®(t) = Q(t)e!P.

Pozndmka. Tzv. Floquetova transformace x = Q(t)y pfevadi rovnici
= A(t)x (HR)

na rovnici s konstantnimi koeficienty y' = By. Matice C = ®(T) = eT® se nazyva matice monodromie.
Tato matice reprezentuje reSici operator v Case periody a lze z ni vy¢ist mnohé podstatné informace
(existence periodickych feSeni, stabilita, ... ).

Véta 44. Necht matice A(t) je spojitd, T-periodickd. Potom je ekvivalentni:
1. rovnice md pro dané T-periodické b(t); prdavé jedno T-periodické Fesent
2. rovnice md pouze trividlni T -periodické TeSent;
3. 1¢ o(C), kde C je matice monodromie.

Véta 45. Uvazugme homogenni rovnici ©’' = A(t)x. Necht C je matice monodromie. Potom nulové Tesent
je:

(i) stabilng, prdvé kdyz: |\ < 1 pro kazdé A € o(C) a pokud |A\| = 1, jde o polojednoduché vlastni cislo;

(ii) asymptoticky stabilni, prdve kdyz |\| < 1 pro kaZdé X € o(C).
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