Cviceni 2 feSeni (12.10.2023)
Ulohy.

1.* Pro systém [I-V] plati: pokud ¢*(zg) < oo, pak nemiiZe existovat Jlri(m) o(t, ) € Q
t—tT (xg)—0

(“maximalita” dynamického systému: kazdy dynamicky systém je maximélni).

Reseni. (Tomas Barta). Pro spor necht y € w(zg). Pak existuje posloupnost asii t; ¢+ (z)
tak, ze ¢(ty, o) — y. Necht 7 € (0,t%(y)), tj. (7,y) € G. MnoZina G je oteviena, pak obsahuje
n&jaké okoli bodu (7, ). Posloupnost (7 + ¢ (zg) — tx, ¢(tx, o)) konverguje k bodu (7,y), a pak
zadinajici z néjakého indext musi lezet v tom okoli a pak i v G. Z vlastnosti V dynamického
systému mame pak, ze (7 + t*(zo) — tx + tx, zo) € G, coZ je spor, protoze T + tT(xg) > tT(xq)
apak 7 +t1(zg) ¢ J(x).

[Poznamka: to funguje i pro 7 = 0.] [Poznamka 2: vyuzili jsme otevienost G.]

|Poznamka 3: Ze spojitosti funkce ¢ v bodé (7,y) mame klim o(r +tT(x0) — tr, p(tr, yo)) = @(7,y). Na jinou stranu,
Eade sl
z vlastnosti V je o(7 + t1(x¢) — tr, o(tr, yo) = ©(7 + tT(z0), ©o). Tuto tvahu ale zde nepotfebujeme.]

2. Pro systém [I-V] plati: pokud (¢, z¢) € G, pak (—t,p(t,x0)) € G a o(—t, p(t,x0)) = 0.

Reseni. Bez tjmy na obecnost ¢ > 0. Oznacme yy = @(t, 2). Chceme dokazat, Ze (—t, o) € G.
Pro spor predpokladejme, ze —t ¢ J(yo), coZ spolu s zapornosti —t znamend, ze —t < t~ (yo).
Vezmeme libovolnou posloupnost e, N\, 0 tak, Ze(t~ (yo) + €k, yo) € G. Z vlastnosti V pak mame

o(t™ (o) + ek, Y0 = @(t, w0)) = @t (yo) + €k + 1, T0)-

Casy t~ (yo) +¢ex +t konverguji k t+t~ (yo), coZ za naseho predpokladu t > —t~ (o) je nazaporné

¢islo mensi t < t1(zg) a pak t +t~ (yo) € J(xo). Ze spojitosti funkce ¢ v bodé ¢~ (yo) +t, o pak

existuje limita pravé strany. Pak musi existovat limita i levé strany. Z libovolnosti posloupnosti

er a pomoci Heiného véty mame, ze Ht\}tirr(l )ap(t,yo) = @(t~(yo) + t,z0) € Q, coz je spor z
~Wo

predchozi tlohou (ktera je formulovana pro ¢ T, ale jisté plati i pro ¢t7).

3. Pro systém spliwjici vlastnosti [I-V] plati také vlastnost V'.
Reseni. Vlastnost V/ miizeme pieformulovat takto:
V". Vz e QaVs,t €R, pokud (¢t,x) € G a(s,z) € G
pak (s —t,0(t,x)) € G, a p(s —t,p(t,z)) = ¢(s,z) (“altruistickd” semigrupova vlastnost).
Mizeme tady prohodit s, ¢, dostaneme pak navic, ze (t — s, ¢(s,x)) € G, a (t — s,p(s,x)) =
p(t, ).
Vratime se ted k nase tloze. Mame (¢, z¢) € G, (s,20) € G, chceme ukazat, ze (t—s, p(s,z)) € G.

Oznaéme yo = ¢(t,z0). Pak z tlohy 2 je (—t,y0) € G a p(—t,y0) = xo. Déle, (s,x0) =
(s,(—t,90)) € G pak vlastnost V implikuje, Ze (s —t,y0) € G.

[Myslenka toho dukazu je jasna (kresleni obrazku je uZzite¢né): jeden z “krajnich” boda bereme jako “pocatecni” bod,

pak ptivodni po&ateéni bod stava prostiednim bodem].

4. Pro systém [I-IV, V'] plati: pokud (¢, o) € G, pak (—t,p(t,z0)) € G a p(—t, (t, xg)) = xo.

ReSeni. Je to snadny dusledek vlastnosti V.

5. Pro systém splitujici vlastnosti [I-IV, V'] plati také vlastnost V.

Reseni. Mame: (t,z0) € G a (s,¢(t,x0)) € G, chceme ukazat, Ze (s + t,z9) € G. Oznacme
Yo = p(t,x0). Pak z tlohy 4 je (—t,y0) € G a o(—t,y0) = zo. Ted, je (—t,y0) € G a (s,y0) € G,
pak z vlastnosti V” je také (S +1, (p(—t7 yo)) eqG [je také (—t — s, ¢(s,90)) € G, to ale nepotiebujeme].

Je to stejna myslenka jako v tloze 3: ted, prostiedni bod bereme jako “pocateéni”.

6. Pro dynamicky systém plati: V(¢,xz0) € G je J(¢(t,20)) = —t + J (o).
Reseni.
Vlastnost V implikuje J(p(t, z9)) C —t+J (o), vlastnost V’ implikuje J(¢(t, x0)) D —t+J(x0).
7. Pro dynamicky systém plati: pokud t¥(zg) < oo, pak w(zg) = 0.
Reseni. (Tomas Barta) Pro spor, necht y € w(xo). Krok 1: existuje z € w(xg),z # y. Krok
2. Vezmeme posloupnost ¢asi ¢, 7 t+(z0) tak, Ze p(tor,z0) = y a ©(tag+1,70) — 2. Ted,
posloupnost ¢ (takt1, o) = @(tag+1 — tor, ©(t2k, To))-
Ze spojitosti funkce ¢ v bodé (0,y) mame, Ze prava strana konverguje k ¢(0,y) = y. Na jinou
stranu, leva strana konverguje k z.



