Cviceni 2 (12.10.2023)
Definice. Necht dvojice (p, ), kde 2 C R"™ je oteviena mnoZina a p = p(t,z) : G C R""1 — Q je
zobrazeni, spliiuje nésledujici vlastnosti:
I. G c R™*! je otevienad mnozina;
Il Ve € Qje GN (R x {x}) =: (t;,t]) x {z} = J, x {a}, kde —00 < t; <0<t} < +o0;
III. G > (t,x) — @(t, ) je spojité zobrazeni;
IV. Vz € Q je ¢(0,x) = x;

V. Vz € QaVs,t R, pokud (t,z) € G a (s,0(t, 7)) € G,
pak (s +t,x) € Ga p(t,o(s,x)) = ot + s,x) (“egoistckd” semigrupova vlastnost).

Pak se dvojice (p, Q) nazyva dynamickym systémem.

Ulohy.
Piisti 5 aloh ukazuji, Ze vlastnost V dynamického systému je ekvivalentni nasledujici vlastnosti V':

V. VzeQaVs,teR, pokud (t,z) e Ga(s+t,z)eG
pak (s,p(t,z)) € G, a ¢(t,0(s,x)) = p(t + s,x) (“altruistickd” semigrupova vlastnost).

Zejmena, tlohy 1,2,3 ukazuji, Ze z vlastnosti I-V plyne vlastnost V', a tilohy 4,5 ukazuji, Ze z vlastnosti
[I-IV, V'] plyne vlastnost V.

1.* Pro systém [I-V] plati: pokud ¢ (z¢) < oo, pak nemize existovat tﬁtli(rgrclo)_ow(t,xo) €N
(“maximalita” dynamického systému: kazdy dynamicky systém je maximélni).
2. Pro systém [I-V] plati: pokud (¢,z9) € G, pak (—t,p(t,z0)) € G a p(—t, p(t, z9)) = xo.
3. Pro systém spliwjici vlastnosti [I-V] plati také vlastnost V'.
4. Pro systém [I-IV, V'] plati: pokud (¢,z¢) € G, pak (—t, p(t,20)) € G a o(—t,¢(t, z0)) = xo.
5. Pro systém splinjici vlastnosti [I-IV, V’| plati také vlastnost V.
Takze, vlastnosti V a V' jsou ekvivalentni. Né&které dalsi vlastnosti dynamického systému:
6. Pro dynamicky systém plati: V(¢,z0) € G je J(p(t,x0)) = —t + J(z0).
7. Pro dynamicky systém plati: pokud 1 (z¢) < oo, pak w(zg) = 0.
Nasledujici ulohy ukazuji, Ze “pomocné” podminky v definici dynamického systému jsou také podstatné.
8. Pokud vlastnosti I, IT nahradime vlastnosti
II'. Vz € Qje GN(R x {z}) =:[0,¢}) x {z} = J, x {x} pro ngjaky 0 < t] < o
pak ekvivalenci V a V' jiz nemame. Ovéite to na piikladé
o(t,xo) =t +x0, te€J(xg)=1[0,1), zop € X=R.
9. Ovéfte vlastnosti dynamického systému:

(t +$ano)7 te (—OO, —Jfo)axo < anO € ]Ra
(zo,90 +1), tE€R, g >0,y €R.

©(t, (zo0,%0)) = {

Ulohy na w-limit set. Najdéte w-limitni mnozinu pro systém. Pro tlohy 10,11 je bud Q = (-1,1) x R
nebo Q = R?, pro tlohy 12,13 je bud Q = (—1,1) x (—1,1) nebo Q = R?.
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Navod: pouzijte funkci V(z,y) = —In(1 — 22) + y? — Iny?.
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Navod: pouzijte funkci V(z,y) = —In(1 — 2?) — In(1 — y?).

14. Nabidnéte systém, pro ktery Q = {(z,y) : « > 0,y > 0}, a pro n&jaké (zg,yo) je
w((@o,90)) = {(z,y) s z+y=1, 0<z <1}

Navod: (a) zaCnete z kiesleni moznych linii urovni, pak (b) napiste odpovidajici systém (jeho
feSeni budou periodickymi), nakonec snazte se trochu (c¢) modifikovat ten systém.



