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Optimalni regulace

V této kapitole studujeme rovnice tvaru

' = f(z,u), x(0)=mo, (18.1)

kde f(z,u) : Qx U —=R" QCR", U C R™ au = u(t) je piipustnd regulace, tj. prvek

U=A{u:[0,T] - U, u je mdfitelna} .

Je obvyklé (ackoliv teorie to nevyzaduje), ze m < n, tj.dimenze regulace je mensi nez dimenze celého
systému. Typické problémy:

1.
2.

pro jaka xo,t > 0 existuje u(.) € U tak, ze x(t) = 0 (regulovatelnost)?
taz otazka, navic pro minimalni ¢ (Gasové optimalni regulace).

regulovatelnost zpétnou vazbou. Existuje-li R : Q — U tak, Ze 0 je asymptoticky stabilni pro
systém 2’ = f(z, R(x))?

obecngji: najit u(.) takové, aby funkcional
¢
Plu(.)] :fl(ﬂf(t))+/ r(a(s), u(s))ds
0

byl maximélni. Varianty: ¢ > 0 libovolné, piedepsana koncova podminka na z(t) (Mayeriv
problém); nebo ¢t = T pevné dané, zatimco z(T") nenf uréeno (Bolziv problém).

Ulohy vedouci k problémtim optimalni regulace

1.

. Investice vs spot¥eba. Necht a(

Parkovaci problém. Mame rovnici
mz"” = u, s po¢ateénimi podminkami z(0) = xo, 2'(z0) = Yo,
kde z(t) je poloha auta, z’(t) je jeho rychlost a pFipustna regulace u(t) je funkece wu(t) : [0,7] —

[—1,1]. Cil: najit takovou regulaci u(.), aby z(T) = 2'(T) = 0, navic pro nejmensi mozny ¢as
T 2>0.

. Pristani na Mésici. Mame soustavu

kde x(t) je vyska rakety, z’(t) je jeji rychlost, m(t) je jeji hmotnost, regulace u(t) : [0,7] — [0, M]
je tah motoru (M je maximaln{ tah motoru), koeficient k > 0 odpovida za spotiebu paliva. Cil:
najit regulaci u(.) pro kterou 2(T") = 2/(T) = 0, navic T je nejmensi moZny (varianty: spotieba
je nejmensi, tj. x(71") je maximalni; nebo —a1" + fm(1) je maximélni, s nékterymi koeficienty

a, B> 0).

. Problém vytapéni ziidka pouZzivaného domu (problém chalupaie). Mame rovnici

¥ =—kzr+u, =z(0)=mx,

kde z(t) je tepolota v domé&, wu(t) je pfikon topeni. Cil: najit regulaci u(.) : [0,7] — [0, M]
maximalizujici Bz (1") — f u(t)dt.

)
t) je kapitél, k > 0 je koeficient odpovidajici pfirozenému rtstu,
u(t) je mira investic (pak 1 — u(t) je mira spotieby). Pak kapital z(.) je fizen rovnici
z' = kxu.

Cil: maximalizovat celkovou spotfebu za pevny za n&jaky pevny ¢as T > 0, neboli maixmalizovat
funkcional

T
Plu)] = [ 0= u@)aar
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18.1 Linearni tloha - regulovatelnost, pozorovatelnost.

Uvazujeme nejprve linearni problém

2’ = Az + Bu, x(0) = o,

u(.) €U = L®(0,T;R™), (18.2)

e Ae ,Be jsou matice. arathéodoryho) teorie plyne, Ze pro kazdé u(.) existuje
kde A € R"™™" B € R"*™ j tice. Z (Carathéodoryho) teorie pl 7 kazdé istuj
jediné fegeni, dané navic vzoreckem (variace konstant)

t
z(t) = etxg +/ =94 By(s)ds.
0

Definice. Rekneme, Ze regulace u(.) pFivadi pocatecni stav xg do 0 v Gase ¢, jestlize pFislusné FeSeni
splituje x(t) = 0. Znacime g %) 0. Mnozinu
ul .-

R(t) = {mo eR™: Ju() €U t.z. xo %> 0}

nazyvame oblasti requlovatelnosti v Case t.

Kli¢ové pozorovani. Z piedchozi formule plyne, Ze pro ulohu (18.2) nastava zg %) 0, pravé kdyz

t
To = —/ e *ABu(s) ds. (KP)
0

Definice. Kalmanovou matici rozumime matici typu n x nm
K(A,B) = (B,AB, A*B,..., A" 'B).
Lemma 18.1. Pro kazdé | > 0 celé je A' € Lin {I, A A2 .,A”_l} .

Véta 18.1. Pro dlohu (18.2) je pro t > 0 libovolné R(t) = Lin{g1,...,gmn}, kde {g;} jsou sloupce
Kalmanovy matice (A, B).

Dusledek. Uloha (18.2) je (globalng) regulovatelna (tj. R(t) = R" pro kazdé ¢ > 0), pravé kdyz
K(A, B) ma hodnost n.

Definice. Systém

' = Az, z(0) =z,

18.3
y= Br (18.3)

se nazve pozorovatelny (skrze veli¢inu y = Bz), jestlize plati: jsou-li x1, o FeSeni, pro ktera Bxy =
Bzs na néjakém netrividlnim intervalu [0, ¢], pak uz nutné x;(0) = 24(0).

Véta 18.2. Necht A € R"*" B € R™*" jsou ddny. Potom je ekvivalentni:
1. systém (18.3) je pozorovatelny skrze y = B,
2. systéem o' = ATx 4+ BTu je globdlné regulovatelnsj,
3. hodnost K(AT, BT) je n.
Poznamka. Prfedchozi véta tvrdi, Ze “pozorovatelnost” a “regulovatelnost” jsou v uréitém smyslu

duélni pojmy. Nasledujici véta je typickym piikladem principu linearizace: feSitelnost linearni ulohy
implikuje lokalni Fesitelnost (hladké) nelinearni ulohy.

Véta 18.3. [O lokdlni regulovatelnosti.] Necht f(0,0) = 0, f(z,u) je C* na okoli (0,0) a necht
U (tj. obor hodnot pFipustnijch regulaci) obsahuje okoli 0. Necht linearizovand iloha, tj. (18.2) pro
A=V,f(0,0), B=V,f(0,0) je globdln¢ regulovatelnd.

Pak dloha (18.1) je lokdlné regulovatelnd (tj. pro kaZdé t > 0 obsahuje R(t) okoli nuly).
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18.2 Zpétna vazba, stabilizovatelnost.

Ptejme se, zda lze regulaci volit automaticky, tj. ve formé zp&tné vazby u = F(x). Takovy systém
urcité nebude regulovatelny v koneéném ¢ase (to by odporovalo jednozna¢nosti feSeni); miize v8ak byt
(asymptoticky) stabilni.

Odpovéd je opét skryta v Kalmanové matici a dostaneme opét vysledek globalni pro linearni problém
a vysledek lokalni pro hladky, nelinearni problém.

Lemma 18.2. Matice

0. 1
BO r‘gl cee /Bn—Q Bn—l

md charakteristicky polynom p(X) = X" — Z?;Ol B; M. Specidlné: volbou B; lze docilit libovolného tvaru
spektra o(A).

Véta 18.4. Je-li systém 2’ = Az + Bu regulovatelny, pak existuje F' € R™*™ takové, e 0(A+ BF') =
{M, oA}, kde Aj € R jsou ddna libovolné. Specidlné, linedrni zpétnou vazbou tvaru uw = Fz lze
zarudit (exponencidlni) asymptotickou stabilitu.

Vé&ta 18.5. Necht jsou splnény predpoklady Veéty 18.3. Pak existuje F' € R™*™ takové, Ze systém
' = f(x, Fx) je v poddtku lokdlné asymptoticky stabilnd.

18.3 Casové optimalni regulace linearni ilohy.
Nyni se budeme zabyvat opét linearni tlohou, le¢ pouze s omezenymi hodnotami piipustné regulace:

t' = Az + Bu, x(0) = wo,

u() €U ={u:[0,T] = [—i, 1]™ méfitelné} , (18.4)

kde opét A € R*"*™ B € R™™ ™ jsou matice. Symboly ¢ %> 0 a R(t) maji tyz vyznam jako v sekci
wl .

1 vyse a ovSem plati klicové pozorovani (KP). ZaméFime se na problém ¢asové optimdlni regulace.

Budeme potiebovat dva hlubsi vysledky z FA:

Tvrzeni 3. [Banach-Alaoglu.] MnoZina pripustnijch regulaci v (18.4) je x-slabé sekvencidlné kom-

paktni v L0, T;R™). Tj. pro kaZdou posloupnost {un} C U existuje podposloupnost {t,} a funkce

u € U takovd, Ze U, — u v L0, T;R™), t.

T T
/ ML) - it (8) dt — / ML) - ult) dt
0 0
pro libovolnou pevnou funkci M (t) € L*(0,T;R™).

Poznamka. Z formule variace konstant si snadno rozmyslime, Ze konvergence u, — u implikuje
Zy(t) — x(t) pro prisludna feseni bodové v [0,1].

Tvrzeni 4 (Krein-Milman.). Je-li K kompaktni, konvexni, neprizdnd podmnoZina lokdiné konverniho
topologického prostoru X, pak K = o(extK), kde extK jsou extremdlni body K. Specidlné K obsahuje
extremdlni bod.

Bod a € K se nazve extremdlni, jestliZe neexistuji x,y € K takové, Ze x £y a a = (x +y)/2.
Ekvivalentné: a je extremdlni v K, prdvé kdyz K\ {a} je konvezni. Symbolem to(M) rorumime uzdver
konvexniho obalu M.

Véta 18.6. Je ddna iloha (18.4). Potom pro kazdé t > 0 je R(t) konvexni, symetrickd, uzaviend, a
R(tl) C R(tz) pro t1 < ta.

Disledek. Oblast globélni regulovatelnosti R := ;o R(t) je konvexni a symetricka.

Véta 18.7. Necht K(A, B) md hodnost n a necht Re X < 0 pro kazdé X € o(A). Potom |J,-,R(t) =
R™.

Poznamka. Je-li dokonce Reo(A) < 0, pfedchozi véta snadno plyne z Véty 18.3 (o lokalni regulo-
vatelnosti).
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Definice. Rekneme, Ze u(.) € U je regulace typu bang-bang, jestlize u;(t) = £1 pro s.v. t, pro
viechna i = 1,...,n. Jinymi slovy, u(t) se skoro stéle nachaz{ v nékterém z rohd krychle [—1,1]™
pripustnych hodnot.
Véta 18.8. [Princip bang-bang.] Necht xo € R(t). Pak existuje u(.) € U typu bang-bang takovd, Ze
Zo tH 0.

u(.)

Poznamka. V dikazu se uzila jen existence extremélniho bodu. Plné znéni Krein-Milmanovy véty

implikuje, Ze libovolna regulace lze *-slab& aproximovat (kone¢nou) konvexni kombinaci regulaci typu

bang-bang (a tedy kazdé FeSeni lze aproximovat feSenimi, pohanénymi kone¢nou konvexni kombinaci

regulaci typu bang-bang).

Véta 18.9. Necht xo € Jyoo R(t). Pak existuje t* a u*(.) € U takovd, Ze xo % 0, pFicemz cas t*
u* (.

Jje nejmensi mozny, tj. xo & U, R(1).

Dusledek (Vé&t 18.8 a 18.9). Je-li 29 € ;5o R(t), existuje ¢asové optimalni u*(.) € U typu

bang-bang takovi, ze xg ﬁ 0.
uw* (.

Vé&ta 18.10. [Pontrjaginiv princip mazima.] Necht u*(.) € U, xg %) 0, kde t* je optimdini cas.
Pak ezxistuje h € R™ \ {0} takové, Ze

h- eiSABu*(s) = fngllxl] h- eisABle pro s.v. te [0, t*} (185)
nel—1L,1]™

Poznamka. Uvedena véta je typickym piikladem nutné podminky extrému: na prvni pohled neni
ziejmé, pro¢ plati, ani k ¢emu je uziteéna. V konkrétnich ptikladech vSak zpravidla vede k identifikaci
jednoho ¢ nékolika malo kandidat na extrém, mezi nimiz uz snadno rozhodneme.

18.4 Pontrjaginiv princip - obecna verze.

Zavérem budeme uvaZovat obecnou optimaliza¢ni tlohu

a = f(z',u), 1(0) = Zo,
u(.) €U = {u:[0,T] — U msfitelné} ,

. (18.6)
Plu()) = ala(T) + [ ol us) ds.
0
Cilem je najit u(.) € U takové, ze hodnota funkcionalu Plu(.)] je maximalni. V zadani tlohy je T' > 0
dano pevné, na hodnotu x(7") neklademe zadné podminky (tzv. Bolziv problém).

Véta 18.11. [Pontrjaginiv princip — Bolziv problém.] Necht u*(t) € U je lokdini mazimum ilohy
(18.6); mecht z*(t) je piislusné vefeni a necht funkce f = f(z,u), r = r(z,u) a g = g(x) jsou C! na
okoli grafi x*(t), u*(t).

Potom pro s.v. t € [0,1] je

H(™ (2),p"(t), w" () = max H(2"(t), p" (1), m), (18.7)
kde
H(z,p,u) = p" f(z,u) +r(z,u) (18.8)
je tzv. Hamiltonidn a p*(t) € R™ je TeSeni adjungované ilohy
(pT)/ =—V.H(z",p,u") (18.9)
s koncovou podminkou
pT(T) = Vog(x*(T)). (18.10)

Poznamka. Adjungovana rovnice (18.9) po slozkach

B= =l 0 0) - g @ O ), () = 3 (1),

To je linearni rovnice a ma tedy — pro dana z*(t), u*(t) — jediné (AC) feSeni.

Lemma 18.3. Necht 2/ = A(t)z, necht (pT)/ = —pT A(t). Potom p -z je konstantni.
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