16 Carathéodoryho teorie

V celé kapitole I je interval libovolného typu.

Definice. Funkce x : I — R”™ se nazve absolutné spojita, znaéime x € AC([), jestlize pro kazdé
e > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro libovolné disjunktni intervaly (a;,b;) C I plati

dbi—a)<s = Z|f(bi)—f(ai)\<s. (16.1)

3

Funkce x se nazve lokdlné absolutné spojitd, znac¢ime x € ACoc(I), jestlize € AC(J) pro kazdy
kompaktni interval J C I.

Tvrzeni 1. Nechtz € AC(I). Potom 2’ je definovdna skoro vsude v I, ndlei do LY (I) a x(t2)—x(t1) =
f:f x'(s)ds pro vSechna t1,ts € I.

Tvrzeni 2. Necht h € LY(I), to € I. Potom funkce z(t) = ft

i, P(s) ds ndlezi do AC(I); navic ' = h
skoro vsude.

Zmadeni. ) C R"™! je oteviend mnozina s body (t,2) € R x R", Us(tg) = (to — 6,to +J) je interval
v R, Ua(z0) je koule v R™, Q(tg, w0) = Q(to, z0; 3, A) = Us(to) x Ua(z0) je valec v R"* 1. Pro funkce
z=2z(): I — R"znadime grafz = {({,z(t)): t € I} C R"TL

Definice. Rekneme, %e funkce f (t,z) : Q@ — R™ splimje Carathéodoryho podminky, znaéime f €
CAR(Q), jestlize pro kazdé (to, o) € Q existuje valec

Us(to) x Ua (wo) = Q(to, 706, A) C Q(lo. 7030, A) € @
a funkce m € L' (Us(to)) tak, ze
I. pro kazdé x € U(xg,A) je funkce f(.,z) méfitelnd v Ul(tg, d),
II. pro skoro kazdé ¢t € U(tg,d) je funkee f(¢,.) spojita v U(zq, A),

L |f(t,z)| < m(t) pro? skoro viechna ¢ pro viechna = € Q(to, zo; 5, A).

Definice. Necht f € CAR(Q). Funkce x : I — R"™ se nazyva feSenim rovnice
' = f(t,x) (16.2)

v Q ve smyslu Carathéodoryho, jestlize graf z C Q, € ACo.(I) a plati 2’(t) = f(¢,z(t)) pro skoro
viechna t € 1.

Lemma 16.1. Necht f € CAR(Q), = : I — R™ je spojitd funkce a grafz C Q. Potom funkce
t— f(t,z(t)) je v LL (I).

loc

Dikaz. Krok 1: ¢t — f(t,z(t)) je m&Fitelna.
Necht ¢y € I je libovolny bod intervalu I. Vezmeme uzavieny vélec kolem bodu (to, x(to)) lezici v
Q. t.
(to,x(to)) S Ug(to) X UA(.’E()) c Q.

Staci dokézat, ze t — f(t,z(t)) je t¥idy L([to — 6,0 + 9]).
Sestrojme posloupnost 2 (.) funkei, které

e jsou po Castech konstantni,
e konverguji bodové k z(.) na intervalu [ty — d, %o + 9].

Napriklad, miZeme vzit krokové funkce z Riemannovych parcialnich souctu, tj.

eD(t) = 2(t?),t e ¢, 1) = AP, to—d=t{ <. <ty =to+0.

19



S ohledem na spojitost (a tedy stejnomérnou spojitost) funkce z(.) na uzavieném intervalu [tg—d, tg+0],
mizeme piedpokladat, Ze t s;ltp s lz(t) — 20 ()] < Jl tj. 2) konverguje k x(.) stejnomérné (a tedy
i bodové, coz nam stadi). ot

Dale, kazdé funkee f(t,20)(t)) je méFitelna. Opravdu, f(t, 29 (t)) = f(t,m(tg))) prot € A,(Cj), kde
kazda funkce f(t, :z:(t,(gj >)) je méfitelna diky vlastnosti I Carathéodorzvské funkce. Funkce f(t,z()(t))
je tedy méFitelna jako po ¢astech méfitelna funkee (ostatné vyplyva ze vzorce spojujiciho vzory libo-

volného intervalu J € R, tj. (z())~1(J) = U(m(j))&i])(.]))).

Nakonec, mame ze f(t,20)(t)) — f(t,2(t)) skoro viude na [ty — &, %o + 0] (coz plyne ze vlastnosti
IT Carathéodorzvské funkce: pro skoro vSechny ¢asy, funkce f je viude spojita jako funkce prostorové
proménné). Pak, f(¢,z(t)) je méFitelna.
Krok 2: f(t,x(t)) je lokalné& integrovatelna. To plyne z véty o integrovatelné majorants, protoze
méame |f(t,z(t))] < m(t). Pak f(t,z(t)) je t¥idy L'([to — J,t0 + d]).
O

Lemma 16.2. Necht f € CAR(Q), z : I — R"™ je spojitd funkce a grafz C Q. Potom z je FeSenim
(16.2) ve smyslu Carathéodoryho, pravé kdyz

to

x(te) —x(t1) = f(s,2z(s))ds (16.3)

t1

pro vSechna t1,ty € I.

Dikaz. @ Zde pouzivame piedchozi lemmu 16.1 a vlastnosti absolutné spojitych funkeci.

@ Zde pouzivame jen vlastnosti absolutné spojitych funkci.

|

Poznamka. Na zakladé uvedené integralni formulace se (analogicky ke klasické teorii) mize rozvi-
nout teorie AC (“Carathéodoryho”) feseni: lokalni existence, podminky jednozna¢nosti, maximalni
feSeni, spojita zavislost na pocateéni podmince, atd. Zde se omezime na jistou variantu Picardovy
véty, zahrnujici dokonce globalni existenci a spojitou zéavislost na datech rovnice.

[777: 6] Muze se stat, ze funkce f1, fo se rovnaji skoro viude, ale f; € CAR(Q), kdyz fo ¢ CAR(Q)?
[777: 7] Necht f1 € CAR(QY), fo € CAR(Q), a funkce f1 a fa se rovnaji skoro viude v €. Je pojem
feseni pro ODR1 2’ = f1(t,2) a ODR2 2’ = fa(t, x) stejuy nebo ne (tj. plati-li, Ze pokud z(.) je FeSeni
v Carathéodoryho smyslu rovnici ODRI, pak z(). je feSeni ve smyslu Carathéodoryho rovnici ODR2
a naopak)?

Véta 16.1. [Zobecnénd Banachova véta.] Necht A je metricky prostory, X je Banachiiv prostor. Necht
D: A XX — X je spojité vici A pro kaZdé x pevné. Necht (klicovy pFedpoklad uniformni kontrakce)
ezistuje k € (0,1) takové, Ze

[@(A\z) — @\ y)llx < kllz —yllx  VA€EAz,yEX. (16.4)
Potom
L pro kaZdé \ € A existuje prdvé jedno x(\) € X takové, ze ®(\, z(N\)) = z(N),
II. zobrazeni X\ — x(X) je spojité,

oL |y —2(\)|lx < (1 =&)Yy — 2\ 9)|lx pro VA € A,y € X.

Diikaz. 1. Vezmeme A € A libovolné ale pevné a libovolné zy € X. Definujme posloupnost bodut
zj+1 = ®(\, z;). Posloupnost {wj};il je Cauchyovska, jak plyne z

1 — 25l = 2N 25) — o\ -1l < sllz; — 2j-a] < - < W lwy — o]

a z odhadu (pro j < k)

k—1 k—1 .

KJ

lzj = zkll <D Ny — zpiall < Y wPller — ol < T llzo =zl (16.5)
p=J p=J
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Pak existuje limita lim z; = z*.
j—o0

Dale, je snadno ovérit, ze
e (N, z*) = z* (opravdu, mame z;1; = ®()\, ;) a pokud posleme j — oo, dostaneme z* =
®(A, lim 2;; zde pouzivame spojitost ® vzhledem k druhé proménné).
J—00
o jednoznacénost: pokud y* = ®(A,y*) je jiné FeSeni, pak ||z* — y*| = [|P(\,z*) — (A, y")]] <
kl|lz* — y*||, coz vzhledem k tomu, Ze 0 < k < 1, je moZné pouze v p¥ipadg, ze ||z* — y*|| = 0.

III. Pouzijeme odhad (16.5) s j = 0, a posleme k — co. Mame

1
lzk = oll < 7= llzr = @oll,  apak [|lz(A) —zoll < T——II®(} z0) — zoll.

— K

II. Vezmeme posloupnost parametri \; konvergujici k g, tj. A\; — Ag. PouZijeme pfedchozi odhad
sxo=x(Xo), A=Aj:

I20) ~ 200)]| € T2, 200) — 200)]

a posleme j — co. Pak ®(\;, z(Xg)) = ®(Xo,z(Ao)) = z(Xg) (zde jsme vyuZili spojitost & vici prvni
proménné), takZe prava strana konverguje k 0, a pak i leva strana konverguje k 0. O

Vé&ta 16.2. [Zobecnénd Picardova véta.] Necht I = [0,T] je omezeny interval, I x R* C  C R™
otevrend mnozina, funkce f € CAR(Q) spliiuje zobecnénou LipSitzovskou podminku: ezistuje m €
LY([0,T)) tak, ze

[ft ) — fty)| <m(t)|x —y| pro skoro viechny t € I a vSechny x,y € R™.
Pak pro Vxg € R existje jediné Carathéodoryvské feseni diferencidlni rovnice ' = f(t,x) s poddtecni

podminkou x(0) = xzg, a navic TeSeni zdvisi spojité na poddteéni podmince v ndsledujicim smyslu:
zo; — o implikuje z;(t) = x(t) v I, kde x; respektive x jsou TeSent piislusnd k zoj;, xo.

Diikaz. Vezmeme ve Vété 16.1
A=R"={z9: 20 € R"} metricky prostor poc¢ate¢nich podminek,

pak Banachtv prostor funkci
X =C([0,T],R™)

S normou
Ifllx = sup [f(t)e "],
te[0,T)

kde L > 0 je zatim neznamé konstanta, kterou zvolime pozdéji, a nakonec definujeme funkci
t
(@ OO =20+ [ 5,25
0

Ovéime, Ze ¢ je spojité a Ze je kontrakce. Necht x,y € X, xo,50 € A a oznalme T = ®(z0,2),
¥ = ®(yo,y). Mame

z(t) = y(t) = x0 — yo +/0 (F(s,2(s)) = f(s,9(s)))ds,

ds <

18(6) — 5(0)] < |0 — w0l + / F(s.2(5)) — F(s,u(s))

lzo — ol +/O m(s)|x(s) — y(s)|ds.

—Ls

Déle, vynasobime €len z(s) — y(s) pomoci e a odhadneme ho pomoci ||z — y||x :

Z(t) = y(8)] < [zo — wol +/ m(s)e™ - e la(s) —y(s)| ds
0 —_—————

<lz—yllx

t
< Lo — yol + 1z — llx - / m(s)eF ds.
0
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Ted pouzijeme trik s teorie miry: funkei m lze zapsat jako m(t) = mq(¢) +ma(t), kde fOT Imy(t)|dt < 3

a |ma(t)] < K pro Vt € [0, T] pro n&jaké K > 0. Vynasobime nagodhad e~*. Pak
¢ ¢

e M (t) — ()] < lao — wol e:f +w — yllx - /0 Ima(s)| eL(:l—ﬂ ds+||z —ylx - /0 Ima(s)| LD ds .

<

ol

<

==

Zvolime ted I = 3K, a vezmeme supremum levé strany pres vSechny ¢ (prava strana na ¢ uz nezavisi).

[ (20, 2() = (g0, y( Nl x < |20 — vol + ;Hx(.) —y()lx-

Odsud dostavame spojitost, a vezmeme-li yo = xg, dostavame kontrakce.
Spojita zavislost na po¢ateéni podmince pak plyne z vlastnosti II Véty 16.1. O

Priklad. Linearni rovnice
' = A(t)x + b(t), (16.6)

kde A(t) : [0,T] — R™" b(t) : [0,7] — R" jsou L' funkce. Ziejmé predpoklady Véty 16.2 jsou
splnény (volme £(t) = [|A(¢)]]).
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