15 Poincaré-Bendixsonova teorie.

Druhym nejjednodusim typem feSeni po stacionarnich FesSenich jsou periodicka feSeni. Otézka mozného
poctu izolovanych periodickych feSeni je tématem 16. Hilbertova problému, coZ je obecné stale
otevieny problém. V této kapitole se zabyvame otazkou existence periodickych fegeni v RZ.
Upozornéni: vysledky této kapitoly neplati pro R™ s n > 3.

Tato kapitola se zabyva vyluéné hladkymi, rovinnymi dynamickymi systémy. Presnéji feceno, plati
nasledujici

Umluva. V celé kapitole Q C R? je oblast (tj. oteviena, souvisla mnozina), f(z) : @ — R? je
tridy C* a ¢ = p(t,z) je dynamicky systém, p¥islusny k rovnici (13.1). Piedpokladame, Ze o(t,z) je
definovano pro kazdé t > 0 a xz € Q.

Opakovani. MnoZina v se nazve kiivka, jestlize v = ([a,b]), kde 1 je spojité a prosté v [a,b].
Pokud v je spojité v [a, b], prosté v [a,b) a ¥(a) = ¥(b), nazyva se v = ¥([a, b]) Jordanova kFivka.

Ziejmé (periodicky) orbit, pfesndji mnozina {¢(t,z¢) : ¢ € [a,b]} je (Jordanova) kiivka.

Jordanova vé&ta: V roviné plati Jordanova véta: je-li v C R? Jordanova kiivka, pak disjunktné
R? = Q1 U~y Uy, kde Q; jsou oblasti, Q1 je omezena, Qs je nomezena.

Definice. Usetka? ¥ C Q se nazyva transverzdla, pokud pro kazdé p € X plati, Ze vektor f(p) neni
rovnobé&zny se X v bodé p.

Nazorné: feSeni protinaji transverzalu pod nenulovym thlem (a nutné v tomtéz sméru). Ziejmé
kazdym nestacionarnim bodem lze vést néjakou transverzalu.

Lemma 15.1. [“0 flow-bozu”] Necht ¥ C Q je transverzdla, p € X.. Potom existuji U D U okoli bodu
p a ¢islo A > 0 takové, Ze kazdé ieSeni, spliiujici z(0) € U :

I neopusti U v Zidném case |t| < A, a

II. protne X NU v néjakém case |t| < A/2.

Poznamka. Kli¢ovou ideou predchoziho lemmatu je konstrukece tzv. “flow-boxu”, coz je (C!-defor-
movany ) “obdélnik” obsahujici p, jehoZ hranici tvofi dvojice FeSeni (protinajicich X) a dvojice transverzal
(rovnobéznych se X).

Dtikaz obrazkem. Podle Véty 13.3 existuje rektifikace g téidy C!, ktera prevadi kiivodaré trajektorie

na piimocaré trajektorie. Pro pfimocaré trajektorie vezmeme oblast g(U) s délkou pétkrat delsi, nez

je délka oblasti g(U) C g(U).
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Lemma 15.2. [“0 monotdnni posloupnosti”’] Necht ¥ C Q je transverzdla, necht p € Q. Potom
priseciky v (p) a X tvori monotonni posloupnost. Podrobnéji: pokud t1 <tz < t3 a @(t;,p) € X, tak
bud

I Qo(tlvp) = w(t%p) = Qo(t3,p)7 nebo
II. bod @(ta,p) lezZi strikiné woniti dsecky s krajnimi body ¢(t1,p) a ¢(ts,p).

27j. kiivka s afinni parametrizaci.
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Diikaz: obrazkem. Vezmeme Jordanovu kiivku v tvofenou kifivkou z(.) pro Casy t € [t1,l2] a pIi-
modcarou tseckou spojujici bod x(t1) s bodem x(t2), tj. v = {x(t): t € [t1,t2]} U [z(t1), 2 (t2)]. Necht
) je omezena oblast ohrani¢ena Jordanovou kiivkou 7. Body z(t) s Gasy t € (t2,t3) lezi v oblasti
a kdyby bod z(t3) lezel na tseku [z(t1),z(t2)], pak by pro t > t3 bod z(t) opustil by oblast Qy, coz
bylo by v rozporu s definici transverzaly (opravdu, nékdy mezi body x(t3) a z(¢;) nasli bychom bod
z(t), ve kterém transverzala ¥ neni kolma s a/(t) = f(t)).

Lemma 15.3. Necht' ¥ C Q je transverzdla, necht p € Q. Potom w(p) NY obsahuje nejvyse jeden bod.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze jsou dva body y # z lezici v praniku w-limitni mnoziny w(p) a
transverzaly ¥, tj. y,z € w(p) N X.

Z definice w-limitn{ mnoZiny najdeme posloupnosti ¢asu tx, si tak, Zze z(ty) — y,x(sk) — 2. Bez
djmy na obecnost miizeme predpokladat, ze ¢, < si < ti+1 pro viechny k € N.

Z lemmy 15.1 o flow-boxu existuji okoli U,V
bodii y, z, UNV = 0, tak, Ze pokud () lezi v U, u
pak existuje Cas t) blizko t; takovy, ze x(t},) lezi
na transverzale X. Podobné z(s}) € XN V.

Z blizkosti t a t},, resp. sp a s, mame, Zze
ty, < s}, < t,,. To je ale spor s lemmou 15.2 o v
monoténni posloupnosti.

Véta 15.1. [Poincaré-Bendizson.] Necht pro p € Q je v+ (p) relativné kompaktni v Q a necht w(p)
neobsahuge staciondrni bod. Potom w(p) =T, kde T je orbit (netrividlniho) periodického Tesent.

Diikaz. Vime, Ze p € Q, Ze v+ (p) je kompaktni a Ze w(p) neobsahuje stacionarni bod. Chceme dokazat,
7e w(p) =T je periodicky orbit. Zvolme n&jaky ¢ € w(p) (podle Véty 13.1, w(p) # 0).

Krok 1. DokaZeme, Ze g € T', kde I' je né&jaky periodicky orbit. Mame, Ze w(q) C w(p). Zvolme
libovolné xy € w(q) a provedeme pies néj né&jakou transverzalu ¥, tj. xzo € ¥ (to mizeme udélat,
protoZe xp € w(q) C w(p) a w(p) neobsahuje stacionarni bod, a pak x neni stacionarni bod). Z definice
w-limitni mnoZiny najdeme posloupnost ¢ast t; — oo takovou, ze ¢(tx, q¢) — xo. Pro dostatecné velké
ty (tj. pro k > ko pro né&jaky ko) z lemmy 15.1 o flow-boxu plyne, Ze existuji ¢asy t}, blizko 5 takové, ze
¢(ty,,q) € . Pak z lemmy 15.3 plyne, ze ¢(t},) = ¢(t},1) pro véechny k > ko. Tedy xzo = ¢(t},,q), k >
ko, a pak 4 (q) = v(¢q) =: T je periodicky orbit (také mame, ze t}_ | —t} =t o — ;4 pro k > ko,
ale to nepotiebujeme). Je lehce rozmyslet, ze w(q) = v(q) = v"(q).
Krok 2. Chceme dokazat, 7e w(p) = T, neboli %e w(p) neobsahuje nic jiného nez I'. Pro spor
predpokladejme, Ze mnozina Z := w(p) \ T’ # 0 neni prazdna. Mnozina w(p) je souvisla, pak jeji ¢asti
I’ a Z nejsou oddéleny. Pak existuje posloupnost bodt py € Z takova, Ze dist(pg, ') — 0 pro k — co.
Bez tjmy na obecnost mtzeme predpokladat, ze pr, — z € I
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Z lemmy 15.3 o flow-boxu plyne, Ze pro dostatetné velké indexy k existuji body pj. € v(px) blizko
bodu pj, tak, ze p) € X. Na jinou stranu, p) € w(p) (opravdu, p € Z C w(p) a z invariantnsoti
omega-limitni mnoZiny plyne, Ze vy(px) C Z), a pak z lemmy 15.3 o jedine¢nosti priiseciku plyne, Ze
protoze zg € I' C w(p) a xg € X, pak pj, = x¢. Ale odsud pi € v(p},) = v(xo) = T, spor s volbou
Dk € Z. 0

Véta 15.2. [Bendizson-Dulac.] Necht Q C R? je navic jednoduse souvisld a necht existuje C' funkce
B(z) : @ — R takovd, Ze div(Bf)(x) > 0 skoro vsude v Q2. Potom rovnice (13.1) nemd v Q (netrividlni)
periodické Tesend.

Véta 15.3. 2 Necht ¢ dynamicky systém v Q C R? md nejuyse konecnyj pocet staciondrnich bodui.
Potom pro kazdé p € Q je w(p) bud

1. jednobodovd, nebo
1I. periodicky orbit, nebo

III. konecnd mnoZina staciondrnich bodi + sjednocent orbiti, tyto body spojujicich.

Priklad na pouziti Poincaré-Bendixsonovy véty. Uvazujme soustavu

=z —y— a3,
y=v+y—y’.

Pro funkci V(z,y) = $(2* + y*) méme

Viz(t),yt) =z —y—a>) +yz+y—v°) =22 + 9 — (a* + %)

co% je mensi nez nula pro velké R? = 22 + y?. Pak w(p) je relativné kompaktnim (tj. omezenym) pro
libovolny bod p € R2.

Zijistime existenci stacionarnich boda. Ziejmé (0,0) je stacionarni bod. Ovéfme, Ze nejsou zadne
jiné. Vynasobenim prvni rovnice —y (relativng z), druhé rovnice x (relativngé y) a seftenim dostaneme
22 + 9% + 23y — 29® = 0 a relativné 2% + y? — (2% + y?) = 0. Odsud 23y — zy> + 2* + y* = 0 nebo
A 422 —241=0proz= % ZvaZovanim piipadd z > 1,z € (0,1),2z € (—1,0), 2 < —1, najdeme, Ze
ten polynom nemé realné feseni.
1
1
tj. ReA1,2 > 0, odkud plyne, Ze (0,0) ¢ w(p) (toto miZzeme zjistit i pifmo z derivaci %V (2(t),y(t)),
ktera je kladna pro malé 22 + y?).

Predpoklady Poincaré-Bendixsonovy véty jsou ovéfeny, pak existuje periodické feSeni.

. . . -1 .
Déle, linearizace v pocatku vede na matici A = ( 1 ), ktera ma vlastni ¢isla A\ o = 1 %1,

3Bez diikazu.
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