14 La Salleho princip invariance
Opakovani. Mgjme otevienou mnoZinu Q C R”, funkci f : @ — R™ a rovnici (13.1) 2/ = f(x).
Necht zg € Q je stacionarni bod (ekvilibrium, singularni bod).

e bod z je stabilni, pokud z toho, ze |z(0) — x| je malé, plyne Ze |x(t) — x| zlstava malym pro
véechny ¢ > 0.

e bod z¢ je asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a navic |z(t) — zg| — 0 pro t — +o0.
Véta o asymptoticke stabilité (nestabilité): definujme matici A = V f(zo). Potom

e pokud VA € o(A) : Re A < 0, pak z( je asymptoticky stabilni;

e pokud 3\ € o(A4) : Re X > 0, pak x( je nestabilni.

Ta véta nepokryva ale vSechny moznosti. DAIS{ nastroj na urceni stability je Ljapunovské funkce: bez
tjmy na obecnost xg = 0, U je okoli 0, V(z) : U — [0,+0c0) je spojita funkee spliwjici

1. V(0) =0a V(x) > 0prox € U\ {0} (je pozitivni definitni);
2. zobrazeni ¢t — V(x(t)) je nerostouci pro v8echny x(t) feseni rovnice (13.1) v U.
Potom
e pokud existuje ljapunovska funkce, pak bod x( je stabilni;
e pokud existuje ljapunovska funkce V' a jeji orbitalni derivace 1% je negativné definitni na U, pak

bod xg je asymptoticky stabilni. Zde orbitalni derivace je definovana takto:

Definice. Pro C! funkci V : Q — R definujeme orbitdlni derivaci (vzhledem k systému (13.1)) jako

Vi(z) =VV(2)- f() =) —(@)f;(x), VreQ

Plati: V; < 0 v , pravé kdy# pro libovolné FeSent z(t) rovnice (13.1) v Q je t — V(z(t)) nerostouci
funkce.
Priklad. Tlumené kmiténi kyvadla se da popsat pomoci rovnice

2" + q(2') + sin(x) = 0,

kde ¢ je tlumeni, ¢(0) = 0, ¢(y)y > 0 pro y # 0, a x je odchylka od ekvilibria (rovnovahy). Pro malé
odchylky x mtZeme sin x nahradit x, dostaneme pak rovnici 2" + q(z') + x = 0.

Linearizace. Prevedeme tuto rovnici na soustavu rovnic prvniho fadu,

' =y,
y =—x—q(y).

Za predpokladu hladkosti funkce ¢ gradient se rovné

V@ Y)lamo,y=0 = (—01 —q}(y>>

B ( 0 1)
z=0,y=0 -1 a)’

kde a = —¢’(0) > 0. Charakteristicka rovnice je A(A — a) + 1 = 0, a vlastni ¢&isla (hodnoty) jsou
A=gE4/-1+ “7‘2. Odsud, na zakladé linearizace, pfijdeme k nasledujicimu zavéru:

e pokud a < 0, pak mame asymptotickou stabilitu,

e pokud a = 0, nic nevime.

Ljapunovska funkce 1. Definujme V(z,y) = 3(2* + y?), pak V =z +yy = —yq(y) <0,
coz je nekladné, ale neni negativni definitni funkce (opravdu, miZze se rovnat 0 pro nenulové dvojice
(z # 0,y =0)). TakZe méame stabilitu, ale nemiizeme nic Fict o asymptotické stabilité.

1
2

e. Spocteme orbitalni derivaci’: Vo = za’ 4+ yy' + e(a'y + /) = — ((q(y) — ey)y + ex® + exq(y)) . Za
predpokladu dostate¢né hladkosti funkce ¢, rozvinutim funkce ¢ v Taylorav rozvoj v nulovém bodé
lze tkazat, e orbitalni derivace Vs pro dostatetné malé e > 0 je negativné definitni na né&jakém okoli
nuly, pak ziskdvame asymptotickou stabilitu nulového feSend.

Ljapunovska funkce 2. Upravime predchozi funkei, Va(z,y) = %mg—&— y?+exy, s néjakym malym

Avsak dalsim néastrojem, ktery obcéas muZzeme pouzit ke zkoumani stability, je nasledujici La
Salleova véta.



Véta 14.1. [La Salle.] Necht (¢, ) je dynamicky systém, urceny rovnici (13.1). Necht existuje funkce
V(z): Q — R tiridy C, zdola omezend a konstanta £ > 0 takové, Ze mnoZina

Q={xecQ: V(iz)<}

je omezend a necht konecné Vf <0 v Qy. Oznacéme ddle
Rz{mEQZ:szo}, M={yeR: ~v(y) C R}.
Potom pro kazdé xo € Qp je w(xzg) C M.

Komentar. M je nejvétsi invariantni podmnozina R. Zavér (s ohledem na Vétu 13.2 vyse) fika,
ze kazdé TeSeni v )y se blizi k M pro t — +o00. V aplikacich casto M je jednobodova a La Salle
princip zarucCuje asymptotickou stabilitu v situacich, kdy nelze pouzit ani princip linearizace, ani
Ljapunovskou funkci.

Pouziti La Salleové véty na tlumené kmitani. Poiad méme funkci V(z,y) = 1(2? + 3?) a
orbitalni derivaci V = —q(y)y. Vezmeme déle konstantu £ = %, pak mnozina €2, je kruznice o poloméru
1 se stiedem v podatku, Qy = {(z,y) : 22 + y* < 1}. Mnozina R = {(z,y =0): -1 <z <1}, ajen
bod (0,0) dava feseni ktera zistavaji v R, takze M = {(0,0)}. La Salleova véta nam fika, ze bod
(0,0) je jedinym w-limitnim bodem, coZz na zakladé stability implikuje asymptotickou stabilitu.

Dikaz La Salleovy véty. Krok 1. Necht zo € ;. Oznaéme z(t) = ¢(t,2¢) TeSeni s pocétecni
podminkou z(0) = zo. Mame 4V (2(t)) = Vy(x(t)) <0, pak V(z(t)) < V(2(0)) < £, z &eho plyne,
7e z(t) € p pro Vt > 0, neboli z(t) neopusti mnozinu ;. Dale, V(z(t)) je klesajici funkce a V(.) je
zdola omezena, z ¢ehoz plyne Ze existuje kone¢na limita pro ¢ jdouci k plus nekoneénu,

Etl}rgloo V(z(t)) =ceR.
Ted, pro kazdy w-limitni bod y € w(zg) existuje posloupnost ¢ast t; — +oo takova, ze z(t;) = y, a
pak z Heiného véty a ze spojitosti funkce V dostavame, Ze

c= lim V(x(t)) = lim V(x(t;)) = V(y),

t——+oo Jj—o0

coz znamena, ze funkce V' je konstantni na celém w(xy).

Krok 2. Necht yo € w(zg) je ngjaky w-limitni bod bodu zg. Oznafme y(t) = @(t,yo) TeSeni s
pocatecni podminkou y(0) = yo. MnoZina w(x) je invariantni, pak cela trajektorie v(yo) lezi v w(xg),
tji. v(yo) C w(xp). Z kroku 1 plyne, ze V7 € R je V(y(7)) = ¢ a tudiz %V(y(T)) = Vi(y(r)) = 0.
Takze ukazali jsme, Ze y(7) € R a pak yo € M. O

[?77: 4] Poznamka. Pro¢ pro n&jakou trajektorii z(.) nemize nastat situace znédzornéna na obrézku?
V tom p¥ipadé by bylo —1 = Vy(x(t;)) —— V¢(v0), a pak by yo nelezelo ani v mnoziné R.
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