13 Uvod do dynamickych systémi

Definice. Dynamickym systémem (d.s.) rozumime dvojici (¢, 2), kde Q C R” je oteviena mnoZina
ap=optz): RxQ— Q jezobrazeni, spliiujici

I. ¢(0,2) = pro Vz € €,
IT. o(s,(t,x)) = p(s+t,z) pro Vs,t € R,z € Q (semigrupova vlastnost),

III. (t,z) — @(t,x) je spojité.

V uvedené definici muze byt €2 libovolny topologicky prostor; nas vSak budou zajimat vyluéné
hladké dynamické systémy v 2 C R”, kde (2 je oteviena mnozina.

Poznamka. V definici dynamického systému piedpokladame, ze (., xo) existuje pro vSechny casy
t € R. Tuto definici lze zobecnit tak, Ze pro kazdy xy muzeme vyzadovat jen néjaky interval cast
(t1(x0), ta(xo)), pro které ¢(.,x0) je definovano.

Priklad. Je-li Q C R™ oteviena, f = f(x) : Q — R™ t¥idy C', pak p(t,z0) := x(t), kde x = x(t) je
feSeni tlohy

o' = f(z), z(0)= =g (13.1)
je dynamicky systém tiidy C'. Tento piiklad je kanonicky v tom smyslu, Ze naopak kazdy hladky
d.s. v R™ vznikne jako “Fesici funkce” jisté rovnice typu (13.1).

Priklad. UvaZzujme rovnici 2’ = 2% s po¢ateéni podminkou x(0) = x¢ > 0. Vydélime obé& strany z2
a zintegrujeme:

xo
Definujeme dynamicky systém
x
p:(t,xo) — ﬁ, txy < 1.
—txo
Zkontrolujeme semigrupovou vlastnost:
o(t, o) T teo Zo
s,o(t,xo)) = = = .
(s, ¢t 20)) 1—=sp(t,zo) 1—-s7%h- 1= (t+s)zo
Piiklad. UvaZujme soustavu 2/ = Az, kde A € R"*" je konstantni matice. Regici funkce je

At

©(t, z0) = e?txo, semigupova vlastnost je vysledkem rovnosti e(t+s) = gAteAs,

Definice. Necht (¢, Q) je dynamicky systém. Pro xg € M definujeme
e pozitivni orbit (dopiedny orbit) v (xg) = {p(t,z0) : t >0},
e negationi orbit (zpétny orbit) v~ (xo) = {@(t,zo) : t <0},

e orbit (uplng orbit) v(xo) = {@(t,x0) : t € R}.

Definice. Mnozina M C () se nazve

e pozitivné (dopiedné) invariantni, jestlize ¢(t,x) € M pro V¢ > 0,z € M (jinymi slovy, pokud
Vg € M : ’}/(JZQ) S ]\4)7

e negativné (zpétné) invariantni, jestlize o(t,z) € M pro Vt < 0,z € M (jinymi slovy, pokud
Vao € M :y*(20) € M),

o (iplné) invariantni, jestlize ¢(t,x) € M pro Vt € R,z € M (jinymi slovy, pokud Vzo € M :
v(x0) € M).

Jednoducha pozorovani: pozitivni/negativni/aplny orbit je pozitivng/negativné/uplné invariantni.
Mnozina M je pozitivné/negativné/tplné invariantni, pravé kdyz pro kazdé xo € M je v* (o) resp.
v~ (zo) resp. y(xo) ¢asti M.



Definice. Necht (¢, Q) je dynamicky systém. Definujeme w-limitni mnoZinu bodu xy € 2 jako
w(ze) ={y € Q: Ity = +oo t.z. (tx,z0) = y}.
Podobné definujeme a-limitni mnozZinu jako

afxg) ={y € Q: Ity - —o0 t.Z. o(tg,x0) = y}.

Poznamka. Lehce se nahlédne, ze
YyEw(my) <=VVe>0VT >0t >T: |y—p(t,z)| <e,
tedy
YyeEQ\w(o) <= 3>0IT >0Vt >T: |y —p(t,zo)| > ¢,
neboli w(zg) obsahuje v tomto smyslu pravé viechny body, které jsou vyznamné pro ¢(t, xg) pro velka
t> 0.
Lemma 13.1. w(zo) = (,5o7"(¢(1,20)) ,  a(zo) =, <07 (¢(7,20)) -
Driikaz. Staédi provést dikaz pro w, pro « je to podobné.
“C”. Necht y € w(xg), pak chceme ukazat, Ze pro kazdy 7 > 0 plati, ze y € v (p(7,20)). VSimnéme
si, ze
T (p(r20)) = {s 20 @(s,0(1,20))} = {5 2 0: (s +T,20)} = {5 > 70 : (s, 20)} -

Z definice w-limitn{ mnoziny mame, Ze 3t — oo takova, Ze p(tk,xo) — y. Necht 7 > 0 je libovolné
pevné ¢islo. Pak zacinajici z néjakého indexu, vSechny prvky posloupnosti t; jsou vétsi nez T a potom
o(tg, o) lezi v v 1 (o(7,70)), a pak limitni bod posloupnosti (i, zo) lezi v uzavéru v+ (p(r, zo)).
Mame dokazéano inkluzi.

“>”. Necht Vk € N plati, ze y € vt (p(k,x0)) = {s>k: ¢(s,x0)}. Pak It > k takovy, Ze
p(e(ti,z0),y) < 7 (zde, p je vzdalenost), z Eehoz plyne, ze klim o(tg,x0) = y, neboli y € w(xg).
—00

Mame dokazanou druhou inkluzi, coz dokoncuje ditkaz. 0

Poznamka. Prfipomenime, Ze mnozina M je souvisld, jestlize neexistuji disjunktni oteviené mnoziny
G, H takové, ze M C G UH, pricemz G N'H # (). Dale plati, Ze interval je souvisla mnozina, a spojity
obraz souvislé mnoziny je opét souvisla mnozina.

Véta 13.1. [Viastnosti w(xg).] Necht (¢,Q) je dynamicky systém, xo € Q. Potom
1. w(xg) je uzaviend a invariantni,
2. je-li v (xo) relationé kompaktni, je w(xg) neprizdnd, kompaktni a souvisld.

Diikaz. 1. Z lemmy 13.1 plyne, Ze w(zg) je uzaviend (jako prinik uzavienych mnozin). Dale,
podivejme se na invariantnost. Necht y € w(zg) a 7 € R. Chceme zjistit, zda ¢(7,y) lezi v
w(xg). Mame

Jty, — 400 @(ty, o) = y.
Dale,

[spojitost ¢]
—_—

p(tk +7,20) = (7, p(tr, o)) o(7,9),

k—o0

neboli na posloupnosti {t; + 7};-, funkee ¢(.,zo) konverguje k o(7,z0), pak ¢(7,y) € w(xo).

2. relativni kompaktnost y*(zg) v R™ znamena, Ze jeji uzavér je omezeny. Totiz to znamena, Ze
posloupnost {p(ty = k,z0)} 5, je relativné kompaktni, neboli Ze miZzeme zvolit konvergentni
podposloupnost, z ¢ehoZ plyne Ze w(zp) je neprazdna mnozina. Déle, z omezenosti a uzavienosti
v R™ plyne kompaktnost w(zxg).

Kone¢né, podivejme se na souvislost, coZ znamend, %e pokud mnoZina w(xg) leZi v disjunkt-
nim sjednocenni dvou otevienych mnozin, jedna z téch mnozin musi byt prazdna. Pro spor,
predpokladejme Ze mnoZina w(zg) C AU B, A, B jsou oteviené a neprazdné. Zvolime néjaké
y €w(xg)NAaz e w(xg) N B. Mizeme tedy najit posloupnost tp — oo takovou, Ze to € A,
tog+1 € B (opravdu, najdeme posloupnost na které o(.,xq) konverguje k y. Ackoli y € A a
mnozina A je oteviena, pak zacinajici z néjakého indexu vSechny prvky té posloupnosti budou
lezet v A). Pak muZeme najit ¢} € (tor,tor+1) takovy, ze ¢(t,,z9) € C := R"\ (AU B).
Mnozina C je uzaviena (jako dopliék oteviené mnoziny A U B), a pak z omezené mnoziny
{o(t),,z0)} e, C C miZeme vybrat konvergentni podposloupnost; jeji limita bude lezet v v
w(zg) a v C (zde pouzivame kompaktnost C Nw(xg)), coZ je spor s definicemi mnozin A, B (s
tim, Ze w(zg) C AU B).

O

[777: 1] Najit chybu v dikazu a nabidnout jak ji opravit.



Poznamka. Pfedpoklad relativni kompaktnosti je podstatny, viz obrazek:

KomentafF. Situace na obriazku nemiZe nastat: z(t;)
pokud yo € w(xo), pak cela trajektorie y(yo) lezi (1)
v w(zo), tj. Y(yo) € w(xo).

T

Véta 13.2. Necht (p,Q) je dynamicky systém. Potom:
1. w(xg) = {2z}, prdvée kdyz o(t,xo) = z pro t — +oo.

2. obecnéji, pro K C Q kompaktni plati: 0 # w(wg) C K, prdvé kdyZ dist(p(t,zo), K) — 0 pro
t — +o00.

Diikaz. [?777: 2] Dukaz je uloha na zapocet. O

Definice. Dynamické systémy (¢,2) a (¢, 0) nazveme topologicky konjugované, jestlize existuje
homeomorfismus h : Q@ — © takovy, ze h(p(t,x)) = (¢, h(x)) pro kazdé t € R,z € Q. Ekvivalentns,
o(t,.) = h=Low(t,h(.)) pro kazdé t.

Poznamka. Topologickd konjugace zachovava podstatné rysy dynamickych systémi: stacionarni
body a jejich stabilitu; periodické orbity; w-limitni mnoziny, atd.

Poznamka. Existuji obecnéjsi definice topologické konjugace, pro které se ¢asy v obou dynamickych
systémech nemusi shodovat.

Véta 13.3. [O rektifikaci.] Necht Q@ C R™ je oteviend mnoZina, f € CY(Q), T € Q, f(Z) # 0. Pak
existuje V okoli T, W okoli 0 € R™ a difeomorfismus g : V — W takovy, Ze x(t) je TeSeni rovnice
(13.1) ve V, prdvé kdyz y(t) = g(x(t)) je TeSeni rovnice

y = (13.2)

ve W. Jingmi slovy, dynamické systémy urcené rovnicemi (13.1) a (13.2) jsou na prislusnygch okolich
topologicky (dokonce C*) konjugované.

Diikaz. Ozname ¢ a 1) respektive fesici funkce pfislusné rovnicim (13.1), (13.2).

Krok 1. Bez ujmy na obecnost =0 a f1(0) # (Y25 -y Yn)
0. Zvolime dostate¢né malé okoli W bodu 0 € R"
a definujme

z(y1)
G:WB(y17y27"'uyn)H@(y17(07y27"'yn))7 -//
9 =Pyr———----- Y

a oznatme V = G(W).

Takze, G(y1,y2,.-.,yn) = z(y1), kde z(.)
je FeSeni (13.1) odpovidajici pocateéni podmince
r(y1 =0) =20 = (0,92, -, Yn)-

U1



Krok 2. Najdeme VG(0). Mame

26
oy

= f(2(1)ly=o = £(0).

y=0

Tady jsme pouzili, Ze (., z¢) je TeSeni (13.1) a tedy % = f(e(t, x0))-
Dale,
oG

Ay

_ 8G(an27 e »yn)
y=0 Oy,

(anz, s ayn)T

y=0 ayk y=0

= €k,

kde ey je jednotkovy vektor s 1 na k-té pozici a 0 na ostatnich pozicich. Méame, ze

f1000 0 ... 0
voo = | "0 T
f0) 0 L1

je regularni matice, pak z Véty o inverzni funkci existuje dostatetné malé W takové, ze zuzeni G|W
je prosté zobrazeni, a inverzni zobrazeni G~ je t¥idy C'. Oznaéme g := G~1.

Krok 3. Zbyva ovérit topologickou konjugaci. Udélame to ve 2 krocich: v tomto kroku ovérime, ze
pokud y(t) je FeSenim (13.2), pak x(t) := G(y(t)) je FeSenim (13.1), a v pFistim kroku ovéfime opaénou
implikaci.

Necht y(t) Fesi (13.2), pak mame y;(t) = yo1 + ¢, yx(t) = yor. Definujme z(t) = G(y(t)), totiz
y(t) = gl (t)).

Zderivujme z(t) :

o) = fell) _ e ln Qi ) i 30 (1), 0,000 (0)) - 510

= e (1), (0,92(1), ., yn (1)) = F(G(y(1)) = f((t)).

Krok 4. Necht z(t) Tesi rovnici (13.1) s poc¢atetni podminkou x(0) = zq. Definujme y(t) := g(z(t)).
Pak y(0) = ¢g(x(0)), avsak nevime jestli y(.) fesi (13.2) nebo ne. Misto pFimého ovérovani definujme
¥ jako FeSeni rovnice (13.2) s pocateéni podminkou y(0) = g(z(0)). Poté z kroku 3 vime, Ze funkce
Z(t) :== G(y(t)) spliuje rovnici (13.1) a navic v nulovém ¢ase se rovna z(0) = G(y(0)) = G(g(z(0))) =
2(0). Vidime, Ze funkce z(.),Z(.) Fedi stejnou ulohu, a z jednoznacnosti pak se shoduji, z(t) = Z(t).
Odsud mame, ze y(t) = g(z(t)) = g(Z(t)) = y(t) fesi rovnici (13.2).

O

[?2?7?: 3] Poznamka. Krok 4 je tézko ovéfit pfimym vypoctem, ktery vede na

fla(t)) = 2'(t) = %vﬁ(yl(t%(O,yz(t%~~7yn(t))) = f@@®) 1) + U®) - (0,55(8), .-,y (1)),

kde n x n matice U(t) je feSenim rovnice ve variacich U’(t) = V f(z(t)) - U(t) s poc¢ateéni podminkou
U(0) = I,,xn. Porovnanim levé a pravé strany dostaneme jen, Ze

Fla®) - (i) = 1) +UE) - (0,95(8), ...,y ()T =0,

z CGehoZ neni zfetelné, pro¢ by mélo byt v () =1, y;.(t) = 0.

Poznamka. Priedchozi véta znamené, Ze dynamika na okoli nestacionarnich bodu neni pfili§ zaji-
mavé. Nasledujici (jiz t8z8() véta ki, Ze ani na okoli stacionarnich hyperbolickych bodd nevznika
zajimava (tj. nelinearni) dynamika.

Pfipomefime, Ze stacionarni bod rovnice (13.1) se nazyva hyperbolicky, jestlize Re A # 0 pro kazdé A
ve spektru A = V f(zo).

Véta 13.4. ' [Hartman-Grobmanova.] Necht f(z) je C' na okoli xq, kde xq je hyperbolicky staciondrni
bod rovnice (13.1) (neboli f(xo) = 0 a vSechny vlastni ¢isla matice A .=V f(xg) maji nenulovou redlnou
dast). Pak existuje V okoli zg a W okoli 0 € R™ takovd, Ze dynamické systémy, uréené rovnicemi (13.1)
na V respektive y' = Ay na W, jsou topologicky konjugované.

1Bez dikazu.
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