Obyc¢ejné diferencialni rovnice, letni semestr 2023-2024
1 Obycejné diferencidlni rovnice

MOTIVACE:

1. FYZIKA, kmitani pruziny
m-z’ = —kz,

kde m > 0 hmotnost, k > 0 tuhost pruziny, x vychylka, 2’ rychlost, 2" zrychleni.
2. BIOLOGIE, model dravec - kofist, ktery popisuje vyvoj populaci.
d' = adk — jd,
k' =~k — ddk,

kde «, 8,7,9 jsou n&jaké kladné konstanty, d a k jsou dravec a kofist, (bud pocet kusi, nebo
celkova hmotnost dravci a kofisti).

3. EKONOMIE
K = ak —c(t),

kde k je kapital, & > 0 né&jaka konstanta, ¢(t) > 0 funkce spotieby.

Co néas zajimé na diferencialnich rovnicich?
1. Pfesné feSeni (Gasto neumime spocitat).
2. Existence a jednozna¢nost reSeni.

3. Jaké vlastnosti méa feSeni?

Priklady diferencialnich rovnic.
1 ' = 2zyt,
)y =32 -yt
2. 2" + 32"%x — 2cosx = 0.

PREDPOKLADY:
Q C R*"™! oteviena, I C R otevieny interval, |z| = /22 +...+ 22, f:Q — R” spojita.
Budeme studovat systém rovnic

2 = f(t,2) (L1)

DEFINICE. Funkce z : I — R" je feSeni DR (1.1), jestlize
L. Viel (tz(t)e€q,
II. Vt € I  existuje vlastni derivace z/(t),
III. vt e I plati  2/(t) = f(¢, z(¢)).

KOMENTAR: staci jen tfeti vlastnost, obsahuje v sob& implicitné prvni dveé.
POZNAMKA: Typicky (DR) m4 nekoneén& mnoha fegeni. Kdyz pfidame podateéni podminku, to
(ve vétginé pifkladii) dostaneme jediné fegeni.

Lemma 1.1 (o integralni formulaci). Necht Q C R"! otevrend, f: Q — R" spojitd, I C R otevieny
interval, (to,zo) € Q, to € I ax: I — R™ spojitd a takovd, Ze graf x lezi v Q. Pak ndsledujict turzent
jsou ekvivalentni:

L (z,I) je reseni (DR) spliiugict pocdtecni podminku x(tg) = xo.

1I. Vt e I, x(t) = zo + /t f(s,z(s))ds.

Proof. Diikaz jednoduchy. O



Véta 1.1 (Peanova, o lokalni existenci, 1890). Necht Q C R™*! otevrend, f: Q — R™ spojitd a
(to, z0) € Q. Potom existuje 6 > 0 a funkce x : (to — 0,to + 6) — R™, kterd je FeSenim (DR) a spliiuje
poédtecni podminku x(ty) = xo.

Diikaz je zalozeny na ARZELA-ASCOLIHO VETE,

Véta 1.2 (ARZELA-ASCOLI). Necht M C C(K,R"™) (K je kompakt) je mnoZina stejné omezengjch
a stejné spojitych funkci. Pak M je relativné kompaktni v C(K,R™) (se suprémovou normou).

Pripominky.

- relativné kompaktni: uzavér je kompaktni (z kazdé posloupnosti dokdZzeme vybrat konvergentni
podposloupnost).

- stejné spojitych: Vit e K Ve >030 >0Vz(.) e MVr e K: |t—7|<d=|z(t) —a(7)] < e

- stejnd omezenych: 3D > 0Vz() e MVt e K: |z(t)] <D (nebo ||z]|w < D).

* stejnomérna spojitost: Ve >0 30 >0V, 7€ K: [t—7|<d= |z(t) —x(1)| <e.

* stejna stejnomérna spojitost: Ve > 030 > 0Vz(.) e MVt, 71 € K : [t—7| < d = |z(t)—z(7)] < .
* funkce spojita na kompaktu je stejnomérné spojita.

* posloupnost spojitych funkci, stejnomérné konvergujicich k n&jaké funkce, konverguje ke spojité
funkce.

Dikaz Peanovy véty.

1. KROK. Dokazeme pomocné tvrzeni,

"Pokud Q0 = R"*1 a f omezend na Q, pak VT > 0 existuje 7eseni (DR) x : [to — T, to + T] — R"
spriugici poédtecni podminku x(to) = xq."

Krok 1.a) ReSme pomocnou tlohu

xA(t) = zg na [tg — A, 0]; xx(t) :x0+/t flza(s =N, s)ds. (Py)

Krok 1.b) Uvazujme mnozinu M = {xl/nhtoﬂ : [to, T] — R”}neN. Chceme dokazat, Ze tahle
posloupnost se k nééemu blizi, a Ze to néco k ¢emu se blizi splituje integralni rovnici. Odhadneme

lzx(t)] < |zo| + || flloo]T — tol (stejnomérna spojitost),

lzA(t) — xA(s)] = < |Iflleolt — s| (Lip8itzovskost, pak stejnomérna spojitost).

[ s =20

Podle Arzela-Ascoliho véty, mtizeme vybrat konvergentni podposloupnost z,, = x.

Krok 1.c) UkaZeme, ze funkce x Fe3i integralni rovnici. Vime, Ze (ozna¢me si A\, = nik)

xx, (1) :\xg/—i— tf(xxk(s—)\k),s)ds.

to

—x(t) —Zo
???—>f;0 f(z(s),s)

Uvazujme rozdil mezi integraly a odhadneme

[ s = 2.9 = fa(s),9)is| <

[ 1#rts = 0.5) = Fan,(s):5)lds + [ 1 (s),) = Fla(s), )] ds.

1. f je stejnomérné spojita: Ve > 035 >0: |z —y| <d=|f(z,s) = f(y,s)] <e.

2. stejné stejnomérna spojitost: Vo > 0 Jkg VE > ko VI Vs:  |zi(s — Ag) — xi(s)] < 0.
My to chceme s [ = A, takZe mame |z;(s — A\g) — z(s)| < 6.

3. stejnomérna konvergence xx, =2 x: V§ > 0 3ky Yk > k1 Vs |xa, (s) — x(s)| < 0.

Z 1) a 2) plyne odhad pro prvni integral, z 1) a 3) plyne odhad pro druhy integral.
Pak jsme ukazali, Ze x je TeSeni integralni rovnici a tim padem i diferencialni rovnici.

Krok 2. Obecné f, Q.



2 JEDNOZNACNOST RESENTI.

DEFINICE Rekneme, 7e (DR) ma vlastnost

e lokalni jednoznacnosti, jestlize plati: Mame-li 2 feSeni (z,1), (y,J) a to € I N J takove, ze
x(tg) = y(to), potom existuje § > 0, takové ze x(t) = y(t) Vt € (to — 0,tp + 9).

e globalni jednozna¢nosti, jestlize plati: Mame-li 2 feSeni (z,I), (y,J) a to € I N J takové, ze
x(to) = y(to), potom plati, ze z(t) = y(t) vt € I N J.

Véta 2.1. lokdini jednoznacnost je ekvivalentni globdlni jednoznacnosti.

DEFINICE Rekneme, 7e f = f (t,z) je lokalneé lipsitzovska (lipschitzovska) v Q vzhledem k x, jestlize
V(to, o) € 230 >03L >0: VtelUl(ty,0) Y,y € U(xo,9): |f(t,x)— f(t,y)] < Llz —yl.

Véta 2.2. Bud f lokdiné lipSitzovskd v Q vzhledem k x. Pak (DR) md v Q vlastnost lokdlni jednoz-
nacnosti.

Diisledek 2.3 (Lokalni Picardova véta): Je-li f lokalné lipsitzovska vzhledem k = a (to, o) € 2, pak
3§ > 0 takové, ze (DR)+p.p. méa pravé jedno feSeni.

Lemma 2.1. Pokud gTi jsou spojité v Q pro j = 1,2,...,n (znacime f € C*(Q)) pak f je v Q lokdlné
lipsitzovskd vzhledem k x.

Dikaz: pres vétu o stfedni hodnoté.

3 MAXIMALITA RESENI

DEFINICE: Reéer}i (&, 1) nazveme prodlouzenim teSeni (x,1), jestlize I C TaVteI: x(t) = &(t)
(takze © = Z|;r). ReSeni je mazimdlni, pokud nema zadné netrivialni prodlouZeni (rizne od sebe
sama).

Véta 3.1. Necht (z,I) je teseni (DR). Pak (x,I) md aspori jedno mazimdini prodlouzent.

ZORNOVO LEMMA: Bud M libovoln4d neprazdnd mnozina &astecné usporadand relaci "<".
Necht kazdy Fetézec v M je shora omezeny. Pak v M existuje maximalni prvek.

Lemma 3.1. Bud (z,I) 7eSeni (DR), I = (a,b),b € RU{+o0}. Pak TeSeni x lze prodlouzit za bod b,
praveé kdyZ plati zdroven

(1) b < +oo,
(II) 3 lim x(t) (oznacme ji xo), a
t—b—
(III) (b,z9) € Q.

Véta 3.2. [O opusténi kompaktu] Bud (x,I) mazimdini TeSeni (DR). Necht K C ) je kompakt a
dtg € 1, ($(t0),t0) e 0.
Pak

e Jty; > tg, t1 €I takové, Ze (t1,2(t1)) ¢ K, a

o Jiy < to, ta € I takové, Ze (to,x(t2)) ¢ K.

4 Zavislost reSeni na pocatecni podmince a parametrech.

DEFINICE. Bud f v Q lokilng lipsitzovskd vzhledem k z. Resici funket (DR) nazveme funkci
¢ : G CR"2 - R" definovanou piedpisem

p(tito, zo) := x(t),

kde = je maximalni feSeni (DR) spliujici () = xo.



Véta 4.1 (Gronwallowo lemma). Necht g, w jsou spojité nezdporné funkce na I, to € I a K > 0.

NechtVt € I ,

wt) <K + /w(s)g(s) .

Potom ,

wt) < Kex (| [ 90s

to

Lemma 4.1. Necht f je globalné lipsitzovskd vzhledem k x s konstantou L. Necht x a y jsou dva
fesent (DR) na I s p.p. x(to) = xo, y(to) = yo. Pak ¥Vt € I

(1) = y(t)] < |wo — yole™! L,
Vé&ta 4.2. Za predpokladi piedchozi definice (f je lokalné lipSitzovskd) necht
G = {(t,to,xo) € R™2: p(t;tg, x0) je deﬁnovdno}.
Pak G je oteviena a ¢ je spojitd v G.

Véta 4.3. Bud f je tiidy C! vzhledem k x a ¢ bud vesici funkce (DR). Potom Y(t,tg,z0) € G a
Yw € R™ existuje derivace ¢ podle xo ve sméru w v bodé (t,tg, zo), 4.

Dwsﬁ(t;to,xo):}zlg%)(p( 0,70 h) (t; to, o)

Oznacime-li pro pevné (to, xo)
z(t) = ¢(t; to, wo)

u(t) := Dyw(t; to, zo),
pak plati
W' (t) = [Vaf(tz®)]u(), ulto) =w. (V)

Rikdme, e u splriuge rovnici ve variacich.
Dikaz. Bud (tg,z0) € . Definujme

x(t) := o(t; to, zo)

maximaln{ feSeni splitujici podateéni podminku z(tp) = x¢. Vezmeme w € R™ a definujme funkce u
jako FeSeni rovnici ve variacich (V). DokaZeme, Ze

u(t) = Dyp(t; to, o).

Vezmeme ¢ pevné a h dost malé. Pak ¢(t; g, o+ hw) je definovano (plyne z otevienosti G). Oznaéme
yn TeSeni s pocatecni podminkou yy(tg) = xo + hw. Checeme zkoumat vyraz

() = (3 to, xo + hl;i) — p(tito, wo) u(t) = yh(t)h— z(t) u(t).

Chceme dokazat, ze }llirr%) Ny (t) = 0. Mame
—

POZHD il [ Gons):9) = 1)) ds = wb [ [V (o5) 4 00an(5) = #(5)). ) (un(5)-a(s) o
to to 0

u(t) = w+ [ Vo (als)s)uls)ds,

kdyZz ode¢teme, dostaneme



Pro y;(s) — z(s) pouzijeme dusledek z Véty 4.1,
lyn(s) — @ (s)| < [hwlets Pl
Oznaéme (1) 1= M — u(t). Pak plati odhad
t

t
o (£)] < / Vof(e(s), ) mn(e)lds +  max  |Vaf(z,s) - Vaf(ys)|- / eFls=tol
to <c

|z —y|<|hleXIt=tol
to

—0 pro h—o0

5 Linearni rovnice.
Definice. Linearni rovnici rozumime
= A(t)z + g(t), z(to) = xo (5.2)
kde A(t) : (a,b) = R™*™ ¢(t) : (a,b) — R™ jsou spojiteé.
Véta 5.1. Necht'ty € (a,b), xg € R™ je ddno. Pak existuje jediné teseni rovnice (5.2), definované na

celém (a,b).

Poznamka. Podstatny rys linearnich rovnic: globalni existence FeSeni, tj. na oboru spojitosti A(t),
g(t). Ve skute¢nosti plati i pro nelinearni rovnice ' = f(t, z) se sublinearn{ pravou stranou, tj. pokud
[f(t,2)| < a(t)]x] + g(t), kde a(-), g(-) jsou spojité.

Definice. Homogenni rovnici rozumime (5.2) pro g(t) = 0, tj.

= A(t)x, z(to) = zo (5.3)
Véta 5.2. MnoZina Ry veseni homogenni rovnice (5.3) tvori n-dimenziondlni podprostor v C1((a,b), R™).
Definice. Fundamentalnim systémem (f.s.) pro (5.3) rozumime libovolnou bazi Ry. Matice, jejiz

sloupce tvoi{ prvky libovolného fundamentalni systému, nazyviame fundamentalni matici (f.m.) pro
(5.3).

Poznamka. Je-li ®(¢) néjaka f.m. pak:
e O(t) spliuje ,maticovy tvar (5.3)% tj. & = A(t)®
e O(t) je regularni pro kazdé ¢ € (a, b)
e obecné Teseni (5.3) ma tvar ®(t)c, kde ¢ € R™ (sloupcovy vektor)
o O(t) = B(t)d ' (to) je také f.m., navic splimjici ®(ty) = I.

Véta 5.3 (Variace konstant.). Necht ®(t) je libovolnd f.m. pro (5.3). Potom fesent rovnice (5.2) lze
napsat ve tvaru

a:(t):@(t)@’l(to)mo+¢>(t)/ & 1(s)g(s)ds,  t € (a,b).

to
Vé&ta 5.4 (Liouvilleova formule.). Necht ®(t) je maticové Fesent (5.3), necht w(t) = det ®(t). Potom
t
w(t) = w(to) exp (/ tr A(s) ds)
to
kde trA je stopa matice A.

Poznamka. Necht ¢(t,7¢) je FeSici funkce autonomni rovnice r = f(z), (0) = zo. Je-li f € C1, je
o(t,-) (lokalng) difeomorfismus (¢_1(¢,-) = ¢(—t,-)). Z véty o substituci a pfedchozi véty vyplyva

Mol ) = [ e | v, f(o(u s ) du

A

kde divf = trV f. Specialné : je-li divf = 0, pak (¢, -) zachovava objem mnoZin.



6 Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty.

Definice. Normu matice A € R™*™ definujeme
IlA] = sup{|Ax|; zeR”, |z| < 1}.

Pfipomefime, Ze |z| = \/x7 + --- + 22 je absolutni hodnota (,norma“) vektoru z € R™.
Vé&ta 6.1. [Viastnosti normy matice.] Necht A, B € R"*"™. Potom :

(i) |A|l >0, a ||A|| = 0 prdvé kdyz A = 0;

(i) llaAll = lal[[A]l pro Va € R;

(ii2) | A+ Bl < [|A[l + [|B];

(i) |AB|| < [IA[l[|B];

(v) [Ax| < [[Al[|z] pro Vo € R™;

(vi) je-li A reguldrni, pak |Ay| > |y|/||A=1|| pro Yy € R™.

Poznamky. Lze zavést jiné (nutné ekvivalentni) normy matice, napf.
[Alloe = max{[A];;; 1 <4,j <n}

kde [A];; znaci prvek ij matice A. Vyhoda vySe uvedené normy je ve vlastnostech (iv-vi) Véty 6.1,
které napt. pro normu || 4|l neplati (resp. plati aZ na vhodnou konstantu).

Casto (a mlcky) uzivana avaha : A, — A v normé, pravé kdyz [A,];; — [Ali; pro kazdé ij.
Podobné (tj. po slozkach) lze ekvivalentné nahlizet na dalsi Jlimitni* operace maticovych funkeci
(derivace, integral, soucet fady).

Definice. Maticovou exponencialu definujeme predpisem e = o %Ak (s konvenci A = TI).
Poznamka. Rada konverguje absolutné a plati [|e?]| < ellAl,
Véta 6.2. Necht U(t) = e!A. Pak U(t) je fundamentdini matice rovnice
z' = Az, (6.4)

a plati U(0) = I.
Vé&ta 6.3. [Viastnosti maticové exponencidly./

(i) e = eI pro Va € R

(ii) pokud AB = BA, pak T8 = eAeB

(iii) 7 AC = CleAC

(iv) e 4 = (eA)il; specidlné e je vidy requldrni
Poznamka. [Vypocet e!4 v praxi] Pro nilpotentni A (tj. A™ = 0 pro n&jaké m > 1) snadno
z definice. O obecném piipadé (vzhledem k bodu (iii) Véty 6.3.) staéi uvazovat Jordanovu buitku
J = al + L, kde L (nulova az na 1 nad diagonalou) je zjevné nilpotentni. Tedy (body (i-ii) Véty

6.3.) exptJ = e P(t), kde P(t) je tvofena polynomy stupné < n nad jednotkovou diagonalou. Plati
P=Y(t) = P(=t) a [P@O)] ~ (1 +[t[™).

Véta 6.4. [Variace konstant pro (6.5).] Necht A € R™*"™, g(t) : (a,b) — R™ je spojitd, to € (a,b) a
zo € R™ jsou ddna. Potom feseni rovnice

' = Az + g(t), x(tg) = zo (6.5)

md tvar ]
z(t) = ettty —l—/ et=9)4g(s)ds, t € (a,b).

to

Definice. Pro A € R"*™ znadi o(A) spektrum matice a definujeme o_(A) = o(A)N{Re < 0}, 09(A) =
o(A)N{Re =0}, 0+ (A) = o(A)N{Re > 0}. Prostory generované piislusnymi (zobecnénymi) vlastnimi
vektory zna¢ime X_(A), X;(A), Xo(A) (nazyvame je stabilni, nestabilni a centralni podprostor).
Ziejmé R" = X, (A) & X1 (A4) ® Xo(A). Tyto prostory jsou invariantni vzhledem k A a té7 vzhledem
k et4.



Véta 6.5. [Asymptotické chovdni feSeni (6.4).] Necht A je dand matice. Potom existuji o, 8, M a
c > 0 takové, Ze pro kazdé t > 0 plati:

1. (stabilni podprostor) xo € X_(A) = |e*Azo| < ce™ |20

2. (nestabilni podprostor) xo € X, (A) = etz > c1ef| 2y

3. (centrdlni podprostor) xo € Xo(A) = ¢ 11 +)"M|zg| < |etawg| < (1 + )M |y
Poznamka. Uvedené vlastnosti prostory X_(A), X;(A) a Xo(A) charakterizuji. Pro ¢ < 0 plati zr-

cadlové odhady: exponencialni rist na X_(A), exponencialni pokles na X (A), polynomialni chovani
na Xo(A4).



7 Stabilita reSeni
' = f(t,x) (DR).
Motivace. V kapitole 4 jsme odvodili spojitou zavislost na poc¢ate¢ni podmince
(1) — y(B)] < |zo — yo| - "7,

kde xg—yo = x(to) —y(to), a L je lipsitzovska konstanta funkce f. Odsud vidime, Ze pokud z(to) —y(to)
je malé, pak xz(t) — y(t) je malé na kazdém omezeném intervalu [to, to + T
Pro T" — 400 odhad se kazi.

Otazka: Zistanou TesSeni = a y blizko i pro t — +00?

Definice. Bud Q@ C R"™!, 7 € Ra {0} x [r,+00) C Q. Bud f: Q — R" spojita a lokalng lip§itzovska
vzhledem k x a plati
F0,6)=0 Vt>1.

Ozna¢me
I=Ir,+0).

Pak nulové FeSeni rovnice (DR) se nazyva
I. stabilni, je-li Vig € I Ve > 035 > 0 Vao Vi > to:  |zo| < 6 = |p(t;t0, z0)| < €
IT. nestabilni, je-li neni stabilni.

III. lokélni atraktor, je-li Vig € T In > 0 Vap: |z <np= . ligl o(t; to, z0) = 0.
— oo

IV. asymptoticky stabilni, je-li je stabilni a je lokalni atraktor.

V. uniformné stabilni, je-li Ve > 03§ > 0 Vtg € I Vit > to Vo :  |zo| < 6 = |@(t;t0, 0)| < €.

VI. uniformné asymptoticky stabilni, je-li je uniformné stabilni a zaroven

I>0Ve>03T >0Vt e IVE>to+T Vo : |zo| <= |p(t;t0, 0)| < e.

Poznamka. Pro autonomni rovnice 2’ = f(z) stabilita je ekvivalentni uniformni stabilité, a asym-
poticka stabilita je ekvivalentni uniformni asymptotické stabilité.

Piiklad. Mi¢ na kopci (nestabilni), mi¢ na roviné (stabilni ale neni asymptoticky stabilni), mi¢ na
dné (asymptoticky stabilni).

Poznamka. Definujme pojmy pro obecné feSeni xo(t),t € I. Oznafme y(t) = z(t) — xo(t), pak

y'(t) = f(t,2(1) = [t wo(t) = f(£y(t) + zo(t) — [ (¢ x0(t)) -

=g(t,y(t))

xg je stbilni feseni (DR) pravé tehdy, kdy y je stabilni FeSeni rovnice y' = g(t,y).
Véta 7.1. Nulové Teseni rovnice ' = Az, A € R"™" je
I asymptoticky stabilni < Re A <0 VA € a(A).

II. stabilni < ReX < 0 VA € 0(A) a Jordanovy buiiky piislusné vliastnim éislim s Re A = 0 magt
velikost 1.

Dukaz: ihned z Véty 6.5.
Poznamka. Pro (HRK) 2’ = Ax maji vSechna FeSeni stejny typ stability.
Poznamka. Je-li A zavisla na ¢ase, pak zadna takova spektralni podminka nefunguje.

Véta 7.2. Bud A: I = [1,4+00) = R™ "™ spojitd, ® libovolnd fundamentdlni matice ulohy (LR) 1z’ =
A(t)x. Potom nulové feSent je

I stabilni < || ®(t)| je omezend na I.
IL. uniformné stabilni < 3C >0Vs<tel: |0(t)®(s)7 ! <C.
III. asymptoticky stabilni < || ®(¢)|| = 0 pro t — +oo.

IV. uniformné asymptoticky stabilni < 3a,C >0Vs<tel: |[®t)D(s)7| < Cem =9,



Lemma 7.1. Ddna rovnice ' = Ax + g(t,x). Necht ||et?| < Ke™* VYt > 0, g spojitda v R"! q
lg(t,z)| < - |z|, kde v < . Pak nulové Tedent je uniformné asymptoticky stabilni.

Dikaz. Bud z FeSeni. Ozna¢me b(t) := g(t,z(t)), pak pivodni nelinearni rovnici zapiSeme jako
linearni rovnici s nezndmou pravou ¢asti,

' =Azx+b(t), x(to) = 0.

7 véty o variaci konstant najdeme
t
x(t) = e(t_tO)A;vo—i—/e(t_s)A b(s) ds
~~
to g(t,a(t))

a odhadneme

t
(1)) < Ke=20=10)|zo| + / Ke=o(t=9) . 2(s)|ds.
to

Vynésobime obé strany e** a pouZijeme Gronwallovo lemma.
¢
a(t) < Kelag| + [ Ky et a(s)lds,
to

(GL) = |e®tx(t)] < Ke®™|ag| - eX7000) ¢ > ¢,

pak
lz(t)] < K|xg| - eEr=tt0) ¢ 5 ¢

a mame hotovo protoze Ky — a < 0.

Kazdou linearni rovnici miizeme zapsat jako

(AR) 2’ = f(t,z), ' =V f(zo) - (x — x0) + zbytek,
~—

o(x—x0)

Véta 7.3 (o linearizované stabilits). Ddna rovnice (AR) 1z’ = f(x), kde f je titidy C* na okoli x.
Necht f(xo) = 0 a matice A = V f(xo) splituje ReA < 0 VA € 0(A). Pak x(t) = o je uniformné
asymptoticky stabilni.

Véta 7.4 (o linearizované nestabilits). Ddna rovnice (AR) z' = f(z), kde f je tFidy C' na okoli
xo. Necht f(xo) =0 a matice A =V f(xo) spliiuje IN € 0(A) ReA > 0. Pak x(t) = xo je nestabilni.
Poznamka 1. NedokaZeme rozhodnout piipad max Re A = 0.
Poznamka 2. Davi jen lokalni vysledky.
Poznamka 2. Plati pouze pro autonomni rovnice.
Dikaz véty 7.3: Definujme g(z) = f(z) — Vf(xo) -x. Mame

~——

=:A
(AR) & 2’ =Az+g(x).

Oznaéme )\ := max{ReX: A€ o(A)} < 0abud a € (A\,0). Pak 3K > 0 : |[ett] < Ke

(Dtisledek 6.6).

Plati % — 0 pro © — 1z (zbytek Taylorova polynomu g(xz) = o(xz) pro * — xp). Volime

7> 0,7 < % anajdeme A > 0 aby

9@l
]

Aplikujeme sefezavaci funkei, aby nerovnost () platila na celém R™,

Dz =zl <A, takze |g(z)| < |z (%)

1, selo, %],
hz) :=n(lz — zo]) - g(x), kde n(s)= < spojita a je v intervalu (0,1) pro s € (%, A),
0, s>A.



Podivejme se na rovnici ' = Az + h(z). Ona spliuje predpoklady Lemmatu 7.1: pro |z — zo| < %,
Ih(@)] = lg(@)] < 7]z Pro [z — w0l < A, [h(x)| < lg(x)| < ]z Pro [z — zol > A, 0 = A(z)| < 7ol

Pak stacionérni feSeni x = x( je uniformné asymptoticky stabilni, tedy je i stabilni. Pak 36 > 0
ze |z(to) < 0| = |z(t)] < § Vt > t.

Takze pokud |z(to) — zo| < J, pak 2’ = Az + h(z) = Az + g(x) = f(z).

Takze z je feSeni (AR) a z(t) — zo, odkud plyne, Ze © = x¢ je také uniformné asymptoticky
stabilni Feseni (AR).

O

Dikaz Véty 7.4. Myslenka dikazu: chceme pro nelinarni rovnici ukazat, Ze feSeni se drzi nestabilnich

smeért.
Krok 1. pfejdeme do Jordanova kanonického tvaru.

Krok 2. pokud p.p. je v né&jakém kuZelu nestabilniho sméru, pak feSeni ptjde nestabilnim smérem a
opusti okoli bodu 0.
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8 Prvni integral.

Definice. Necht 2 C R™ je oteviend. Funkce U : 2 — R se nazve prvni integral rovnice

o' = f(x) (8.6)
v Q, jestlize :
1. U je t¥idy C' a nekonstantni v Q
2. t— U(z(t)) je konstantni, pokud z(t) je libovolné feseni (8.6) v §2
Poznamka. Fyzikalni vyznam: zachovavajici se veli¢ina (energie). Geometricky vyznam: feseni (8.6)
tvori ,vrstevnice* grafu U.

Véta 8.1. Necht Q C R*"M! je otevrend, f : Q — R" je spojitd, V : Q@ — R je C'. Potom je
ekvivalentni:

(i) pro kazdé x(t) Teseni rovnice (1.1) 2’ = f(t,z) v Q je t — V(x(t),t) konstantni

(i1) OV (t,x) + V,V(t,z) - f(t,x) =0 pro kazdy bod (t,x) € Q.

Definice. Vyraz 0,V (t,z) + V.,V (t,z) - f(t, z) podrobné zapsano

oV "~ OV
E(t’ x) + Z T%(tv x)fj(tv x)

nazyvame orbitaln{ derivaci funkce V' vzhledem k rovnici (1.1). Znacime V;. Je-li z(t) libovolné feseni
(L.1), pak LV (t,z(t)) = Vp(t,2(t)).

oU;
Definice. Funkce Uj(z) t¥idy C' nazveme nezavislé v bodé zo, jestlize matice {—?(xo)}, 1=

Ox;
1,...,n,7=1,...,k mé hodnost k.
Ekvivalentné: vektory VU;(z¢) € R™ jsou linearné nezavislé.

Poznamka. Ziejmé existuje nejvyse n funkci, jez jsou nezavislé v daném bodé. Pokud tyto funkce
jsou zaroven prvni integraly rovnice (8.6), pfi¢emZ xo neni stacionarni bod, pak existuje nejvyse n — 1
takovych funkeci.

Véta 8.2. Necht jsou ddny pruni integrdly Uy, ..., Uy rovnice (8.6), které jsou nezdvislé v bodé x.
Potom (8.6) lze v jistém okoli xy redukovat na soustavu n — k (diferencidlnich) rovnic.

Véta 8.3. Necht f(x) je C' na okoli xg, a necht f(x¢) # 0. Potom rovnice (8.6) md n — 1 prunich
integrdli, které jsou nezdvislé v bod€ x.

Poznamka. Kombinace V&t 8.1 a 8.3 zarucuje (lokalni) existenci feeni PDR 1. fadu

" oU
Z%fz(x) =0
i=1 v

pro neznamou funkci U = U(z). Mirnou adaptaci dikazu lze ziskat (na jistém okoli zy € 1) FeSeni
obecnéjsi rovnice
n aU

j=1 "7

s predepsanou hodnotou na libovolné C! nadploge I' za predpokladu, Ze f(xg) neni te¢ny smér ke T
v bodé xy. Tento postup se nazyvi metoda charakteristik.

9 Stabilita podruhé.

V této kapitole studujeme opét obecnou rovnici (1.1), tj.

= f(t,x)

za trvalych predpokladi:: f(¢,x) : O x I — R"™ je spojita, O C R™ oteviend mnoZina obsahujici 0 a
I = (7,00). Predpokladame f(0,t) = 0 pro Vt € I, tj. z(t) = 0 je feSeni v I, o jehoZ stabilitu pujde.

Definice. Funkce w(z) : O — R se nazve pozitivné definitni, jestlize je spojita, w(0) =0 a w(z) > 0

pro Vo € O\ {0}.
Definice. Funkce V(t,z) : O x I — R se nazve Ljapunovska funkce rovnice (1.1) pro bod 0, jestlize:
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(I) V(t,z) je spojita, nezaporna a V(0,t) = 0 pro Vi € I,
(IT) funkee ¢t — V(z(t),t) je nerostouci pro kazdé x(t) feseni (1.1) v O x I,
(III) existuje pozitivné definitni funkce w(z) v O takova, ze V(¢,x) > w(z) pro kazdy bod (t,z) €
O x1I.

Poznamka. Je-li V (¢, z) t¥idy C!, je podminka (ii) vySe ekvivalentni nekladnosti orbitalni derivace,
tj.

ov

E(t,x)+VzV(t,x)~f(t,x)§0 V(t,x) e Ox1I

Diikaz je analogicky Vété 8.1. Podobné podminka (v) ve Vété 10.2 niZe je ekvivalentni

Vf(tvx) < —77(95)7

pro v8echny body (¢, z) € O x I.

Véta 9.1. Necht rovnice (1.1) md Ljapunovskou funkci pro bod 0. Potom nulové FeSent je stabilni v I.

Lemma 9.1. Necht w(x) je pozitivné definitni v O, necht x,, € U(0,¢e) C O, necht w(x,) — 0. Potom
z, — 0.

Vé&ta 9.2. Necht rovnice (1.1) md Ljapunovskou funkci V(t,z) v O x I. Necht navic existuji funkce
Az) a n(z) pozitivné definitni v O takové, Ze:

(IV) V(t,z) < Xx) pro kazdy bod ¥(t,z) € O x I,
(V) 4V (2(t),t) < —n(z(t)) kazdé z(t) Fesent (1.1) v O x I.
Potom 0 je asymptoticky stabilni v I.
Véta 9.3. Je ddna rovnice ' = Ax, kde A € R ™. Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:
1. 0 je asymptoticky stabilni v [0, 00);
2. ReA <0 pro VA € 0(A) (neboli A je Hurwitzovskd);
3. existuji o, ¢ > 0 tak, Ze ||| < ce= pro Vt > 0;
4. existuje symetrickd, pozitivné definitni B € R™*™ takovd, Ze
ATB+BA=-1I.
Poznamka. Posledni rovnost se nazyva Ljapunovova rovuice. Z bodu (4) plyne, ze V(z) = = - Bz je

Ljapunovskou funkei rovnice 2/ = Ax. Pomoci této Ljapunovské funkce lze také dokazat Vétu 7.3 (o
linearizované stabilité).

10 Sturmova srovnavaci véta.
V této kapitole se budeme zabyvat linearni homogenni rovnici 2. fadu
ag(t)z" + a1 ()2’ + az(t)r =0 (10.7)

kde a;(t) jsou spojité, navic ag(t) # 0 v intervalu I = («, ). Podle Véty 9.3 je feSeni jednoznatné
uréeno hodnotami x(t) a z’(ty) v pfedepsaném tg a je t¥idy C?(I).
Budeme se zabyvat problémem rozloZzeni nulovych bodu (netrividlnich) feSeni této rovnice.

Lemma 10.1. Necht x(t) je netrividlni FeSent rovnice (10.7), to € 1.
(1) je-li z(to) =0, je a'(to) #0

(i) je-li z(to) = 0 a y(t) je jiné Tesent, téz spliiugict y(to) = 0, pak existuje A € R takové, Ze
y(t) = Ax(t) provt e 1

(i11) mnoZina N(z) = {t € I, z(t) = 0} nulovych bodi nemd v I hromadny bod
Disledky. Kazdy kompaktni interval [a,b] C I obsahuje nejvySe konefné prvki N(z). Ma tedy

smysl hovofit o nejbliz&im vétsim/mensim (,sousednim®) nulovém bods. (N(z) muZe byt nekone¢na s
hromadnymi body « ¢ 8.)
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Lemma 10.2. (a) Rowvnice (10.7) je vzdjemné prevoditelnd na tvar

(p(t)z") + q(t)z =0 (10.8)
kde p(t), p'(t) a q(t) jsou spojité v I, navic p(t) # 0. Pfislusnd substituce navic zachovdvd nulové
body Tesen.
ax(t)
ao(t)

(b) pokud navic funkce je diferencovdtelnd v I, potom rovnice (10.7) je prevoditelnd na tvar

y"(t) +a(t)y(t) =0,
kde q(t) je spojitd v I.
Véta 10.1 (Sturmova srovnavaci véta.). Nechl p(t), qi(t), q2(t) jsou spojité v I, navic p(t) > 0. Necht
x(t) je netrividlng Fesent rovnice
(p()2") + qi(t)z =0 (10.9)
Necht y(t) je (libovolné) FeSeni rovnice

(p()y) + @)y =0 (10.10)
Necht t1 < to jsou sousedni body N(x) a necht (klicovy predpoklad) g2(t) > q1(t) v [t1,t2]. Potom bud
(1) y(t) md v (t1,t2) nulovy bod, nebo

(II) existuje X € R takové, Ze y(t) = Ax(t) a q1(t) = g2(t) pro Vt € [t1,t2]. Specidlné, y(t) md nulovy
bod v [th tg].

Poznamka. Jde o rovnice tvaru z” = —q(t)z, tj. ¢(t) ma vyznam zp&tné vazby (napf. tuhost
pruziny). Smysl vty je: silngjsi zpétna vazba = vice nulovych bodd.

Véta 10.2 (Sturmova oddélovact véta). Necht p(t), p'(t) a q(t) jsou spojité v I, navic p(t) # 0. Necht
{u(t),v(t)} je libovolng fundamentdlni systém rovnice (10.8). Necht N(u), N(v) jsou nulové body
u(t), v(t). Potom N(u), N(v) jsou disjunkini a mezi dvéma sousednimi body N (u) leZi prdvé jeden
bod N (v).

11 Floquetova teorie.

V této kapitole budeme studovat linearni rovnici

' = A(t)z + b(t), (11.11)
kde A(t) € R™™™, b(t) € R™ jsou spojité a T-periodické v R. Budeme se zabyvat otazkou existence
periodickych FeSeni a otazkou stability FeSeni pro (11.11).
Poznamky. Pro danou pocateéni podminku x(t@ =z podle Véty 5.1 existuje pravé jedno feSeni v
R. Je-li (t) TeSeni, je také y(t) := x(¢t+7T) FeSeni. Reseni x(¢) je T-periodické, pravé kdyz x(T') = x(0).
Lemma 11.1. Necht A je requldrni matice. Pak existuje matice B (obecné komplexni a ne jednoznacéné
uréend) takovd, Ze e® = A.

Vé&ta 11.1. [Floguetova.] Necht ®(t) je fundamentdini matice wilohy (11.11), necht navic ®(0) = 1.
Potom existuje requldrni a vzhledem k casu spojitd, T-periodickd matice Q(t) a ddle (konstantni)
matice B takové, ze ®(t) = Q(t)e!B.

Poznamka. Tzv. Floquetova transformace © = Q(t)y pfevadi rovnici

¥ = At)x (11.12)

na rovnici s konstantnimi koeficienty 4’ = By. Matice C' = ®(T') = e’ P se nazyva matice monodromie.

Tato matice reprezentuje feSici operator v ¢ase periody a lze z ni vy¢ist mnohé podstatné informace
(existence periodickych feSeni, stabilita, ... ).

Véta 11.2. Necht matice A(t) je spojitd, T-periodickd. Potom je ekvivalentni:
1. rovnice (11.11) md pro dané T-periodické b(t) prdvé jedno T-periodické feSent;
2. rovnice (11.12) md pouze trividlni T-periodické Tesent;
3. 1¢ 0(C), kde C je matice monodromie.

Véta 11.3. Uvazujme homogenni rovnici ' = A(t)x. Necht C je matice monodromie. Potom nulové
resent je:
(i) stabilng, pravé kdyz: |\| < 1 pro kazdé X € o(C) a pokud |A\| =1, jde o vlastni ¢islo s pFislusnou
Jordanovou bunkou velikosti 1;

(ii) asymptoticky stabilni, prave kdyz |\| < 1 pro kaZdé X € o(C).
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