Mame skoro v8e potfebné pro hledané charakterizace. Uvédomime si, ze Kdyz nema prostor X izolovany
bod, jsou vechny neprazdné oteviené mnoziny nekonecné. Doplnime, 7e lexikografické uspofadani na NN
vytvari svymi otevienymi intervaly stejnou topologii jako metrika dp. Opravdu, kazdy otevieny interval
({kn},{ln}), kde m je prvni index s k,, # l,, obsahuje bazovou mnozinu {{p,} € N¥;p, = k, pro k <
m+ 1, pmy2 = kmyo + 1} v dp; obracené, kazda bazova mnozina By ym = {{Pn};Pn = kn pron <m} v
dp obsahuje otevieny interval ({k; },{k} }), kde k, =k, = k], pron <ma k), +1 <k .

Véta 2.10. Charakterizace P (Aleksandrov a Urysohn, 1928)

Metrickyj prostor je homeomorfni s prostorem P iraciondlnich ¢isel pravé kdyz je separabilni, nuldimenzio-
ndlng, topologicky uplny a nikde lokdlné kompaktni.

Diikaz. Prostor P ma uvedené vlastnosti. Vezmeme nyni metricky prostor (X, d) s uvedenymi vlastnostmi a
dok4zeme, 7e je homeomorfni s (N d), coz da nase tvrzeni. Mtizeme piedpoklddat, ze d je Gplnd metrika.
Vime z Véty 2.9, Ze existuje homeomorfni zobrazeni ¢ : (X, d) — (NN, d), Staci tedy dokazat, ze ¢ vhodné
sestrojené v dukazu 2.9 je surjekci. Nejdiive si uvédomime, ze vlastnost nikde lokalné kompaktni implikuje
pro kazdou otevienou neprazdnou mnozinu G existenci obojetného pokryti mnoziny G, z kterého nelze vybrat
konecné pokryti (Borelova charakterizace kompaktnosti pomoci otevienych pokryti). Lze tedy sestrojit silné
nuldimenziondlni bézi v P, ve které je kazdy prvek By, ...k, rozdélen na spoc¢etné mnoho neprazdnych mnozin
{Bu,.,... .k, m }men-

Vezmeme libovolny prvek {k,} € NY. Ten je obrazem prvku = € X, jestlize * € (\{Br, ... k,;n € N}.
Staci tedy ukazat, ze uvedeny prinik je neprazdny. Mnoziny By, ..., jsou uzviené, neprazdné, tvori klesajici
posloupnost mnozin s pruméry konvergujici k 0. Podle Cantorovy véty je prunik neprazdny, protoze jsme
vzali ekvivalentni iiplnou metriku d. Dukaz je hotov. O
Protoze uvedené vlastnosti P sae zavhovéavaji souciny, plati nasledujici tvrzeni.

Duisledek 2.11
Pro kazdé n € N je P i PN homeomorfni s P.

Podivame se nyni na charakterizaci Cantorovy mnoziny. Postup bude podobny jako v predchozim dikazu.

Véta 2.12. Charakterizace C (Brouwer, 1909)

Metricky prostor je homeomorfni s Cantorovym prostorem C pravé kdyz je neprdzdny, kompaktni, nuldimen-
ziondlni a nemd izolované body.

Diikaz. Prostor C mé uvedené vlastnosti a podle konstrukce silné nuldimenzionalni baze v C za Definici 2.7
je zobrazeni ¢ : |b.c — N zobrazeni do {1,2}". UkaZeme, Ze kazdy prostor X s vlastnostmi z naseho tvrzeni
je homeomorfni s({1,2}", dg). Musime tedy sestrojit silné nuldimenzionalni bazi v X, kde se kazd4 mnozina
By, ...k, rozdéluje jen na dvé mnoziny By, .. k.1, Bk, k.2, tj. ¢isla k, nabyvaji njen hodnot 1,2. Toto
rozdéleni je snadné, ale musime dévat pozor, abychom dostali otevienou bézi v X, tj. pro kazdé {k,} € 1, oN
musi praméry mnozin By, .., ,m € N, konvergovat k 0.

ProtoZze X m4 obojetnou bézi, lze kazdé oteviené pokryti X (napf. loulemi o daném poloméru) zjemnit
obojetnym pokrytim. Vezmeme obojetné pokryti X neprazdnymi mnozinami o priméru mensim nez 1. Pokud
takové pokryti existuje dvouprvkové, mame prvni krok hotovy a oznacime toto rozdéleni Bi, By. Pokud
minimalni poéet ziskaného pokryti {C1,...C},} je p > 2, polozime By = Cy, By = CoU...UC,, V dalsim kroku
libovolné eozdélime B; na neprazdné, obojetni a disjunktni B1, Bi2 a polozime By = Cs, Bas = C3U...UC,,.
Pokud p = 3, jsme hotovi, pokud p > 3, pokracujeme stejnym ztsobem déale. Po p — 1 krocich dostaneme
rozdéleni { By, ..k, ,} neprazdnymi obojetnymi mnozinami o priiméru mensim nez 1, pficemz k; € {1,2}.
Déle postupujeme podobné pro pruméry mensi nez 1/2; atd. Tim ziskdme hledanou silné nuldimenzionalni
bézi.

Piislusné zobrazeni ¢ : X — {1,2}" je surjekce, protoze X je kompaktni a tedy prinik (), B, ...k, je
nepréazdny (a jednobodovy), napt. x a pak ¢(z) = {k,}. VSechny prostory s valstnostmi z naseho tvrzeni
(véetné C) jsou tedy homeomorfni s {1,2}, dp a tedy homeomorfni navzajem. O

Dusledek 2.13

Pro kazdé n € N je C" i CN homeomorfni s C.
Soucin spocetné mnoha aspori dvoubodovijch kompaktnich nuldimenziondlnich prostori je homeomorfni s C



Podobné, ale s trochu jinym zévéreénym postupem, ziskdme charaterizaci Q. Je to proto, ze QQ neni
topologicky tplny a nékteré primiky (1), B, ..., mohou byt prazdné.

Véta 2.14. Charakterizace Q (Sierpinski, 1920)

Metrickyj prostor je homeomorfni s Q prdvé kdyz je spocetnyj a nemd izolované body.

Diikaz. Prostor Q@ mé uvedené vlastnosti. Necht X je spocetny (tedy nuldimenziondlni) bez izolovanych
bodti. Zadna neprazdné oteviend mnozna tedy nemize byt kompaktni. ProtoZe existuje spocetné pokryti
X koulemi o stejném daném poloméru. lze rozdélit X na spocetné mnoho neprazdnych obojetnych mnozin
B,,n € Z o priméru mensim nez 1. Kazdé B,, 1ze rozdélit na spocetné mnoho neprazdnych obojetnych
mnozin By, m, m € Z o pruméru mensim nef 1/2, atd. Dostaneme silné nuldimenziondln{ bézi a k ni pfislusné
vnoteni ¢ : X — (ZN,dg). Podivame se na podprostor Y = ¢(X). Ten dédi z ZN linedrni usporadani.
Ukéazeme, ze (Y, <) nemd prvni ani posledni prvek a kazdy otevieny inetrval (y1,y2) N p(X) pro y1 < ya je
neprazdny (tj. uspofaddni na Y je husté).

Vezmeme libovolné dva prvky Y7 = {k,} < y2 = {l.}, které jsou obrazy bodu z1,z2 € X, tj. 1 €
ﬂm By, ... ks X2 € bigeapy By, .. 1, - Necht n je prvni index, ze k,, < l,,. Pak vezmeme u € Bk, ..., k,,p,p <
kn+1, takze ¢(z) < y1. Podobné najdeme v € X, ze p(v) > yo. Tim jsme ukdzali, Ze p(X) nema prvni ani
posledni prvek. Déle najdeme z € Bky, ..., ky, kni1,q, kde g > ky 2. Potom y1 < ¢(2) < ya.

Cantor ukézal, ze libovolné dvé spocetné mnoziny s hustym usporadanim a bez prvnich a poslednich
prvki jsou isomorfni ve smyslu usporadédni (existuje bijekce zachovéavajici uspordddni). To ale znamend, Ze
prostory s otevienymi intervaly jako bdzemi jsou homeomorfni. TakZe prostor X je homeomorfni s p(X) a
ten je homeomorfni s Q. O

Dusledek 2.15
Pro kazdé n € N je Q™ homeomorfni s Q.

Charakterizace R jsou slozit&jsi a maji ve vlastnostech souvislost. Rikamé, Ze prostor je souvisly, jestlize
jediné obojetné mnoziny v X jsou (), X, tj. kazdé spojité zobrazeni do libovolného diskrétniho prostoru
je konstantni. ProtoZe souvislost jsme neprobirali a ne vzdy je probirdna v prednaskiach MA, budeme jen
konstatovat, ze R je souvisly prostor a kazdy interval v R je souvisly, takze R je i lokalné souvisly, tj. okolo
kazdého bodu existuji libovolné maléa souvisla okoli (tato vlastnost obecné nevyplyvé ze souvislosti celého
prostoru).

Véta 2.16. Charakterizace R (Ward 1035)

Metrickyj prostor X je homeomorfni s R prdvée kdyz je souvisly, lokdlné souvisly, separabilni a pro kazdé
x € X se X\ {a} sklddd ze dvou mazimdlnich souvisljch mnoZin.

Misto lokéalni souvislosti lze vzit lokalni kompaktnost a za dalsich podminek lze v posledni vlastnosti
poZadovat jen, ze X \ {«} jsou nesouvislé prostory.

Dikazy jsou naro¢né a dosti dlouhé. Casto se v pribéhu dikazu zavede usporadéni. Pokud budeme
existenci usporadani predpokladat, bude dikaz jednodussi a takova véta uz vyplyvé z poznamek Cantora. K
dikazu musime védét, ze prostor s hustym linedrnim usporadanim, jehoZz oteviené mnoziny tvori otevienou
béazi, je souvisly, pravé kdyZz usporadani je omezené uplné (tj. kazda omezend mnoZina méa supremum a
infimum).

Véta 2.17. Charkterizace R (Cantor, 1895)

Metricky prostor je homeomorfni s R prdvée kdyz je souvisly, separabilni a existuje linedrni uspoidddani na X
bez pruniho a posledniho prvku, jehoZ oteviené intervaly tvori bazi X.

Dikaz. Vezmeme spofetnou hustou mnozinu D v X. Zuzeni usporadani na D je husté a nema prvni ani
posledni prvek (protoze X je souvisly a zadny otevieny interval neobsahuje prvni nebo posledni prvek).
Podle Cantorovy véty o isomorfismu spocetnych usporddanych prostorri (viz posledni odstavec predchoziho
dikazu), existuje isomorfismus D na Q. Podle Dedekindovy véty o jednoznaéném rozsifeni isomorfismu na
usporadané zuplnéni jsou isomorfni i X a R, takze jsou i homeomorfni. O

Predchozi charakterizace neni zcela vnitini a pouziva usporadatelnost. Existuje ale vnitini charakterizace
prostortt X, jejichZ oteviena baze je sloZena z otevienych intervalii néjakého uspofadani. Napf. (van Dalen,
Wattel v r.1973): X md subbdzi tvaru S = S U Sa, kde S; jsou linedrné usporddané inkluzi a plati
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