Definice 2.6. Lokalné kompaktni prostory

Metricky prostor se nazyva lokdlné komapkini, jestlize pro kazdy jeho bod z existuje r > 0, Ze B.(z) je
kompaktni mnozina. Metricky prostor X je nikde lokdlné kompaktni, jestlize zadné koule v X neni kompaktni.

Kompaktni prostory jsou ziejmé lokalné kompaktni, Prostory R, R™ jsou lokalné kompaktni. Prostory
Q,Q, NN, RN nejsou lokalné kompaktni. Kazda oteviena nebo uzaviend podmnozina lokalné kompaktniho
prostpru je lokalné kompaktni. V&imneme si, ze nikde lokdlné kompaktni prostor nema isolované body.

Budeme potiebovat jesté jednu charakterizaci nuldimenzionélnich prostort pomoci nésledujici definice.

Definice 2.7. Silné nuldimenzionalni prostory

Metricky prostor X se nazyva silné nuldimenziondlni, jestlize ma obojetnou bazi B, které je spocetné sjed-
nocenim podsoustav B,, s nasledujicimi vlastnostimi:

1. Kazdé B, je disjunktni pokryti X, tj. UB, = X, B,B' € B,,B# B'= BN B = .
2. Pro kazdé B € B, je B=|J{B’ € B,+1,B C B}.

Vlastnost 2 je ekvivalentni formulaci
Pro kazdé n € N je B,1 zjemnénd pokryti B,, (tj. kaZdé B € B, 1 je cdsti néjakého B’ € B,,).

Snadné je ukazat, ze Cantorova mnozina C je silné nuldimenzionalni. Za By vezmeme pruniky [0,1/3],[2/3, 1]
s C, za By vezmeme pruniky C s [0,1/9],[2/9],[6/9,7/0],[8/9,1] a je zFejmé, jak pokradujeme dale.

Pro Q vezmeem napi. B; = {Q N (V2 + k,v2 + k + 1);k € Z}. Potom interval (v2 + k,v2 + k + 1)
rozdélime v poloviné na dva intervaly, a to Q N (V2 + k,vV2 + k +1/2),QN (V2 + k +1/2,v/2 + k + 1);
vSechny tyto polovi¢ni intervaly tvori B, atd.

Podobny postup lze pouzit pro prostor P iracionalnich ¢&isel s rozdilem, Zze konce intervalt musi byt
racionalni.

Prostor (NN dp) je také silné nuldimenzionalni. Za B; vezmeme mnoziny By, = {{z,};z; = k},k € N,
za By mnoziny By = {{zn};21 = k,22 = m}, k,m € N, atd postupné pridavame dalsi ¢isla do indexi
Bl ks, ey -

Tyto piiklady nejsou nahodné, protoze v8echny uvedené priklady jsou separabilni prostory.

Véta 2.8. Separabilni nuldimenzionalni prostory

Separabilni nuldimenziondlni prostory jsou silné nuldimeziondlni.

Diikaz. Muzeme predpokladat, Zze separabilni nuldimenzionalni prostor X je nekone¢ny. Necht C je spocetna
nuldimenziondlni baze v X. Vezmeme oteviené pokryti {Bi(z);z € X a podle predchozi véty vybereme
z C spocetné pokryti {C,}, kde kazdé C,, je ¢asti nékteré koule By(z). a md tedy prumér nejvyse 2. Pak
definujeme By = C1,By41 = Cp \ U<, Ci a dostavime spocetné disjunktni pokryti {B,} mnoziny X
obojetnymi mnoZinami primért nejvyse 2. Oznacime By = {B,}.

Pro kazdé B,, € By provedeme piedchozi postup pro podprostor B, C X a koule By 3(z) misto Bi(x).
Dostaneme obojetné disjunktni pokryti {B,, x; k € N} mnoziny B,, mnozinami o priméry nejvyse 1. Oznacime
By = {ank;n,k S N}

Pokracujeme déle a ziskame obojetné disjunktni pokryti {B, k.m;m € N} mnoziny B, ; mnozinami o
priméru nejvyse 1/2 a pokryti Bs = {B,, k.m;n, k,m € N}, atd. Ziskand posloupnost {B,,} je hledand béze.

O
Predchozi tvrzeni neplati pro neseparabilni prostory.

Nasleduje zakladni tvrzeni pro pozd&jsf charakterizace. Rikame, ze metricky prostor /X, d) 1ze vnofit do

metrického prostoru (Y, e), jestlize existuje homeomorfismus (X, d) — (Y, d) (ten obvykle neni surjekce).

Véta 2.9. Vnoteni do (NV dp)

Kazdy separabilni prostor lze vnorit do (NY,dp).

Diikaz. Necht metricky prostor X je separabilni nuldimenzionalni, takze podle predchozi véty je silne nuldi-
menziondlni. Necht B je baze z defidnice 2.7. Neprazdnych mnozin v kazdém 5,, musi byt nejvyse spocetné
mnoho (separabilita), prdzdné vynechdme. O¢islujeme mnoziny v By jako { By, B, ...}. Kazdé B, je pokryté
nejvyse spocetné mnoha mnozinami B € By, které také oéislujeme jako B, 1, By 2, .... Kazda mnozina B,, i
je podobné pokrytd mnozinami B, 1, Bn k,2, ... 2 Bs, atd. ProtozZe se jednd o disjunktni pokryti, kazdy bod
patii v B, do jediné mnoziny By, .. k,. Pro m > n bude ndlezet do néjaké mnoziny By, .. k... k.. Odtud
vyplyva, Ze pro kazdy bod z existuje jedinad posloupnost pfirozenych ¢isel {k;}, ze z € (\{Bx,, . k,;n € N}
ProtoZe B je béze, nemohou mit dva ruzné body stejné posloupnosti {k;}.

Dostali jsme prosté zobrazeni ¢ : X — NN, Staéi dokazat, Ze je spojité a inverzni ¢! : p(X) — X je téz
spojité. To plyne ihned z rovnosti ¢(By, . k,) = {{yi} € Ny, = ki,i <n} N(X) a na pravé strané jsou
mnoziny {{y;} € N¥;y; = k;,i < n} prvky baze v (N, dp) (viz pitklady po definici 2.7). O



