2 Charakterizace nékterych zakladnich prostora

2.1 Uvodni pojmy

K charakterizacim potiebujeme nékolik pojmu, které nebyvaji v zékladnich prednéskach z metrickych pro-
stord. Jsou to souc¢iny spocetné mnoha metrickych prostori, topologicky tplné metrické prostory, nuldimen-
zionalni a silné nuldimenzionalni prostory.

Soudiny kone¢né mnoha metrickych prostori jsou znamé a jsou obdobou R™. Za vzdalenosti bodi
(z,9), (z',y") v (X, d)x (Y, €) se vétsinou berou d(z, 2')+e(y,y'), \/d2(z, ') + €2(y,y'), max{d(x, 2"), e(y,y')}.
Véechny tyto metriky a Jlm podobne JSOH ekvivalentni. Predstava techto soudini Je Jednoduché U souéinu
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Definice 2.1. Souciny metrickych prostort

Necht (X,,,dy),n € N, jsou neprazdné metrické prostory. Definujeme souc¢in mnozin [[,, .y X» jako mnozinu
funkei f: N — |J X, s vlastnosti f(n) € X,,. Metriku d = [[ d,, na [[ X,, definujeme nasledovné
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Funkee z/(1 + z) : [0,00] — [0,1) je konkavni, takZe pFislusny zlomek v definici d je metrikou. Misto
tohoto zlomku lze brat min{l,d,} nebo jen d,, pkud jsou tyto metriky stejné omezené. Misto 1/2™ lze
vzit jinou konvergentni rfadu kladnych ¢isel. Vzdy dostaeme ekvivalentni metriku. Misto funkci f lze brét
posloupnosti {z,} pro =, € X,,. Pfedstava je ale lepsi pro funkce, kde si soucin pfedstavime jako kiivy
obdélnik se zakladnou rovnou N a nad kaZdym n vztyéime X,,. Prvky soudinu jsou pak grafy (kiivé cary
nad N). Zakladni koule (okoli) bodu f lze pfedstavit tak, ze vezmeme m € N, kouli (okoli) okolo f(n) pro
kazdé n < m a potom je koule (okoli) v sou¢inu mnoZina vSech funkei g prochazejicich v X,,n < m, danym
okolim a s libovolnymi hodnotami v X,,,n > m.

Je dilezité znéat konvergeneci v soucinech. Snadno se ukaze podle popisu okoli, ze f, — f v sou¢inu
pravé kdyz f, (k) — f(k) v Xi pro kazdé k. Poznamenéme, Ze pr metrické prostory nelze definovat soucin
nespocetné mnoha prostort se zachovanim uvedené konvergence.

U pojmi v metrickych prostorech je dilezité védét, zda se zachovavaji spocetnymi souciny. Z uvedené
konvergence posloupnosti plyne, Ze sou¢in kompaktnich prostort je kompakrni a sou¢in tplnych prostori je
aplny.

Jako priklady lze uvést napf. prostor posloupnosti pfirozenych &isel s Baireovou vlastnosti (viz dale),
Cantortiv prostor 2, Tichonoviiv kvadr [0, 1]N nebo Hilbertiv kvadr [0,1/n]Y.

Definice 2.2. Topologicky tplné prostory
Mtricky prostor se nazyva topologicky uplny, jestlize mé ekvivalentni aplnou metriku.

Ziejmé je kazdy uplny (a tedi kazdy kompaktni) prostor topologicky tplny. Z popisu konvergence na
soucinu plyne, Ze soucin ekvivalentnich metrik je ekvivalentni metrika. Takze soucin topologicky tuplnych
prostori je topologicky uplny.

Jednoduchym piikladem netuplného prostoru, ktery je topologicky, je otevieny omezeny interval. Napf.
interval (—7/2,pi/2) neni tplny v obvyklé metrice na R, ale je aplny v ekvivalentni metrice |arctga —arctgyl|.
Slozitéjsim piikladem je prostor P iracionélnich &isel (v1z dale) . Dulezitost topologické aplnosti vyplyva i
ze srovnani Cantorovy a Baireovy véty. Cantorova véta (prinik klesajici posloupnosti uzavienych mnozin s
klesajicimi priaméry k 0 je neprazdny) charakterizuje aplné prostory. Baireova véta (prunik spocetné mnoha
otevienych hustych mnozin je husty) je disledek Cantorovy vty a plati tedy v tplnych prostorech. Ale
pouziva jen topologické pojmy, takze plati pro topologicky uplné prostory, coz neni prvda pro Cantorovu
vétu.

Priklad. Prostor IP iracionélnich &isel s obvyklou metrikou p je topologicky tplny.

Sefadime racionélni ¢isla do posloupnosti {r,}. Pro z € P je | — r,| spojitd a nenulova na P, takze
gn = 1/|z — 7| je spojita funkce na P. Potom |g,(z) — ¢gn(y)| je pseudometriku na P a tedy dn(z,y) =
|z — y| + |gn(z) — gn(y)| je metrika na P (soucet metriky a pseudometriky). Protoze ¢ je spojita na P a
p < d,, jsou metriky p, d,, ekvivalentni. Nyni definujeme
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a dokézeme, 7e d je ekvivalentni iplna metrika na P. Necht p(z,,, ) — 0 (takie dp,(zm, ) "= - 0 pro kazdé

n) a e > 0. Najdeme k, Ze Y -, 5= < /2. Déle najdeme mg, ze pro m > my je di(zm,z) < £/2 pro

i < k. Dostavame d(z,, ) < €. Necht obracené d(zy,,z) — 0. Pak % "% 0 pro kazdé n (protoze

% < d(zm,n)/2") a tedy dp(zm,z) "= 0 a tedy p(zm.z) — 0 (ekvivalence metrik).

Zbyva dokazat, ze (P,d) je uplny prostor. Necht {x} je cachyovska posloupnost v (IP,d). Ze stejného
T
metriky jsou stejnomérné ekvivalentni protoze funkce H% je na [0,00) konkavni a stejnomérné spojita.
Protoze p < d,, je {xx} cauchypovska v p, takZe konverguje v R k néjakému « € R. Necht « = r,, pro n&jaké
n. Potom g,(x;) — oo a existuje podposloupnost {zy, }, Ze |g(xg, ) — g(z,| > 1 pro m # 1, takze {zy,, }
neni cauchyovska v d,, a tedy ani v d, coz je spor. Musi tedy byt = € P a protoze z; — x v p konverguje xy

kzivd.

srovnani jako u pfedchozi konvergence je {x}} cauchyovskd v metrice a tedy i v metrice d,, (obé

Predchozi dikaz lze pouzit pro tvrzeni, ze pokud je X prunikem spocetné mnoha otevienych mnozin G,,
v tplném prostoru (Y, p), je X topologicky tplny (staci polozit g, (x) = 1/d(x, G,)).

Definice 2.3. Nuldimenzionalni prostory

Metricky prostor X se nazyva nuldimenziondlni, jestlize pro kazdé x € X a r > 0 obsahuje koule B,(x)
obojetnou (tj. sou¢asné uzavfenou i otevienou) mnoZinu obsahujici z.

Je zfejmé, ze nuldimenzionalita je topologicky pojem , atedy nezéavisi na volbé ekvivalentni metriky. Jako
piiklady mohou slouzit prostor y Q a P, dale bude i prostor posloupnosti s Baireovou metrikou. V Q jsou
pfimo koule s racionalnim polomérem obojetné. V P neni zaddna koule obojetna. Euklidovské prostory nejsou
nuldimenzionalni.

7Z popisu okoli v sou¢inu dostaneme, zZe souciny nuldimenzionalnich prostori jsou opét nuldimenzionalni.
TakZe Cantoriv prostor je nuldimenzionalni (to lze dokazat p¥imo v geometrickém popisu Cantorovy mnoZiny
na intervalu [0, 1]).

Dtlezitym prikladem nekoneénych soucini a nuldimenzionélnich prostori je pro dalsi postup tzv. Baireova
metrika na prostoru posloupnosti pfirozenych ¢&isel.

Pfiklad (Baireova metrika)
Necht X = N¥, tj. mnozina viech posloupnosti na N s hodnotami v N. Nésledujici metrika dp na 4X4 se
nazyva Baireova metrika:

0 pro {zn} = {yn}
£ pro {z,} # {yn}, kde k je prvni index, 6e zj, # yj

d({zn}, {yn}) = {

7 popisu okoli na soucinech neni tézké zjistit, ze metrika dp je ekvivalentni vySe uvedenym metrikAm na
sou¢inu NV, Protoze N je nuldimenzionalni, je tedy i (X, dg) nuldimenzionaln.

P1i zkoumaéani topologickych vlastnosti metrickych prostori jsou ¢asto potieba tzv. oteviené béaze prostoru.

Definice 2.4. Oteviena baze

V metrickém prostoru X se soubor B otevienych mnozin nazyva otevrend bdze v X, jestlize kazda jeho
neprazdna oteviena mnozina je sjednocenim mnozin z 5.

Ekvivalentné: pro kazdou neprazdnou otevienou mnozinu G a kazdy bod z € G existuje B € B, Ze
x € B C G. TakZe napf. mnozina kouli s poloméry 1/n,n € N, je oteviena béze v X. V nuldimenzionalnim
prostoru je mnozina vSech obojetnych mnozZin otevienou bézi. Bazi sloZenou z obojetnych mnozin budeme
nazyvat obojetnou bazi. Zfejmé je metricky prostor nuldimenzionalni pravé kdyz ma obojetnou bazi.

Obojetnou bézi nyni pouzijeme pro zesileni nuldimenzionality. K jedné vlastnosti budeme potiebovat
charakterizaci separabilnich prostori jako prostort se spocetnou otevienou béazi.
Véta 2.5. Separabilni prostory
Nasledujict tvrzent jsou ekvivalentnd pro metricky prostor (X, d).

1. X je separabilni (tj. md nejvyse spocetnou hustou podmnoZinu).

2. Pro kazdé r > 0 je r-sit v (X, d) nejvySe spocetnd.

3. X md nejvyse spocetnou otevienou bdzi.

4. Z kazZdého otevieného pokryi X lze vybrat nejvyse spocetné pokryti.



Duiikaz Ekvivalence jsou trividlni pro koneéné X a budeme dale predpokladat, Ze X je nekonend mnozina.
Snadnd je ekvivalence 1 < 2. Je-li 4,, maximalni nejsvyse spocetnd 1/n-sit, je | J A, nejvyse spodetnd hustd
mnozina. Existuje-li nespocetna r-sit A, je soustava kouli {B,/;(a),a € A} disjunktni. Pokud je S husta v
X, musi v kazdé uvedené kouli existovat bod s, € S — tyto body jsou vSechny razné a tedy S musi byt
nespocetna.

Necht plati 1 a S je spocetnd hustd mnozina v (X,d). Za B vezmeme {B,(s);s € S}. To je spocetna
mnozina a zbyva ukazat, Ze je to oteviend béze. Vezmeme otevienou neprazdnou mnozinu G a néjaké x € G.
Tedy existuje r > 0, ze B,(xz) C G. Protoze S je hustd, existuje s € S,n € N, ze d(z,s) < 1/n < r/3. Pak
r € Byy(s) C Br(z) C G. Plati tedy 3.

Dokazeme 3 = 4. Necht X ma spocetnou béazi B. Méjme oteviené pokryti G prostoru X. Pro kazdé G € G
existuje Bg C B, ze G = |J Bg. Ztejmé je | J,; Ba spocetné pokryti X. Pro kazdé B € | J Be vezmeme néjaké
Gp € G,B C Gp. Potom je {Gp; B € i B} hledané spocetné pokryti X.

Dokézeme 4 = 2. Necht 2 neplati a existuje r > 0 a nespocetnd r-sit A. Potom {B,(a);a € A}U{X \ A}
je oteviené pokryti X, z kterého nelze vybrat spocetné pokryti. O

Vsimneme si, ze v kroku 3 = 4 jsme ukazali i to, Ze z kazdého otevieného pokryti G prostoru X se
spocetnou bazi B lze vybrat podsoustavu B’ C B pokryvajici X a ke kazdému B € B’ existuje G € G,G D B.



