3 Brouwerova véta o pevném bodé

3.1 Pevné body

Definice 3.1. Pevny bod zobrazeni

Bod z¢ € X je pevngm bodem zobrazeni f: X — X jestlize f(xo) = xo.

Je-li (X,d) kompaktni a f : X — X spojité, ma f pevny bod, pokud pro kazdé e > 0 existuje z, Ze
d(z, f(z)) < e.

Véta 3.2. Banachova véta o pevném bodé, 1922
V aiplném metrickém prostoru md kazdd kontrakce jeding pevny bod.
V kompaktnim prostoru staci predpokladat d(f(z), f(y)) < d(z,y) pro  # y a pozadavek kompaktnosti

nelze zrusit.
Banachova véta ma mnoho modifikaci, které probereme pozdéji.

Definice 3.3. Vlastnost pevného bodu (FPP)
Rikame, Ze metricky prostor X méa vlastnost pevného bodu, zkratkou FPP (z anglického fixed point property),

jestlize kazdé spojité zobrazeni f : X — X ma pevny bod.

Trivialng, diskrétni prostor ma FPP pravé kdy# je jednobodovy. Zadna n-dimenzionélni sféra (hranice
n + 1-dimenzionalni koule, n € N) nemé FPP, protoZe zobrazeni f(z) = —x na sféfe nemé pevny bod.

Pozorovani 3.4. Bolzanova véta a pevny bod na intervalu
Kompaktni intervaly v R maji FPP.

Véta 3.5. Zachovavani FPP retrakty
Kazdy retrakt prostoru s FPP md také FPP.

Odtud plyne, Ze vlastnost FPP je topologicka, tj. ma.li X FPP, ma tuto vlastnost kazdy prostor homeo-
morfni s X.

Hlavnim vysledkem této tieti ¢asti je Brouwerova véta o pevném bodé, kterou dokazeme pomoci kombi-
natorické vété pro koneéné mnoziny, tzv. kombinatorické topologie.

Véta 3.6. Brouwerova véta, 1910

Kazdd kompaktni konvexni mnozZina v R™ md FPP.

3.2 Zaklady kombinatorické topologie

Rikame, ze body {ag, ...;an},n > 0, jsou afinné nezavisle, jestlize vektory {a1 — ag, as — ag, ..., an, — ag} jsou
linedrné nezavislé, tj. linedrni prostor uréeny body {ayo, ..., a, } méa dimenzi n.

Definice 3.7. Simplex

Simplez (n-dimenzionalni) v euklidovském prostoru je konvexni obal n + 1 afinné nezavislych bodi. Simplex
S ur¢eny body {ao, ..., a,} znac¢ime (ag, ..., a,) a body a; se nazyvaji vrcholy simplexu S.

Kazdy bod z simplexu (ay, ..., a,) mé jednoznaéné vyjadieni pomoci tzv. konvexni kombinace:

n

x:i/\iai, kde Y A =1,>0.
1=0 =0

Cisla \; se nazyvaji barycentrické souradnice bodu x. Snadno se zjisti, ze funkce pfifazujici bodu z jeho i-tou
barycentrickou soufadnici, jsou na simplexu spojité.



Protoze kazda neprazdna podmnozina afinné nezavislych bodi je opét afinné nezavisla, je konvexni obal
podmnoziny vrcholi simplexu S opét simplex, ktery se nazyva stranou simplexu S. Vrcholy simplexu jsou
jeho stranami, simplex je svou stranou. Jednodimenzionalni strany se nazyvaji hrany.

Definice 3.8. Komplex

Koneéna mnozina simplext K v euklidovském prostoru se nazyva komplez, splituje-li nasledujici dvé pod-
minky:

e Je-li S € K, nalezi i kazda jeho strana do K.
o Prunik dvou simplext z K je bud prazdny nebo jejich strana.

Dimenze komplexu je maximum z dimenz{ jeho simplexti.

Definice 3.9. Rozdéleni simplexu a komplexu

Rozdélenim simplexu S rozumime komplex takovy, ze sjednoceni vSech jeho simplexu je pravé S.
Rozdéleni komplexu /C je komplex, ktery je sjednocenim rozdéleni jednotlivych simplext z K.

My

Specialnim rozdélenim je tzv barycentrické rozdéleni B simplexu S. T&zistém simplexu (ag, ..., ay,) je bod
simplex komplexu B, jestlize T; je vlastni stranou 7541 pro kazdé i = 0, ..., k—1. Snadno se zjisti, Ze pokud je d
diametr n-dimenzionalniho simplexu S (tj. nejdelsi vzdalenost mezi dvéma jeho vrcholy), je diametr kazdého
simplexu v barycentrickém rozdéleni nejvyse 7 d. Udélame-li v komplexu K barycentrické rozdélent kazdého
jeho simplexu, dostaneme tzv. barycentrické rozdéleni komplexu /C, coz je komplex oznaceny napft. jako Kj.
Protoze Ky je komplex, muzeme sestrojit jeho barycentrické rozdéleni, které oznac¢ime K. Muzeme takto
pokracovat a dostévat postupné dalsi barycentricka rozdéleni. Smyslem tohoto postupu je pro libovolné r > 0
ziskat takové rozdéleni K’ piivodniho komplexu K, Ze diametr libovolného simplexu v K’ je mensi neZ r (to

lze, protoze posloupnost (nL_H)k konverguje k 0 pro k — 00).
Vezmeme simplex S a néjaké jeho rozdéleni K. Kazdy vrchol v rozdéleni K lezi v nejmensi strané T
simplexu S. Z vrcholi T vybereme jeden a ozna¢ime ho h(v). Takovéto zobrazeni vrcholi K do vrchola

simplexu S se nazyva Spernerovo zobrazeni. Toto zobrazeni je tzv. simplicialni (tj., pfevadi vrcholy simplexu
na vrcholy simplexu), ale ne kazdé simplicialni zobrazeni L — S je Spernerovo.

Véta 3.10. Spernerovo lemma, 1928

Necht K je rozdélent simplexu S a h : K — S je Spernerovo zobrazeni. Potom ezistuje simplex v KC, ktery se
zobrazi na S.



