ReSeni piikladi ze cvi¢eni Kalkulus 2, 1.10.2025

Ddle pouzivand funkce f(x,y) pochdzi z rovnice y' = f(x,y). V Pozndmkdch jsou riizné vysvétlivky.

Najd&te vSechna maximalni feSeni rovnice ¥’ = ky, k € R.

1. Rovnice y’ = ky,k € R,k # 0 md smyslna R x R.
Funkce f(z,y) = ky je spojitd na R x R, takZze kazdym bodem roviny prochdzi jediné feseni.

Rovnice m4 staciondrni feseni y = 0.

Ao

. Za predpokladu y # 0 dostaneme formalni integraci

d
/?y:/dx =loglyl=kz+C,zeR,CeR = |y =e zecR,CeR

5. V posledni poloZce postupu feSeni udélame diskuzi ziskanych funkci ¢(x) vzhledem k podminkdm z pfedchozich
poloZek. Ziskali jsme vSechna feSeni? Jsou naSe feSeni maximalni?.

V polozkéch 1-4 jsme 74dné podminky nedostali, mame feSeni ¥ = O na R a pro y # 0 mame |y| = e“e*® 2 €
R,C € R.
Oznatime C; = €€, takze C; > 0. Je-liy > 0, mdme y = Ce**, je-li y < 0, mdme y = —C1e*®. Protoze

vyfesend rovnost md smysl i pro y = 0, mdme y = 0 = 0e**. KdyZ to ddme dohromady, dostaneme obecné fesen{
y = Kek K € RnaR. Tato feSenf jsou maximdlni a jind nejsou, protoze kazdym bodem roviny prochézi pravé jedno
feSeni. Pokud chcete jednoznacnost ovéfit, stali zjistit, Ze pro kazdé (zg,yo) € R X R existuje jediné C' vyhovujici
rovnici 3o = CeF®, co je ziejmé.

Zdvér: rovnice y' = ky md na R obecné feseni y == Ke*®, K € R. Zddnd jind
FeSeni nemd, kaZdym bodem roviny prochdzi jediné resent.

Najd&te v§echna maximalni feSen{ rovnice y' = 2.y

1. Rovnice md smysl na R x [0, 00).
2. Funkce f(x,y) = 2,/y je spojitina R x (0, 00), takZe kazdym bodem této mnoZziny prochdzi jediné fesent.
3. Rovnice mé staciondrni maximalni feSeni y = 0.

4. Za predpokladu y # 0 dostaneme formalni integraci

d
/2\/};? dx = y=x+C,xe(~C,0),CER, takzey=(z+C)% 2 € (~C,00),C €R.

Kdybychom po vyrazu \/y = = + C zapomnéli dét interval pro x, dostali bychom feSeni y = (x + C)? a tato rovnost

plati na R. Klesajici &4st této paraboly viak nemiZe byt feSenim (napf. ze zaddni rovnice plyne iy’ > 0, takZe feSen{
nemuze byt nikde klesajici).

Vidime, Ze feSeni y = 0 je singularni a nedostaneme ho ze ziskaného obecného feseni pro Zadné C.

Reseni y = (x + C)? nenf feSenim na celém R, kde m4 rovnice smysl. D4 se prodlouzit doleva za bod z = —C?
Prodlouzit to nelze, pokud ma feseni v daném bod¢ nevlastni limitu. To v nasem piipad€ neni a feSeni ma v bodé
x = —C zprava limitu rovnou 0. Mame jediné fesent, které md v x = —C zleva limitu O a to je feSeni y = 0. Podle
véty o lepeni z pfednésky lze tedy feSeni y = (x + C) na (—C,00) a feSeni y = 0 na (—oo, —C) v bodé z = —C

slepit a dostaneme maximalni feSeni rovnice



Zavér: rovnice y' = 2,/y md za vSechna maximdini Fesent funkci y = 0 a
funkce tvaru (pro C' € R)

(x+C)?prox € [-C, +0)

y— {Opro x € (—o0,—C)

vl f/ [ /
il
VSemi body (¢, 0), prochdzi nekonecné mnoho Feseni, body (xo,yo), yo > 0, ‘ ?//i/ //}/ J
PR '/
i,

prochdzi jediné reseni. Jind reseni nejsou.

1-2z
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Najdé&te vSechna maximadlni feSeni rovnice yy’ =

1. Rovnice md smysl na R x (—o0,0) anaR x (0,00).

2. Funkee f(z,y) = 1;22”” je spojitdinaR x (—oo,0) ana R x (0, 00), takZe kazdym bodem této mnoZiny prochdz{
jediné feSeni.

3. Rovnice nema stacionarni feseni.

4. Za ptredpokladu y # 0 dostaneme formalni integraci

3
/y3 dy = /(1—233) dx = % =22’ +C,2—2°+C #0,C eR, = y= /3(x —22+C), proz—2*+C #0.

Musime probrat podminku z = 22 + C' # 0. Kofeny rovnice z = 22 + C = 0 jsou z1 2 = —(—1 £ /1 +40C)/2,
takZe dostdvame feSen{

naRproC < —1,

y=Vil-a*+0) {na (—00, (1 — VIF4C)/2), (1 — VIFAC)/2,1 + I+ 40)/2), (1 + I+ 40)/2,00) pro C > — 1.

Posledni interval je prazdny pro C' = —1/4. Opét Ize snadno zjistit, Ze jsme dostali vSechna feSeni a to jednozna¢nd
pro y # 0. Osou x neprochdzi zddné feSeni (ta uvedend maji v bodech (z,0) nevlastni derivace a nedaji se do téchto
bodd prodlouzit).

Jsou uvedena feSeni maximalni? Jednd se o moznost slepeni feSeni v bodech 1 = (1 — /1 +4C) /2,29 = (1 +
V1+4C)/2 pro C > —1/4. Pro pouZiti véty o lepeni ndm chybi splnéni pfedpokladu, Ze f je spojitd v bodech
(21,0), (22,0). Snadno spoéteme derivaci funkce {/3(x — 22 + C) v bodech 1, x2: vyjdou nevlastni limity. Odtud
vyplyvd, Ze uvedend feSeni jsou maximalni. I

1-2z

Zdvér: rovnice yy' = md za vSechna maximdlni Feseni vyse uvedend
FesSeni na intervalech zdvisejicich na hodnoté C. Body primky y = 0 ne-
prochdzi Zddné reSent, ostatnimi body roviny prochdzi jediné reseni.

Ve smérovém poli je Cerny graf Feseni pro C' > 1/4, zeleny pro C = 1/4 a
Cerveny pro C' < —1/4.

Najdéte vSechna maximalni fesenf rovnice y’ = 322>

Nebudeme nyni uvedeny postup ocislovdvat. Rovnice ma smysl na R x R, funkce f(z,y) = 32%y? je spojitd viude,
existuje maximalni stacionarni feSeni y = 0. Pro y # 0 formalné zintegrujeme:

d 1 1
/%:/3x2dx = -~ =234+ CnaR éy:*mpmf?é

Y
Ziskand feseni y = —ﬁ, C € R jsou na intervalech (—oo, —v/C) a (—v/C, 00).
Do bodu z = —+/C se nedajf prodlouZit protoZe v ném maji nevlastni limity.

Zdver: rovnice y' = 3x2y? md za vSechna maximdlni Fesent funkci y = 0 na

R a funkci y = —ﬁ,c € R na intervalech (—oo, —v/C a (—¥/C, ).
KazZdym bodem roviny prochdzi jediné reseni.
Ve smérovém poli je Cerveny graf FeSeni pro C = 2 z zeleny pro C' = —1.




Vv

Rovnice ma smysl pro vSechna z,y € R a konstantni funkce y = 0 je maximalnim feSenim rovnice na R. Zakladn{
tvar rovnice je y' = w;{l»ia:y pro x # 0,y # —x. Pfimka y = —x neni feSenim rovnice, pfimkou x = 0 muiZze prochazet
feSeni jedin€ pocatkem. Kromé bodi na ose y a piimce y = —x tedy prochdzi kazdym bodem roviny jediné feSeni
rovnice.

Funkce f(x,y) je homogenni. Budeme pokraCovat za pfedpokladu x # 0,y # —x substituci y(z) = u(z)z,u # —1
(budeme psat jen y = ux).

Yy =vr+u = 2 -2(Wrtu)=cur@Wzrtu) = zutl)u =-—u.

Dostali jsme rovnici se separovanymi proménnymi, kterd ma stacionarni feSeni u = 0 a pro u # 0,z # 0:

1 1
/u+ du:—/fdx = u+loglul=—-loglz|+C = aue"=K, KecRproz#0,u#—1.
x

u

Za u ddme zpitky u = y/z a dostaneme ye(¥/*) = K. K € R,prox # 0,y # —x, K # 0 anaR pro K = 0.
Dostdavame vSechna feSeni, protoZe z rovnosti K = yoeyo/ To vidime, Ze kazdym bodem (z¢,yo), zo # 0 prochdzi
feSeni. V§imneme si, Ze y, K maji stejnd znaménka. Otdzkou je maximalita feSeni y(z) a intervaly, na kterych jsou
feSeni y(z) definovdna. Problém je v tom, Ze feSeni je ddno v implicitnim tvaru a nedovedeme rovnost vyfesit pro y.

Vrétime se k rovnosti ue” = K/xz,x # 0. Nemusime uvaZovat y = 0, takZze predpokldddme K # 0. Funkce ue“
klesd od 0 k —1/e na (—oo, —1) a roste od —1/e do +00 na (—1,0), na téchto intervalech md inverzni funkce
¢, resp. 1. Piechodem k y dostdvdme y = z¢o (K /z) pro K/z € (—=1/e,0) (§. = € (—Ke,0) pro K < 0,
r € (—o0,—Ke)pro K > 0)ay = 2y} (K/z) pro K/x € (=1/e,00) (§j. = € (—Ke,0) U (0,00) pro K > 0,
x € (—00,0) U (0,—Ke) pro K < 0). Posledné uvedené intervaly (—Ke, 0), (0, —Ke) nelze pouZit, protoZe potom
maji K,y rozdilnd znaménka.

Zbyva problém, zda se obé posledni moznosti daji slepit v bodé = 0 (rovnice ma v tomto bod€ smysl, i kdyZ funkce
f neni v tomto bodé¢ definovand). Nelze pouZit vétu o lepeni, ale staci spocitat limity zprava funkce i derivace funkce
y=a¢p 1 (K/x)pro K > 0,2 > 0azlevay = 2y~ (L/z) pro L < 0,2 < 0. Pokud jsou vlastni a rovnajf se, slepit
se obé funkce daji. Obé€ funkce maji jednostranné limity rovné 0. S derivacemi je to hor§i. Zatim nemadte derivace
implicitni funkce, ale d4 se pouZzit derivace inverzni funkce x = m. Jeji jednostranné limity derivace v O pro
piislusna y, K se rovnaji 0, takZe limity derivace ptivodni funkce y jsou nevlastni. Slepit se tedy zkoumané funkce
nedaji. Viz Poznamky, jak se d4 postupovat jinak, v tomto pfipade jednoduse;ji.

Zavér: rovnice y* — x2y' = xyy’ md FeSeni v implicimim tvaru ye¥/*) = K, K € R
na intervalech (pro x) R pro K = 0, (=00, —Ke) a (0,00) pro K > 0, (—00,0) a
(—Ke,00) pro K < 0. Na ose x prochdzi FeSeni jen poldtkem (nekonecné mnoho),
ostatnimi body prochdzi lokdlné jediné reSent.

Na obrazku jsou obé feSeni pro K = 1 (Cervené) a obé pro i = —1 (zelené).




